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СФЕРНЕ КРИВЕ 

ВОЈИСЛАВ Г. АВАКУМОВИЋ (Београд) 

1. Криве 
t = t (t) 

= { х (t), У (t), z (t) } 
и површине 

t =ж; (и, v) 
= { х (и, џ), у (и, џ), z (и, џ) } 

о којима је овде реч регуларне су у смислу диференцијалне гео

метрије. У погледу кривих то значи да функције х (t), у (t) и z (t) 
имају изводе по t произвољно великог реда и да је 

I r (t) I ::Ј О, 
а у погледу .Еовршина да функције х (и, џ), у (и, v) и z (и, џ) имају 
парцијалне изводе· по и и v произвољно великог реда и да је у 
свим тачкама посматране површине 

I t u Х t v I 1= О, 
тј. да се мрежа површине састоји искључиво из регуларних тачака. 

Затворену криву која нема вишеструких тачака зваhу "за
творена крива", а "затворену криву" која лежи на лопти полу

пречника 1 зваhу "сферна крива". 
Сферне индикатрисе тангенте и главне нормале неке криве 

зваhу, краТКОће ради, "сферна слика тангенте" и "сферна слика 
главне нормале". 

у току даљег излагања претпоставља се да затворене криве 

о којима је овде реч имају особину да су њихове сферне слике 
(тангеН'lе и главне нормале) сферне криве у смислу напред дате 

дефиниције. 

2. Године 1842 С. G. ЈасоЬР) доказао је ову теорему;: 
Ј. Сферна с.лика zлавне норма.ле неке заilJ.вореnе криве де.ли 

Uовршunу .лоUше на два једnака де.ла. 

1) ЈасоЫ С. О. Ј., 1842, Werke, Bd. 7, S. 39. 
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Године 1934 приметио је W. FencheI2) да је теорема Ј са
држана у овој теореми: 

F l' Сферна слина ШаmенШе неке сферне криве дели аовршину 
лоl1il1е на два једнака дела. 

у § 5 ПОК8заhу да важи инверзија ове теореме. На тај начин 
долазимо до ове теореме: 

А. Да би сферна крива t била сферна слика Шаmенше неке 
сферне криве аоil1ребно је и довољно да крива t дели uовршину 
лоuШе на дB~ једнака дела. 

Ако криволиниски интеграл торзије '( дуж затворене криве, Тј. 

назовемо »тотална торзија", тада важи ова теорема W. Fenchel-a8): 

F2• Тоil1ална шорзија дуж заil1ворене линије кривине једнака 
Је нули. 

Као што је W. Fenchel приметио, ова теорема у вези са 

Gauss-Воппеt-овом теоремом доводи до теореме F1• 

Но и назависно од ове примене, теорема F2 је интересантна 

из овог разлога: Како је на лопти (и у равни) свака крива -
линија кривине, то је дуж сваке сферне (и затворене равне) криве 

тотална торзија једнака нули. Поставља се питање да ли је ова 

особина карактеристична за лопту (и раван), тј. да ли су ове по

вршине једине које имају ову особину. У § 6 доказаhу да је 
заиста тако, тј. да важи ово: 

Ако је дуж сваке зашвор(не криве неке аовршине il10il1ална 

торзија једнака нули, онда је ова аовршина или део лоlШiе или 
део равни. 

у вези са напред реченим долазимо до ове теореме: 

В. Да би нека uовршина била део лоате или део равни, 0.0-
требно је и довољно да је тотална торзија дуж сваке затворене 

криве једнака нули.~) 

3. За разумевање даљег излагања потребно је да читалац 

познаје следеhе класичне теореме, чији се докази налазе у скоро 

сваком уџбенику диференцијалне геометрије. 

1. (Gauss-Воппеt-ова теорема на лопти). Ако са (Ј обележимо 
дужину лука сферне криве, са D онај део лопте који лежи са 

2) Fenchel W., ОЬес ејпеп Jacoblschen Satz der Kurventheorie, Tohoku 
Math. }. 39 .. (1934) р. 95-97. 

3) Loc. сlt. Ј) 

') Scherrer, Vierteljahr. Naturforsth. Qes. Zilrich 85 (1940) р.40-46. 
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леве стране сферне криве, а са kg геодезиску кривину сферне 
криве, онда је 

§ kg d о' = 2, л:f d О , 
• .D 

при чему d О обележава површин елемент лопте. 

2 (Воппеt). Торзија 'r, ге<lдезиска торзија 'rg и угао ,') између 
главне нормале криве и нормале на површину у којој крива лежи 

веэани су једначином 
d,')-

'r='rg --
ds 

(1) 

при чему s оэначава дужину лука уочене криве. 
3 (Bonnet). Ако са Е, F и Q обележимо Gauss-ове еле

менте прве врсте, а са L, М и N Gauss-ове елементе друге врсте, 
онда је 

IEdu+Fdv Ldu+Mdvl 
IFdu+Odv Mdu+Ndvl 

~=~----d~~~V·Е~~а~-~F=2~--~· (2) 

4. Пре него што пређем на доказ ставова А и В, показаhу 

целине ради: ad 10, да је теорема 1 садржана у теореми РЈ ; ad 
20, да је теорема Р2 последица Воппеt-ових теорема 2 и 3; ad 
30, да је теорема Р1 последица (али не непосредна) теорема Р2 • 

10 Обележимо са t = т' (s) орт тангенте уочене затворене 
криве t (s). а са о' дужину лука ор та t. На основу теореме Р1 

Ф t
. d t 

с ерна слика тангенте криве ТЈ. орт - дели површину лопте 
dO' 

. М .. dt . 
на два Једнака дела. ечутим, орт - Је орт главне нормале криве 

dO' 
t (s). 

20 Дуж линије кривине геодезиска торзија је једнака нули 

(јер је по дефиницији дуж линије кривине бројитељ десне стране 
обрасца (2) једнак нули). Због (1) је, дакле, дуж затворене ли-

није кривине 

§
d,') 

Т= -d S"",')I-,')O 
ds 

при чему је ,')-0 угао измеljу главне нормале и нормале на повр

шиму, а ,')1 угао између истих правих након обиласка затворене 
линије криви не. Дакле, 

где је k неки цео број. 
Дуж линије кривине центри кривина нормалних пресека (у 

смеру тангенте) леже с једне стране површине. Осим тога у 
свакој тачки исте криве центри кривина равних пресека ( у смеру 
тангенте) леже у унутрашњости лопте која пролази кроз уочену 
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тачку криве, а центар јој се поклапа са центром кривине нор

малног пресека (Meusnier.oBa теорема). То значи да центри кри

вине линије кривине леже стално с једне стране површине. Стога 
" 3t /' <>. __ 3t 3t __ ,, __ 3я 
Је дуж ЛИНИЈе кривине стално или -- ~ v",,::::: -ИЛИ-"":::::v,,,,::::: - . 

2 2 2 2 
Отуда следи да је k = О. 

30 Ако је т ... t (5) нека сферна крива, а t-t (б) сферна 
слика њене тангенте (при чему 5 обележава дужину лука криве 

т а cr дужину лука криве t), тада постоји таква функција а (а) 

да се крива т може написати у облику 

а 

т = То + I t (о') а' (а) d cr , (3) 
ОО 

при чему је То неки стални орт. 

Заиста, ако је веза између 5 и cr дата једначином 5 = а (а) , 
тада је 

па је 

d5 = а' (о) , 
do 

dT dTds , 
-=--=t(o)a (б), 
dcr d5 dcr 

одакле се интеграцијом добива образац (3). 

(4) 

Како је у нашем случају орт t уједно орт нормале лопте на 
којој лежи крива t, то је геодезиска криви на криве t дата је-
дначином 

kg=(tataat), 

јер је, као што је познато, геодезиска кривина мешовити про

извод вектора ta, t oa и орта нормале на површину. 

Због (4) је 

и 

Дакле 

и 

Тоа = ta а' + ta" 

Тааа = taa 0.' + 2 ta 0.' + t а"'. 

(Та Таа Тоаа) = (tta t aa) а'3 

(Та Х Таа)2 = (t Х ta)2 а,4 = а'''', 

јер је ta орт тангенте орта t, па је tx ta јединичан вектор. 

Према томе, ако са 't' обележимо торзију криве r, биhе 

(с обзиром да је а' (О') #: О) 
(Та Таа Таоа) 

't'... (ra Х Таа)2 
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Дакле 

па према томе и 

При томе је леви криволиниски интеграл узет дуж сферне криве t, 
а десни дуж сферне криве t. Како је на лопти, као што смо веЬ 
рекли, дуж сваке затворене криве тотална торзија једнака нули, 

то је десни интеграл једнак нули. Стога је, на основу Gauss
Воппеt-ове теореме 

при чему D означава онај део лопте који лежи са десне стране 

сферне криве t. То значи, сферна крива·t дели површину лопте 
на два једнака дела, што је и требало доказати. 

5. Доказ теореме А. Доказаhу прво: Нека је t =! (о) нека 

сферна крива ари че.AtУ је (1 дужина њенoz лука; ако са <х -: <х «(1) 
обе.лежи.Atо неку ОРОИЈВОЉНУ фушщију (nпроизвољну" у смислу 
диференцијалне геометрије) и CillaBU.AtO 

а 

{3 = {3 «(1) '= Ј(На taa) d (1, (5) 
о 

онда је сферна крива t сферна слика tлавне нор.Atале криве 
а 

9lx:9l«(1)= - f(raCOS~+(taXt)Sin{3)ad(1. (б) 
о 

(Важи и обратно, тј, ако је крива t сферна слика главне нормале 

неке криве 9l, тада постоји таква функција <х == <х «(1) да се крива 9l 
може написати у облику (5). Међутим, за доказ става А ово нам 
није потребно.) 

Ако диференцијал дужине лука криве 9l обележимо са ds, 
имаhемо, с обзиром на (б), 

ds = ± 19la «(1)1 d(1 

= ± V(ta COS {3 + (Га Х г) sin {3)- i а I d(1 

= ± I а «(1) I d(1, 
па је 

t ~ ~~ =оо ± (-Га cos {3 -(гаХt) sin{3). 

Због ti = 1 је t· Га = Га' Гаа = О; дакле 

Га="-(ГХГаа), 
где је "- неки скалар. Како је, због (5), 

13' = (! Га Гаа), 

(7) 



106 Војислав Авакумовиh 

то скаларним множењем једначине (7) са t a добивамо 1. = -1/~' 

па је ~'1"a = 1"аа Х t. Дакле 

ta ~ ± { - t aa COS ~ - (~aa Х t) siп ~ + (ta sin ~ - (ta Х 1") COS ~) ~' } } (8) 

- =f {taa+(taXt)~ }cos~. 

Због t·ta = О и t a
2 = 1 је t·taa = -1, дакле 

ta Xt = 1. (tXtaa) Х t = 1. (taa - t·taa) t) = 1. (taa +t), 

што заједно са (8) и 1.~' = - 1 даје 

ta = {taa +1. (taa+t)~'} COS ~} 

с: - t cos~. 
(9) 

Ако се п обележи~о орт главне нормале криве 9\, онда је 
по дефиницији 

п = ts 11 ts 1 = ± ta 11 ta I , 
па је, с обзиром на (9), п = ± t, што је и требало доказати. 

d9\ 
Како је t орт тангенте орта-, то да бисмо доказали тео-

ds 
рему А, треба доказати још ово: 

Ако сферна крива t дели uовршину лоuii1е на два једнака 

дела, онда је сферна слика iЛаmенiЛе криве 9\, која је дефlLНисана 
обрасцuма (5) и (6), ааiЛворена крива. 

Како, по претпоставци сферна крива t = t (б) дели површину 
лопте на два једнака дела, то је 

jdO=21C, 
D 

При томе смо са D обележили онај део лопте који лежи с десне 
стране сферне криве t. Отуда следи на основу Gauss-Воппеt-ове 
теореме да је 

(10) 

Како је орт t уједно и орт нормале на лопту на којој крива 

лежи, то је 
kg 0= (Па t aa). 

Према томе, ако са бо обележимо дужину сферне криве t, онда (10) 
добива ова ј облик: 

ао . 

Ј(Па t aa) dб= О. 
о 

С обзиром на (5) то значи да функција ~ (б) задовољава услов 

~ (О) = ~ (бо) , 
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Према томе ~ (О') је периодична функција са периодом 0'0' Отуда 
следи да је орт тангенте криве ffi, тј. орт 

~~ = =r= {ra cos ~ + (raxr) sin ~ } 

периодичан орт, тј. сферна слика тангенте криве ffi је затво
рена крива. 

6. Доказ теореме В. Свака затворена крива посматране по
вршине може се написати у облику 

и = и (t; ч), v = v (t; ч) 

При томе је IJ параметар породице кривих. Параметар t се може 
тако изабрати да за свако IJ буде 

и (О; ч) = и (1; ч) и v (О; 11) = V (1; 11) 
и 

s=-;f. . ds ~ 
dt 

При томе s обележава дужину лука уочене криве. На тај начин 
Воппеt-ов образац (2) добива облик: 

. . . . ds 
'rg ds= {(ЕМ - F L) и2 + (EN - LO) u v+(FN-М O)v%} . ,/_ 
. s 2 y t:Q-Р 

. . . . dt 
= { А и2 + 2 В u v + С у2 } -;

S 

= F (и, У, и', v, s) dt. 

Дакле 
1 

Т= !F (и, У,u, v,s)dt. 
u 

По претпоставци сваки од ових интеграла биhе једнак нули, тј. 

свака затворена крива даваЬе интегралу Т "екстремну вредност" 
једнаку нули. Стога Ье Еulег-ове једначине 

d d d 
-Ри - Fu=O -Р;" - Fv~O, -Fi - Fs=O 
dt ' dt dt 

овог "ваРИ8ЦИОНОГ проблема" (са граничним условима и (О) - u (1) 
и v (О) = v (1» бити индентички задовољене за све "дозвољене" 

функције и и v (тј. затворене криве које леже на површини). 

Прве две Еulег-ове једначине изгледају овако: 

Ау и v s + (Ву - Сu)u2 S + А ii s' + В у' s - А и s -В v s = О 
и 
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Како функције и и v можемо бирати по вољи, то горње 

једначине могу бити задовољене само онда ако су сви њихови 

коефицијенти идентички једнаки нули. Понаособ мора бити 

А=В=С=О, 
тј. 

Е М-Р L=EN-L G=F N-M 0=0. 

Отуда следи да је дискриминанта једначине 

(Е О - F2)~ - (Е N - 2F М + L О) .!. + (L N - М2) = О (11) 
R2 R 

идентички једнака нули. Наиме 

(Н N - 2 F М +L О)2_ 4 (Е 0-F2)(L N _М2) 

= (Е N- L 0)2- 4(Е М- F L) (Р N-M 0)=0. 

Једначина (11) је једначина главних полупречника кривине· 

Према томе су на целој површини оба главна полупречника кри

вине између себе једнака, тј. посматрана површина се састоји 

искључиво И3 кружних тачака. Како су као што је познато, лопта 

и раван једине површине које имају ову особину, то је наша по

вршина или део лопте или део равни. 

UBER GESCHLOSSENE KURVEN AUF DER KUGEL 

Von Vojislav О. Avakumovic (Beograd) 

Bemerkungen Uber die W. Fenchelsche Fassung des Jacobischen 
Satzes tiber das Hauptnormalenbild einer geschlossenen und doppel
punk1Iosen Kurve. Der Fenchelsche Satz F1 : Das Tangentellbild einer 
geschlossenen sphii"ischen Kurve begrenzt zwei flachengleiche ТеПе 
der Einheitskugel, wird foIgendermassen erganz1 (Satzt А): Die not
wendige und hinreichende Bedingung dafar dass die sphiirische Кипе 
t das Tangentenbild einer geschlossenen und doppelpunktlosen spha
rischen Kurve sei - ist, dass t zwei flachengleiche Teile °der Einheits
kugel begrenzt. 

Anschliessend ап den FencheIschen Satz F2 : Das Jntegral der 
Windung' einer geschlossenen Krummungslinie uber die Bogenllinge 
ist gleich Null, wird bewiesen (Satz В): Die notwendige und ЫnгеЁ
chende Bedingung dafur dass eine Flliche ein Stйck einer Kugel bzw. 
ЕЬеne sei - ist, dass das Integral der Windung langs jeder geschlos
senen Flachenkurve gleich Null ist. (Satz von Scherrer). 


