COPEPHE KPHBE
BOJHCJIAB I'. ABAKYMOBUF (Beorpan)

1. Kpuse
t=t()
={x@®, v@®, z()}
H NOBpIIHHE
t=t(u,v)

={x (ll, V)) y (”: V), Z(ll, V) }
0 KOjuMa je oBAE ped peryJapHe cy y CMHCIy RudepeHinujaine reo-
merpuje. ¥ moraely KpHBHX TO 3Ha4H Xa pyukumje x (£), y (9) u z(¢)
HMajy H3BOXE NO { MPOH3BOJ/LHO BEJIMKOr pela H HAa je

[t@|#0,
a y noraeny mospmuna Aa Qynxuuje x (u,v), y(u,v) u z(z,v) umajy
napuujaiHe H3BOJAE IO 4 H v NPOM3BO/HLHO BEJIHKOr pexa u Ja je y
CBHM TaukaMa MOCMAaTpaHe HOBpUIHHE

lruxrvl # O ’
Tj. Xa C€ Mpexa NOBPLIHHE CACTOjH HCK/bYUHBO M3 PEryJapHHX Tayaka.
3aTBOopeHy KpHBY KOja HeMa BHINECTPYKHX Tauaka 3pahy ,3a-
TBOp€Ha KpHBa“, a ,3aTBOPEHY KDHBY“ KOja JI€XKH HAa JIONTH MOJIY-
npeunuka 1 3Bahy ,cepHa kpusa“.

CdepHe HHEMKATpHCE TAHFEHTE W IJIaBHE HODMaje HeKe KpuBe
spahiy, kpatkohe panm, ,cpepHa ciuka TaHreHre“ u ,cepna ciuxa
ryiaBHeé Hopmane“.

Y Toky namer u3narama NPETNOCTaB/bAd C€ A2 3aTBOPEHE KPHBE
0 KOjuMa je OBJe pey HMajy OCOOGHHY Ha Cy mHXOBe c(epHe CIHKE
(Tanrenre u riuaBHE HOpMaae) cgepHe KpDHBE y CMHCIy Hanpen xare
gedunumnuje.

2. Toaune 1842 C. G. Jacobi') xoka3ao je OBy Teopemy:

J. Cepra cauxa iaasHe HopMaae reKe 3aillBopere Kpuse Oeau
- fospwuny solille Ha 0Ba jedHaka Oe.a.

1) Jacobi C. G. J., 1842, Werke, Bd. 7, S. 39.
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Fongune 1934 npumeruo je W. Fenchel?) na je Teopema J ca-
JAp¥KaHa y OBOj TEOPEMH:

F.. Cepna cauxa mameniie Hexe cgepre Kpuse deau dospuuny
JAofilie Ha 0Ba jeOHara Oeqa.

Y § 5 noxasahy aa Baxm uHBEep3Hja oBe Teopeme. Ha Taj Hauuu
ZONa3HMO JO OBE TEopeMe: :

A. [a 6u cgiepna Kpusa v 6usa cdiepra cauka Manlenile HeKe
ciepre Kpuse Goiipebro je u 00BOHHO da Kpusa t Oeau [OBPULUHY
A0lifle Ha 08¢ Jednara Oeaa.

AKO KPUBOJMHHCKH HHTErPAN TOP3Hje T LYK 3ATBOPEHE KPHBE, T j.

T=$xds,

Ha30BeMO ,TOTanHA TOP3Hja“, Taza Baku oa Teopema W. Fenchel-a%):

F,. Tomasna iopsuja dyxc 3ailiBopete AuHuje npusuné JjedHaxa
fe nyau. '

Kao mto je W. Fenchel npumerno, oBa Teopema y Be3u ca
Gauss-Bonnet-osom Teopemom NoBoAH Ao Teopeme F,.

Ho » nasaBucHo ox ose mpumene, treopema F, je unrepecanTtsa
n3 oBor pasnora: Kako je Ha nonTtu (u y paBHM) CBaKa Kpupa —
JIMHMja KDUBHHE, TO je HyX CBaKe cdepHe (d 3aTBODEHE PaBHE) KPuBE
TOTaJHA TOP3Hja jeasaka Hyau. [locTaBma ce nurame Ja Ju je OBa
oco6K¥HA KAaPAaKTEPHCTHYHA 33 JONTy (M PaBaH), Tj. Ja JH Cy OBE NO-
BpIUMHE jefHE Koje umajy osy ocoGuny. ¥ § 6 nmoxasahy na je
3aHCTa TAKO, Tj. JA BaXH OBO:

Axo je Oyxc cBaxe 3ailisopeHe Kpuse Hexe HospuiuHe iHoliaara
mop3uja jeOnarxa wnyau, oHOa je osa Bospuura uiu 0eo Aollifie uasu
0eo0 pasHu.

Y Be3n ca Ranpex pedeHUM AONA3MMO LO OBE TeopeMe:

B. e 6u nHexa fiospuuna 6usa Oeo aoiile uau 0eo pasru, Ho-
fipebro je u doBosHO Oa je Mollasna ilop3uja Oy cBare 3alliBOpeHe
Kpuge jednara Hy.au.*)

3. 3a pasymeBame Jjajber uajarama NOTPE6GHO je Aa uuTanan
nosnaje caenehe xnacuune Teopeme, UMjH c€ NOKA3HM HANA3E Y CKOPO
CBaKOM YII6€HMKY IMu(epennujaise reoMerpuje.

1. (Gauss-Bonnet-osa Teopema Ha JjonTth). AKo ca ¢ o6enexumo
IyxXuHy nayka cdepue xpuse, ca D oHaj Jeo JONTE KOjH JEXH ca

?) Fenche! W., Uber einen Jacobischen Satz der Kurventheorie, Tohoku
Math. J. 39,(1934) p. 95—97.

3) Loc. cit, %)

4) Scherrer, Vierteljahr. Naturforsch. Ges, Ziirich 85 (1940) p. 40 —46.
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nese crpaHe cdepue kpuBe, a ca k, reOf€3UCKy KPHBHHY cdepre’
KpHBe, OHJa je

$hdo-2x f d0
npu wemy d O obenexana nospmnnl €JIEMEHT JIONTE.

2 (Bonnet). Topsuja t, reofesucka Top3uja v, ¥ yrao J usmehy
rJIaBHE HOpMaJne KpHBE H HOpMaJe Ha MOBPIIHHY Y KO0jOj KDHUBA JIEXH
B€33aHH Cy jeIHAYHHOM
dd
ds
npu uemMy S 03HAYaBa JAyXXHHY JyKa yOU€HE KpHBE.

3 (Bonnet). Axo ca E,F uw G o6enexumo Gauss-ose ene-
meHnTe npse Bpcre, a ca L, M u N Gauss-oBe eeMeHTE Apyre BpCTE,
oHza je

T=1,—

1)

|[Edu+Fdv Ldu+Mdv|
{Fdu+Gdv Mdu+NdV| )
ds*YEG-F?

4. [Ipe nero mrto npehem Ha jnoka3 crasoBa A M B, nokasahy
neaune pagu: ad 1° pma je reopema J campxana y Teopemu Fy; ad
2° na je Teopema F, nocnezuua Bonnet-oBux Teopema 2 u 3; ad
3% nma je teopema F, nociexuua (ajim He HemocpeaHa) Teopema F,.

1° QO6Genexumo ca t=1t'(s) OpT TaHreHTe yOQueHe 3aTBOPEHE
KpuBe ¢ (S). a ca ¢ nyxuHy Jayka opra {. Ha ocHoBy Teopeme Fy

Tg=

. di
chepHa ciaMka TaHreHTe KpHBE t Tj. OPTT Je14 NOBPIIHHY JONTE
]

Ha 1Ba jexHaxa xnena. Melyrum, opr -Z—t— je opT raaBHe HOpMaJie KpUBe
c

r(s).

2 lyx nuHHMje KDHBHHE TreOJe3HCKa TOP3Hja je jelHaKa HyJH
(jep je no medmHuUMjH AYK NUHHje KPHUBUHE OpOjUTE/b JECHE CTpaHe
o6pacua (2) jemmak ume). 360r (1) je, makae, Ayx 3aTBOpeHE /M-
HHje KDHBHHE

T= §-—ds=a -

npu uemy je J, yrao mamehy riaaBHe HOPMajle H HOpMane Ha MOBP”
KBy, @ 9, yrao u3Mely WCTHX NpaBuxX HaKOH OGHJACKa 3aTBOpEHE
aungje kpusuue. Ilakie,

== 12k=n
rae je k vexu neo 6poj.

Iy nuHHje KPHBHHE LEHTPH KPUBHHA HOPMAJIHHX mpeceka (y
CMEpPYy TaHTreHTe) Jexe ¢ jexHe crpaHe nospmuHe. OcuM TOra y
CBaKOj TAYKH MCTE KPUBE LIEHTPH KPHBHHA DaBHHX npeceka ( y cmepy
TAHreHTE) JIEXE y YHYTPALHOCTH JONTE KOja MPOJAa3sH KPO3 yOueHy
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T4UKy KpHBe, a IEHTap jOj C€ MNOKJama ca IEHTPOM KPHUBHHE HOD-
manHor npeceka (Meusnier-oBa teopema). To 3Hauu Aa UEHTPH KpH-
BUHE JIHHHje KDUBHMHE JIeXE CTaJHO C jeaHe crpane mospuuse. Crora
. . 7 b4 L 3n
je AyX JHdHje KPUBHHE CTAJHO HJH ——2—<&< -2—mm?<a<—2— .
Otyana cnemu ma je k=0,

3° Ako je t=t(s) Hexka cdepsa kpuBa, a t=tf(c) chepua
CIMKA IheHE TaHrente (npu dyemy s obenexaBa AYKHHY JyKa KpuBe
T a4 ¢ JYXHHY Jyka kpuse t), Tana mnocroju Takpa Gysknuja o (o)
Ja ce KpHBAa r MOXE HamucaTH y 06JuKy

6 -
T="To+ ft(c)oc'(o)dc, \ )
%
npu ueMy jé t, HeKH CTAJHH OpT.
3aucra, axko je Be3a u3Mely S 4 6 naTa jennauyHHOM S=c (o),
Taja je '

I,=cc'(o) ,

na je

S22 o) (), @)

OJaKJae ce HHTerpaunmjom no6usa obpasan (3).
Kako je y Hamem cayuajy opt t yjexuo opr Hopmaje Jonre Ha
KO0joj Jexu KpuBa {, TO je reojesucka KpuBHHAa KpuBe { jarta je-

JHAYHHOM .
kg = (to‘ tdd t) »

jep je, K40 mMTO je NO3HATO, TEONE3HCKA KPHUBHHA MEWIOBHTH IMpO-
M3BOJ BEKTOPA tq,tss U OPTa HODMaje Ha MOBPIUHHY.

36or (4) je
Yoo = ta of + ta"
- .
Toos = tos '+ 2 t5 o' + ',
Jaxne
(tc Too tocc) = (t fq tuc) a?
H

(thrcg)2=(tXta)2 at=ah,
jep je ts opT Tanrente opra t, ma je tXi, jeAHHMuaH BEKTOP.
[lpema TOMe, ako ca t o6GenexxuMO TOP3Hjy Kpuse r, Ouhe
(c o63upom 1na je o (c)#0)
T= (tc Tao rcmts)
(ruchm)z

_ (ttotor)
@)
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Haxane

§kgdc= —§rds.

IIpu ToMme je neBu KPUBOJMHHCKH HHTErpan y3eT Ayx cdepHe kpuse t,
a gecud Ayx cpepne kpuse tr. Kako je Ha jontH, Kao wro cmo Beh
pexaH, IyX CBaKe 3aTBODEHE KpDHBE TOTaJHAa TOP3Hja jeJHaKa HYyJH,
TO je necHu uuTerpaa jemHak Hyau. Crora je, Ha ocHoBy Q(auss-
Bounnet-ose Teopeme

z[ = 2x,

npy 4uemy D o3nHauaBa OHAj JA€O JIONTE KOjU JEXKH €a AECHe CTpaHe
cepne xpuse t. To 3suaud, chepHa kpusa 't H€au NMOBPLIMHY JOMNTE
Ha JBa jesHaka nena, WTO je M Tpebaso AOKaszaTH.

5. loxa3 teopeme A. Ilokasahy npeo: Hexa je v =1t (o) Hexa
cfepua Kpusa Gpu Yemy je 6 OpoCUHA IEHOL APKA; GKO €4 « = A (0)
o0esescumo Hexy Bpoussosky Fyuryujy (, nponseomﬂy“ y CMHCIY
HudepeHnujarae reoMeTpuje) u cilasumo

na npema ToMe H

880~ [(erered do, )

onoOa je cgepna Kpusa v cfiepra caAUKa 1AABHE HOpMaae Kpuse

R=R(c) = —f(rccos[3+(rd><r)sin3)adc. (6)

(Baxu u o6paTHo, Tj, axo je kpuBa tr cepHa CJHKaA INIaBHE HOPMaJe
HeKke kpuBe R, Taja moCTOjH Takea QyHKUHja o=c () Aa ce kpHBa R
MOxe HamucatH y o6auky (5). Melyrum, 3a noxas crasa A 0BO Ham
HHjé noTpebHO.)

Ako mudepedusjan nxyxuue ayka kpuse R obenexumo ca ds,
umahemo, ¢ 063upom Ha (6),

ds= +|Rs(0)| do
= +V(r, cos B+ (ryX1) sinB)?ja | do
= +|a(o)|do,

na je
ta% = £ (~1,C05 B —~(rsX1)Sing).
360r t2=1 je rerg=ry e =0; Aaxne
=2 (rX14e); (7
rae je A Heku ckanap. Kako je, 36or (5),
B’ = (ttyTas),
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TO CKaJapHUM MHOXemweM jexanauune (7) ca r, no6uBamo A= —1/8
na je p'ry=1, X t. JMaxkae

ty= £ {-1t45cOSB —(r;,dXt)sinB+ (tysin B - (rgXtr)cosB)p’}
= F {1ty +(rsX1) B’} cOS B. } ®)
360r tov,=0 u r*=1 je r-ryy= —1, nakne
TeXT= M (UX 1) KT =2 (g5~ T+Tgq) T) = M (too +1),
wTo 3ajeaHo ca (8) u AB'= -1 maje
ts={ 1o+ (tye+7) B'} COS B} ©)
= —1COSB.

Axo ce n o6enexumo opr riaBHe HopMane kpuse R, oHxa je
no jge(uHULHUjH
n=ts/|ts|= :ttd/ltdl’

na je, ¢ 063upom Ha (9), n= +r, mTo je U Tpe6Gano HKOKA3ATH.

- dR
Kako je t opt Tanresre opTaT , TO 2 GHCMO J0Ka3aju Teo-
s

pemy A, Tpe6a noKa3aTH jouml OBO:

Aro cgiepna Kpusa t Oeau @HoBpwuHy soliiie He 0Ba jeOHaxa
Oesa, onda je cepna cauxa MaHienille kpuse R, Koja je dedunucana
obpacyuma (5) u (6), 3ailisopena Kpusa.

Kako no npernocrasuu cpepHa kpusa t=1(6) Aen¥ MOBPLIKHY
JONTE Ha XBa jeJHaKa JeJa, TO je

fd0=2ﬂ,
D

Ipu Tome cmo ca D obenexuan OHaj AEO JIONTE KOjU JIEXH C JECHE
crpase cdepne kpuse r. Oryna ciexu Ha ocsoBy Gauss-Bonnet-ose
TeopeMe za je

$ &, do=0. (10)

Kako je opT t yjeAHo M opT HOpMajae HAa JONTY HA KOjOj KpuBa
nexu, TO je

kg=(tta Too)-
IIpema ToMme, aKo ca o, 06enexumMo Ayxuny chepue kpuse tr, onaa (10)
Io6uBa 0Baj OGJMMK:

Gy .
f(t T4 Tge) 6 =0.
]

C o63upom Ha (5) To 3Hauw xa Gyukuuja § (c) 3afoBO/bABA YCIOB

B (0) =8 (50) ’




Coepne kpuse 107

[Ipema Tome B (o) je mepuonuuHa ysxuuja ca nepuoxom o,. Oryna
crenu fa je opT TadresTe kpuse R, Tj. opT
%? = F{r,co8 B +(r,X1)sin B}

nepHOAMYaH OpPT, Tj. cdepHa clIMKa TaHreHTe kpuse R je 3arTso-
peHa KpHBa.

6. loxas Teopeme B. Cpaka 3aTBOpeHa KpHBa nocMaTpaHe mo-
BDLIHHE MOXE C€ HANHCATH ¥ O6GJHKY

u=u(t;n), v=v(4n)

[lpn Tome je n mapamerap nopoxune xpuBHX. [lapamerap ¢ ce MoOxe
TaKko u3abpaTH Aa 3a cBaKo 1 Gyxe

u(O;n)=u(l;n) u v(0;n)=v(l;n)

IIpu Tome s o6enexaBa AyxmHy Jayka youene kpuBe. Ha Taj Haamn
Bonnet-oB o6pasan (2) xo6usa 00aHK:

. .. . ds
ds={(EM-FL)YW@+(EN-LQ) uv+(FN-MQO)V} ——===
T ds={( )i+ ( )it v+ ) e
. .. . dt
={Au2+2Buv+Cv"’}Sf
=F(a,v, u,v,s)dt.
Hakiae

1
T=fF (g, v,u,v,5)dt.
v

Mo npernocTaBuM CBaKH OX OBHX HHTerpana Owhe jennak HyaH, Tj
CBaKa 3aTBOpEHa kpuBa naBahe uHTerpasy 7 ,eKCTpeMHy BpegHOCT“
jennaky nHyau. Crora he Euler-ose jegnauune

d d d
2Fr. _F,~0,%F, - F,-0,2F; - F,=0
dt “ dat ' 7 at° °

OBOr' ,BapuanuoHOr npo6aema“ (ca rpanuunum ycaosuma z (0)=u (1)

H v(0)=v(l)) 6uTn HHEEHTHYKH 3aXOBOJbEHE 33 CBE ,J03BOJbEHE®

¢yskuuje u uw v (Tj. 3aTBOpeHE KDHBE KOje Je€xe Ha NOBPIUMHH).
[Tpse mpe Euler-oBe jennauumne usraexajy oBako:

Auvs+(B,-Clu*s+Aus+Bvs—Aus-Bvs=0

(B.~ A)u2s+Cuiv+Bis+Cvs—Bus-Crs=0.
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Kaxo ¢ynknuje © m v moxeMo GupaTd NO BOJbH, TO TrOpHE
jeaHaduHe MOry OHMTH 3aJ0BOJbEHE CaMO OHIA aKO Cy CBH HHXOBH
KOe(UIMjeHTH HAEHTHYKH jeaHakd Hyau. [ToHaoco6 mopa Guru

. A=B=C=0,
Tj.
EM-FL=EN-LG=FN-M(U=0,

Ortyzna cnexu Ja je AUCKPUMHHAHTA jeXHAYUHE

(EG—F2)7;-;— (EN-2FM+L G)%JF(L N-M)=0 (11

HIACHTHUKH jenHaka Hyau. Haume
(EN-2FM+LGR-4(EG-FP)(LN-M)
=(EN-LGPF-4(EM-FL)Y(FN-MQ)=0.

Jegnauuna (11) je jemwaunda riaBHMX NOJYNPEYHHKA KpHBHHE-
[Tpema TomMe Cy Ha menoj noBpmuHM 06a riaBHA MONYNPEYHHKA KDH-
BAHe H3Mehly cefe jemHaka, Tj. mocMaTpaHa NOBPLIMHA C€ CACTOjH
MCK/bYUMBO H3 KPYXKHMX Tauyaka. Kako cy Kao IITO je mO3HAaTO, JIONTA
¥ paBaH jeiuHe IOBPIIMHE KOjé uMAjy OBy OCOOHMHY, TO je Hamia mo-
BPUIHHA WJH J€O0 JIONTE WAH A0 PABHH.

UBER GESCHLOSSENE KURVEN AUF DER KUGEL

Von Vojislav G. Avakumovi¢ (Beograd)

Bemerkungen iiber die W. Fenchelsche Fassung des Jacobischen
Satzes iiber das Hauptnormalenbild einer geschlossenen und doppel-
punktlosen Kurve. Der Fenchelsche Satz F,: Das Tangentenbild einer
geschlossenen sphdrischen Kurve begrenzt zwei fldchengleiche Teile
der Einheitskugel, wird folgendermassen ergénzt (Satzt A): Die not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir dass die sphdrische Kurve
t das Tangentenbild einer geschlossenen und doppelpunktlosen sphd-
rischen Kurve sei — ist, dass v zwei flichengleiche Teile ‘der Einheits-
kugel begrenzt.

Anschliessend an den Fenchelschen Satz F,: Das Integral der
Windung einer geschlossenen Kriimmungslinie iiber die Bogenldinge
ist gleich Null, wird bewiesen (Satz B): Die notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafiir dass eine Fldche ein Stiick einer Kugel bzw.
Ebene sei — ist, dass das Integral der Windung lings jeder geschlos-
senen Flichenkurve gleich Null ist. (Satz von Scherrer).




