
О НЕКИМ ПРОБЛЕМИМА СМЈЕШТАВАЊА 

ДАНИЛО БЛАНУША (Загреб) 

Нека је нека плоха у тродимензионалном еуклидском про

.СТОРУ задана једнаџбама 

x""f1 (u,v), y=f2 (u,v), z=fa(u,v), (1) 

гдје су Х,у, z Картезијеве правокутне координате у простору, 

,а и и v параметри (Gauss-ове координате) на плохи. Квадрат ли
нијског елемента у простору дан је изразом 

ds2 = dx2 + dy2+ dz S • 

,Уврстимо ли за диференцијале изразе 

dх=.дf1 du+ дf1 dv 
ди дџ' 

дf2 дf2 d 
dy= ди du+дv V, 

dz= дfз du+~f8 dv, 
ди дv 

(2) 

(2 а) 

,добивамо за квадрат линијског елемента на плохи диференцијалну 

форму 

ds2 = gl1 du2 +2g12 du dV+g22 dv2, 

тдје величине g11' g12' g22 значе 

(af)2 (д!. )2 (дf.)2 
g Ј1 = д ~ + д; + д; , 

(З) 

(За) 
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Овом је диференцијалном формом одређена геометрија на 

llЛОХИ, па кажемо, да је тиме дана метрика плохе, индуцирана 

метриком (2) смјештајног (амбијентног) простора. 
Но може се на неком ограниченом дијеЈlУ плохе умјетно 

дефинирати и било која друга метрика тиме, да се по вољи ода-

беру неке функције g111 "ј12' ј22 варијабла и, v и сматра, да је 
квадрат линијског елемента 

ds2 
= i.1 du~+2 "ј12 du dv + ~2 d у2 • 

Тиме онда на тој плохи вриједи и друкчија геометрија, која 

одговара одабраном изразу за линијски елемент, односно према 

томе одабраНОј дефиницији за дуљину f ds лука било које кри

вуље. Но диференцијална форма за ds2 одређује само карактер 

геометрије у малом, док својства геометрије у великом, на пр .. 
на некој затвореној плохи, могу бити различита. Тако се на пр. 

у не превеликим дијеловима плохе тзв. елиптичка геометрија 

(једна од нееуклидских геометрија) не разликује од сферне гао

метрије, која вриједи на кугли на темељу метрике индуциране од, 

еуклидског смјешrајног простора, у којем се кугла налази. На

зовемо ли у аналогији с еуклидском геометријом "правцима" гео-· 

детске линије на некој плохи, тј. кривуље, које у смислу рачуна 

варијација задовољавају захтјев & f ds = О, бит ће на кугли главне 

кружнице "правци". Два различита правца сијеку се онда увијек 
у двије точке. У елиптичкој геометрији, напротив, два се правца. 

сијеку само у једној точки. 

Из функција g11' g12' g22 може се саградити израз, који се' 
зове Oauss-ова закривљеност К: 

Тај је израз инваријантан с обзиром на било какве трансформа

ције координата на плохи. У тзв. нееуклидским геометријама, тј· 

у е.'Iиптичкој геометрији, у хиперболној геометрији (геометрији 

Лобачевскога) и у њихову граничном случају, у еуклидској ("па-
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раболној") геометрији, К је константан на цијелој ПЛОХИ, и то 

К -о у еуклидској, К> О У елиптичкој и К < о у хиперболној 
геометрији. у сферној г~ометрији ( геометрији на кугли) вриједи 

Ј( = _1_, где је R полумјер кугле. Испоредимо ли сферну гео-
R2 

метрију с елиптичком, којој је својствен исти К, видимо још 

једну разлику тих геометрија у великом. "Правац" је у обје 
геометрије затворена линија. Но његова је дуљина у сферној 

. 2R 2тс. . . 
геомеТрИЈИ '" ~ "К ' док Је у е.'IИПТИЧI(ОЈ геомеТрИЈИ само по-

. '" ловица тога износа, ТЈ· V К-' 

Гледамо ЛИ затворену плоху као цјелину, не можемо на љој 
дефинирати какву год геОметрију. Тако је немогуће, да на чи
тавој кугли дефинирамо ds2 такав да буде К константан и нега

тиван. А не можемо на љој дефинирати нити елиптичку геоме· 

трију, премда се ова од сферне уопhе не разликује, ако се 

ограничимо на не превелик дио куглине плохе (точније: на 

такав дио, који не садржава ниједан пар дијаметралних точака). 

За могуЬност, да се на некој плохи дефинира метрика с 

константним /( данога предзнака, одлучна је тополошка повезаност 
те плохе. Тако примјерице кугла има друкчију тополошку пове

заност него торус, што се очитује на пр. у томе да на торусу 

постоје затворене кривуље, које се не дају континуирано стегнути 

на једну точку, док на кугли не постоје. Двије плохе имају исту 

тополошку повезаност, ако се могу непрекинутим деформацијама 

превести једна у другу. Тако, рецимо, елипсоид има исту топо

лошку повезаност као кугла, и на љему се може дефинирати 
метрика с константним К > О. 

Метрика К = о, која одговара еуклидској геометрији могуЬа 

је на 5 типова плоха, код чега узимамо у обзир и отворене 

плохе, не само затворене. Те су плохе: равниi:lа, МБЫus-ова врпца, 

ваљак, торус и Кlеiп-ова цијев. Најлакше их је карактеризирати 

схематски тако, да пођемо од правокутника (или квадрата) и 

назначимо, како треба љегове рубове спојити. Ако рубове никако 

не спајамо, правокутник је тополошки еквивалентан неизмјерној 
равни ни. Спојимо ли један пар супротних рубова изравно, тј. 

тако, да се састану врхови, који су на крајевима исте странице, 

добивамо ваљак (за који је тополошки свеједно, да ли је коначне 
ИЛИ неизмјерне дуљине). Спојимо ли један пар супротних рубова 
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унакрст, тако да се састану врхови, који су на крајевима исте

дијагонаJIе, ИЗJIази МБЫus-ова врпца. Све су ово отворене ПJIохе. 

Спојимо JIИ оба пара супротних страница изравно, добивамо торус. 

Један пар супротних страница спојен изравно, а други унакрст 

даје Кlеiп-ову цијев. На овим се ПJIохама може дефинирати еу

КJIидска метрика. 

D (Ј Ravnina 
К=О 

1«0 

",,- --.. 

[]Ј []1 Valjak 1<'=0 i 
I 
i 

Ш ~ M6blusova 
1<=0 

угрса 

----

оо (э 
, 

Torus k=O 

оо ~ КЈејnоуа ~ 1<=0 
./. 

сЏеу 

оо е) Projel<tlvna 
/(>0 

ravnlna 
..... -

Сл. 1 

ЕJIиптичка метрика (која вриједи у еJIиптичкој и у сферној 
геометрији) може се дефинирати на КУГJIИ и на затвореној ПJIОХИ, 

ко1а се обично зове "пројективна равнина", а добијемо је ако у 
правокутнику оба супротна руба спојимо унакрст. (ПреГJIед тих 
плоха види на сл. 1). До исте ПJIохе се долази, ако се на КУГJIИ 
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идентифицирају дијаметралне точке. То се лако увиђа, ако од'. 

кугле одбацимо половицу. На преосталој полукугли су онда 

точке одбачене половице веЬ заступане као њихове дијаметралне 

точке. Треба само још идентифицирати дијаметралне точке на 

рубу полукугле. Замислимо ли полукуглу као еластичну мембрану.: 
и захватимо 4 точке њезина кружнога руба, па их раширимо, 

тако, да се руб растегне у квадрат, а ПОЛУКУГЛ8 развуче у по-· 
вршину тога квадрата, види се одмах, да идентифицирање су

протних точака на рубу значи спајање унакрст парова супротних. 
страница квадрата. 

МогуЬност дефинирања хиперболне метрике посгоји на не-Оо 

измјерно. много тополошких типова плоха. Један је обична рав
нина, која се у том случају зове "хиперболна равнина", другу" 
врсту облика добивамо, ако кроз куглу провртамо два или више 

канала (један канал би дао тополошки тип торуса). А има још и' 

других могупности [в. 1), стр. 331-348, напосе стр. 343. Тамо 
споменути "једнострани торус" је индентичан С Юеiп-овом цијеви] .. 

Треба овдје још истаhи једно занимљиво тополошко својство 

плоха. Замислимо на плохи малену затворену кривуљу и придајмо .. 
јој смисао обилажења. Ако је немогупе ту кривуљу помакнути. 

на плохи тако, да се врати у првотни положај па да јој се смисао 

обилажења обрнуо, велимо, да је плоха оријентабилна; ако је' 

то напротив могупе, плоха није оријентабилна. Од споменутих. 
плоха нису оријентабилне МБЫus-ова врпца, Юеiп-ова ЦИЈев и. 

пројективна равни на. Оријентаби.лне плохе се још зову и дво-, 
стране, а неоријентабилне се зову једностране плохе. Ово зато,. 

јер би на неоријентабилној плохи (на пр., на МБЫus-овој ВРПЦИ}t 
животињица плазеhи по плохи могла доспјети на противну страну 

плохе (не прекорачивши руб плохе, ако плоха има руб). Плоха' 

има даКЈIе у неку руку "само једну страну", она је једнострана .. 
Но овај је назив прикладан само онда, ако је плоха смјештена у:, 

тродимещlионалном простору, а нема више смисла, кад плоху' 
замислимо смјештену у простору од више него три димензије. 

Да се то схвати, узмимо аналогни појам за творевине, које имају' 

за једну димензију мање. Кривуља на плохи (тј. смјештена у 

дводимензионалном простору) има двије стране или "обаЛе", ако·, 

замислимо, да кривуља назначује ток неке ријеке. Но кривуља 

у простору више нема никаквих "обала". Исто тако и плоха у. 

простору од 4 или више димензија нема више ".страна". Појам" 
оријентабилности је, напротив, независан о смјештању плохе, јер', 

се тиче само унутарњих својстава саме плохе. 
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Поставља се даље питање, да ли се споменуте плохе могу 

.смјестити у ТРОДlfмензионалном простору као плохе без сингу

ларитета и самопродирања. Ограничимо се при том на затворене 

.ллохе. Јасно је, да је могуће смјестити куглу и торус, Но није 

могуће овако смјестити пРс:.>јективну равнину и Кlеiп-ову цијев· 

.(У сл. 1 се види, да те плохе саме себе продиру). Но повеhамо 

ли број димензија смјештајног простора, те се могуhности побољ

.шавају. Тако се све наведене плохе могу смјестити у четверо

.Димензионалном простору без сингуларитета и самопродирања . 

.показат ћемо за неке случајеве, како се то може. 

Пројективна равнина може се предочити у облику 

2 ·., 1. 2'2 1 . 2 
Х 1 = COS и sш- У, Х2 = ""7 sш и sш У, Ха = -2 cos и sш У, 

1. . 2 
Х, = '2 sш и sш У. 

;Може се показати [Ь.2), стр. 300], да та плоха има тополошку 

,повезаност пројективне равнине и да нема сингу ларитета ни са

,мопродирања. Елиминација параметара даје једнаџбе 

Х2 (х2з - х24) = Хl Ха Х4 , х22 х2з + х22 х24 +х2в х24 = Х2 Ха Х4 • 

Ллоха је дакле алгебарска. Но метрика, коју у њу индуцира 

,·смјештајни еуклидски простор, није метрика елиптичке геоме

трије, јер рачун [према (2), (2а), (3) и (3а), гдје само треба дuдати 
"чланове за 14] показује, да Gauss-ова закривљеност К плохе није 

константна. Плоха је дакле тополошки дводимензионалlUf ели"

тички простор (тј. простор, у којем вриједи елиптичка геоме

·трија), али није "ИЗ0метрички" смјештен, јер се индуцирана ме-

трика не подудара с елиптичком метриком, коју на тој плохи 

:желимо дефинирати. 

Промотримо даље торус, на којем се може дефинирати' 
еуклидска метрика. Јасно је, да се торус може смјестити већ у 

-гродимензионални простор без сингуларитета и самопродирања, 

.али се у њему не може смјестити изометрички, дакле таIШ, да 

.индуцирана метрика буде еуклидска. Но то се може у четворо

-димензионалном простору. Ево како: 

Х1 = cos и, Х2 = sin и, Ха = COS v, Х4 = siп У • (5) 

. Лако се до каже [в.2), стр. 301- 302], да се точке ПЛQхе могу 

узајамно једнозначно и непрекинуто придружити ТОЧЮl.ма ква

.Драта с врховима А (О, О), В (2,-с, О), С (2,-с. 2,-с), D (0,2 ,-с), ако и, V 

.интерпретирамо као правокутне координате његових точака у 
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равнини. Треба при томе само идентифицирати изравно парове 
супротних страница. Да је метрика еуклидска, види се лако, јер 

рачун даје 

ds2 
= dX2

1 + dX2
2 + dx2

a+dx2
.J. = du2 + dv2

• 

Како се Кlеiп-ова цијев може смјестити без сингуларитета и 

самопродирања у четверодимензионални простор, нећемо овдје 

расправити [В. о томе 2), стр. 285Ј. НО навест ћемо занимљив 
примјер изометричкога смјештавања те плохе8). Једнаџбе 

Х1 = сов и сов v, Х2 = sin и сов v, 

2 и. 2 . и . 
Хз = соs 2 s1П V, Xi = s1П 2" s1П V 

(6) 

дају плоху, која је тополошки Юеiп-ова цијев. Овдје су странице 

АВ и CD квадрата спојене изравно, а странице ВС и DA унакрст. 
3а индуцирану метрику добивамо израз 

ds2 = du2 + (1 + 3 сов2 v) dv2
, 

И ако уведемо нови параметар 

t = Ј v 1 + 3 cos2 
V d v, 

излази еуклидска диференцијална форма 

ds2 = du2 + dt2
• 

И ова је плоха алгебаРСК8. Но она сама себе продире уздуж 

кружнице 

х21 +х22=1, XS=xi=O. 

Није тешко од овога резултата прцјеhи на изометричко 

смјештење без самопродирања, ако се повиси број димензија 

смјештајног простора за један. Треба само додати на пр. једнаџбу 

(7) 

Лако се увиђа, да се тополошка повезаност не мијења, а израз 
за ds2 постаје 

Сада трансформација 
t=2 v 

показује, да се ради о еуклидској метрици. Овдје дакле не треба 

ни трансформација помоћу елиптичкога интеграла. Самопроди

рање, које се код го!'њег примјера очитује тиме, да вриједно

стима и = и1 , v = О и и! = ± 1С, v = 1с одговарају исте точке плохе, 

наиме Х1 = сов и1 , Х2 "" sin Ин Ха = Xi "" О, сада је нестало, јер је у 

једном случају Х5 = 1, а у другом Х5 = - 1. 
7 
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Тиме је дакле еуклидска Кlеiп-ова цијев смјештена изоме

трички и без сингуларитета и самопродирања у петеродимен

зионални еуклидски простор. Ова могућност у распраl;!И цитираној 

подВ) није споменута. 

Прелазимо сада на питање, не би ли се дводимензионални 

елиптички простор (пројективна равнина) могао изометрички смје

стити у еуклидски простор. То успијева, ако га смјестимо у пе

теродимензионални простор4). Једнаџбе су ове: 

R··· 2 R' 2 2 R' 2 Хt=ТSШОUSШ ", Х2'""'"2SШ UCOS Р, Хs""тS1П UCOSV, 

R . VЗ (1 ) Х4о =2"sш2uсоsv, xS=TR ;r+cos2u . (8) 

При том је R= 'Y~' тј. то је полумјер кугле, на којој 
дила иста метрика. Елиминација параметара даје 

би врије. 

2 2 2+2 2 R2 I 2 1( R)2 
Х 1 + Х 2+Х 8 х 4 + Х 5 = 3' х 1 + Х 2"" 3" XS - ,/з ' 

ХI (х24 - х2а) "" ~ Х2 Ха Х4о ' (9) 

Из прве једнаџбе се види, да се плоха налази на хиперсфери 

с полумјером ~. Смјештена је дакле уједно у четверодимензио-
налии сферни простор. Плоха је таква, да су све њезине точке 
равноправне, тј. она са сваке своје точке гледана има исти облик. 

Она се може у себи помицати, слично као кугла, а ти се помаци 

добивају извјесним ротацијама хиперсфере, на којој плоха лежи. 

Као даљи занимљив примјер изометричког смјештавања на

ведимо резултат, да се хиперболна равнина може изометрички и 

без сингуларитета и самопродирања смјестити у Нilbегt-ов про

стор, дакле у еуклидски простор од неизмјерно много димензија!». 

Дотичне формуле гласе: 

X2n-l+iХ2n=V\i(U+iV)n (п;>: 1). (10) 

Растављање у реални и имагинарни дио даје параметарски облик 
једнаџби. Плоха се може помицати у себи без деформације. 

Е. Schmidt је доказао, да у еуклидском простору коначног броја 
димензија нема плохебез сингуларитета и с константном нега

тивном Gauss-овОМ закривљеношhу, која допуштаједночлану групу 

еуклидских помака у себи. Да ли има таквих плоха, за које не 

вриједи тај увјет, изгледа, да још није познато. 
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Досад је било говора само о смјештавању плоха, тј. дво

димензионалних простора, на којима треба да вриједи еуклидска 

или једна од нееуклидских метрика. Но може се то питање по

ставити и за просторе од више димензија. И овдје завис~ од то

полошке повезаности дотичнога простора, да ли се може на њему 

дефинирати једна од речених геометрија. Ево неколико података6). 

3а сваки број димензија п има коначан број отворених и 

коначан број затворених еуклидских просторних облика. 

Постоје тродимензионални затворени просторни облици, а 

за п> 1 неизмјерно много отворених. 
3а так (пара н) број димензија постоје само два елиптичка 

облика, сферни и елиптички простор. (Елиптички простор се нај

једноставније дефинира тако, да се у сферном простору [више

димензионалном аналогону кугле] идентифицирају дијаметралне 
точке). 3а лих (непаран) број димензија има осим речених још 

неизмјерно много .тополошки различитих облика с могуhношhу 

елиптичке метрике. 

И овдје се може поставити питање изометричког смјешта

вања без сингуларитета у виши еуклидски простор. Навест Ьемо 
резултате за елиптичке просторе"). 

Елиптички простор од п димензија може се смјестити изо

метрички и без сингуларитета и самопродирања у еуклидски простор 

n(n+3ј . 
од димеНЗИЈа и то тако, да се налази на хиперсфери, да 

2 
. . . ф n(n+3) 1 
Је дакле УЈедно СМЈештен у с ерни простор од 3 - димен-

зија. Дајемо формуле само за специјални случај n=3 [за опhи 
случај в. 4)]: 

R . 2 • 2 • 2 
Х1-- slП USIП V slП W. 

2 

R . 2 • 2 . 
Х8=~SIЛ и slЛ V Sln W, 

2 

Х2 "'" !i sin2 и sin2 .v cos 2 w, 
2 

х = R sin2 и sin 2 V cos W, 
4 2 

Хв "" ~ sin 2 и sin v sin w, 

R 
Ха = - sin 2 и cos џ, 

2 

7* 

(11) 
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и овдје вриједи, да су све точке равноправне, и да се помаци 

простора у себи добивају ротацијама хиперсфере, у којој је 

простор смјештен. Полумјер те хиперсфере је овдје vi R, а у' 

опЬем случају п -димензионалног елиптичког простора ~ 2 п: 2 R. 

На ове резултате могу се надовезати многа питања, напосе, 

. n(n +3) б . . " . 
да ли Је 2 минимални рОЈ димеНЗИја, за КОјИ Је такво СМје-

штавање могуЬе, и да ли дане формуле представљају у битности 

(тј. без обзира на гибања и зрцаљења) једину могуЬност. 
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UBER EINIGE EINBETTUNGSPROBLEME 

von D. Вlапи§а, (Zagreb) 

Nach einer allgemeinen Einleitung werden einige bekannte Re
sultate iiber isometrische Einbettung euklidischer und nichteuk1idischer 
Flachenformen јп euklidische Raume besprochen. lnsbesondere wird 
јп Zusammenhang mit dem Tompkinsschen Beispiel9) einer isome
trischen Einbettung des euklidischen К1einschen Schlauches јm R4, die 
ејпе Selbstdurchdringung hat, darauf hingewiesen, dass тап durch 
ејпе leichte Erweiterung (7) seiner Formeln (6) ејпе isometrische 
Einbettung оћпе Selbstdurchdringung јm R5 erhaJt. Schliesslich werden 
die Resultate. des Autors4) [(8), (9), (11)] betreffend die Einbet1ung 
elliptischer Raume јп euk1idische besprochen. 


