O HEKHMM ACHUMIITOTCKHUM HMHBEPCHJAMA
CESARO-BA TIOCTYIIKA 3BHMPJHbUBOCTHU

BOXHUIAP TTONOBWUT (Beorpan)

1. ¥ jennom cBom paxy [2] nokasao cam Xa M3 OTPAHHYEHOCTH
Jlannacoea uHTErpana

@

o'je*“’s(t) dt, 6-0,
0
H yCJI0Ba KOHBEpreHuuje o6/amka
sF)-s(x)>0(), (1)
HCOYHEHOr 3a CBAaKO X' M3 pasMaka yxer Hero mTto je (X, AX), He
MOXE Ja caefu orpaHuueHocT (Gyukuuje s(x), Beh camo meHa penu-
MHYHA Or'DaHHYEHOCT —
s(x)=0{e(x)},

rae je ¢ (x) dynknuja xoja ucnymasa ojpeheHe ycioBe M Be3aHa je
3a pasmak KkonBepreHimuje. AKO ropmy rpaHuLly TOT pasMaka KOH-
Bepresuuje HanmumemMo y OoO6JHKY

v{ra (0}
rae je vy (f) uneepcia ¢Qynkuuja usBecHe dynkuuje A (f) — oHzaa
he 6uru (
A (%)
¢ (x)=x A(x) .

Oamax satum je npod. Kapamara (1] noxasao, sa cneuujanuu

. ) : .
cayuaj ¢ (x)=x, na ce 3a Cesaro-se mocrynxe 36HpJ/bUBOCTH Xo6Hja
noBoJ/bHHjM pe3yartaT. OH je HauMe MOKas3ao xa u3

%fs(t)dt=0(l), X 00, )

u ycaosa xouseprenuuje (1) ucnymeHor sa ¥ y pasmaky (X, x +ex!—?),
6 >0, crenu
5 (x)=0 (x%/?).
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-Hcro je Tako mokasao jxa, y3 MCTH YCJOB KOHBEprenuuje, u3 orpa-
.#myenocrun Cesiaro-sa 36upa Bumer peja, Tj. U3 :

seSe@= [(-Dras
0

~CleNu
k
s(x)=0‘fxme) Kajg x-oo,

IIumb My je xa oBje nokaxem na ce OBM pe3yaratu npod. Ka-
pamMate MOry MpOIUNHPWTH yBONEmEM OMIUTHjer pa3sMaKka KOHBEpPreH-
uuje, Xao y nomeHyToM Mom pany 3a Laplace-os unrerpaxn [2]. [Ipurom
caM pa3MaK KOHBEPreHIHje y3eo y OOJMKY KOju je HesaBHCaH OX no-
cpenuumTea QyHkuuja v (£) u A(f), y CKnagy ca Texmom Ja ce
OBO YYHHH H y OCTaJIHM HHBEDCHHM CTaBOBHMAa OBE€ BDPCTe, KOjy cam
MHCA0 MCTAaKao y jexuom pedepaty o oroM npo6aemy [3]. Osaxas
pasMaK KOHBEPreHUHjeé NoKasyje HemocpefHO AYXKHHY pasMaxa KoH-
BEpPreHnHje M YraasHOM — 6ap acCUMOTOTCKH — HMa HCTY BPERHOCT
Kao u pasmak ca v {AA(f)}, a y no6uBeH:nM Pe3YJATATHMA C€ CKCILIH-
IUTHO BUXM MMOBE3AHOCT THX Pe3yaTaTa ca AYXHHOM pPa3Maka KOH-
Bepresuyje.

Ha xpajy paxa nahy nexe npumexnbe o oBom npobiaemy.

2. 3a Cesaro-By 306uMp/bHBOCT NPBOT PeJia, Tj. 338 ADHTMETHUKY
cpenuny, umams GHCMO:

CrtaB 1. Hexa je s(f) diynkyuja orpanusene Bapujayuje y
CBAKOM KOHAYHOM DA3MAKY U HeKa je

s(x-s(x) > -w(), ¢>0, (3)
AL xte X
¢ (x)
dpu vemy moHomone iyHryuje ¢ (x) 3ad0BobABA YCAOBE:
e () >1, <p(x+ﬁi‘(§)<1v<p(x>, 1 oo, @
Tada us
1 f s (f) dt=0(1), x>0, 2%)
* 0
caedu .
s(x)=0{Vo(x)}. )

Pagu noxasa hemo yseTd HHM3 Ta4aKa X, X;, Xs,...Xn, JAedu-
HHCaH PEKYPEHTHO, H TO

Xy4y=Xy+€- Xy s V=o,1,2,..., Xg=X. (6)
‘P(xv) '
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Tana
X 00 (1 o0), (7).

jep je xy.q>x, ¥ Kaxa 6u 6ua0 x,,-aE, npema (6) 6u Guio.

§=E+e £ >&.
¢ ()
Kana pexypeurny se3y (6) nanumemo y 06GJuKy
(xv+1 - xv)q)_@ =&,
cafupameM J0oOHBAMO ’
ne={(x, - x)w—) + (x5~ x,)c—P—(ﬁ)—+ o e+ (X = Xymy) — LACIE
X 1 Xn-1

-plx )[(x1~x)+(x2—t,) a (P(xl)’l' +(xp = Xp—yg) — x_ @ (¥n- ’)]

( ) xll—1 ’Cn—l
OTY A3, aKo je

poy X e 8
SR ®
Ouhie npema (4)
ne<N“’~"‘—’[(x,—x)+(x2—x1)i+- P P . ]<
x Xy Xn-zx )
<Nz - x|
HaxJjge
sgN%’i)(xn—x). ©)

OsBaj hemo ONHOC KacHUje MCKODHCTHTH, 4 cafa Aa NPHCTYMHMO
ycaoBy (2). i3 mera caexu

x x, x

fs(t)dt=f s(t)dt—fs(t)dt M +x),

rae je M Heku cranan 6poj, Te je

*n

M (x+x,) > f [s (6) = s ()]t + 5 (%) (% = £) =

n—=1 xpyq

-> f[s(t)—s(x)]dt+s(x)(xn—x)-

v=0 x, .
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OBne hemo y cBakom uuTerpany v+1 nyTa npuMEHHTH YC/IOB KOH-
Beprennuje (3), wro he xatu

n—1 Xy
(= %) § ()~ M (xn+ %) < w (€) 2(v+1)fdt.
v=0 xy

3a v+1 ce moxe MCKOPUCTHTH oAHoc (9), yseBwiu NpuTom y 063up
Ja je x4 < X,, na he ce nobutn

(x,,—x)s(x)gM(xn+x)+3v—§5—)N?l’(c—x—) (xn - %) Z(xv“ -x,),
Tj.

2 Xn—X
S MM 2 s N2 (. T,

C o63upom Ha (7) u (8) moxemo y3eru
X . Xp—X 1 ,
=X+ =, T}. = =,
Vo (x) X Vo(x)
yuMe YCNOCTaB/baMO Haj60/by PaBHOTEXY Yy Op3unu pamhema nsajy

M3pa3a C JIeCHe CTpaHe mociefme Hejennauywne. Tume he Ta Hejenua-
4YHHA JaTH NpBu Aeo TBphemwa crasa 1, Haume

Xn

(10)

5 (x) <M+[2 M+NW§8)]V$(§)‘_ 1)

Ja 6ucMo poGuam Apyry cTpany Hejexnadnmne, nohkm hemo Ha
HCTH HayuH Of ycnaoBa (2), OAHOCHO OJ

fs () dt > - M (x+x,)

x

HIH

f[s () -5 (£)] A2 5 (%) (xn — X) + M (X, +%).

Osze hemo, MCTO Kao ¥ rope, BHIIE NyTa APUMEHUTH ycinoB (3), a
3aTuM Ha n-—v+1 npumenutd (9), na hemo caugHuUM nyTeM A06HTH

2 Xp— X
s(xn)_>—M-’—cn—f§——M—N-wis)cp(x),- 2
uay, ¢ o63upom Ha spepsoct (10),
~s e <M+ 2+ NI VB3, (12)

WTO HAM — Y3eBIIM y 063HpP M MOHOTOHMjY (QYHKUHje ¢ — 33j€AHO
ca (11) norBphyje cras 1.
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3. Oxrosapajyhn crTaB 3a 36upbuBOCT (C, k) raacu
CraB 2. Hexa je s(t) diyuxyuja oipanuyene sapujayuje y cBaKos
KOHUYHOM DA3MAKY U Hexa uchymasa ycaos (3) ca

0()>1, ¢(itx [0 F)<Ne () oo (13
Taoa u3
k! k x t k—1
5 Sk (x)=?f(1-?) s(f) dt=0(1), x>0, (14)
0
{20e je k yeo 6poj) caedu
et 15
5 ()= 0 {[o ()] 7). (12)
Paxn nokasa osor craBa nocayxuhemo ce oGpaciem
h h h
Ek(x)= ff oL 'fs(x+f1+t2+ « o t)dt dly - - - dty=
00 0
&
=2(_1)"—”(kfv)sk (ctvh), (16)
v=0

KO0ju ce 3a ueno k nako nokasyje mupykuujom ([1], ctp. 23).
Kapa je x medunncano nomohy (6), 3akmby4no ca

Xp=X+x-[p (x)JVe+H, (17)
# Kala y3MeMo
h= ""k" X, (18)
ouhe (ycaex ¢ >1)
h=0 (x).

¥Y3memo au 3atem y 063up Aa je mpema (14)
Sk (x)=0 (x¥),

Sk (x+v h)=0(x*),
fia npeMa TOME M

- M xk < S () <M x*, (19)
TAe je M nexu xonayan 6poj.
Kako je t,<Ch t,<<h.. &uh T X+t+e +BSIX+HRA=Xp
To hemo oX X #G® X, MohM ynorpe6uTH ycaoB koHeprenmuje (3)
Mawe o4 n nyTa, 36or yera hemo NOGHTH
{s(x+t_1+ co o tt)-s(X)>=-nw(s), (20)
lsxa)~s(x+t+ - - - +t)>=—-nw(e).
Hurerpumyhu % nyra y rpanunama (0, k), npsa he HejeaHaquua,
npema o3nanu (16), aaru
Sy (x) =—nw () k*+s (x)h*

H6uhie n
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wto 3ajenno ca (9) u (19) maje
s <PONeE 4 (-’i>kM.
€ X h

CraBumMo s 3a x, u h BpeasocTd (17) u (18), osa he HejegHauuua
nocrata

S <NED (9017 + ML ()]

HIN
k

s<x)<[/vf-(“‘—) +Mkk][<p<x)1“‘?=‘ @1)

HMuterpumytn satum apyry nejensauusy (20) & nyra y rpauu-
uama (0, h), Ha cruuan HauuH hemMo CTBOPUTH HEjeJHAUYUHY

w (€) p(x) k
. s(x")>~N7T.(x"_x)_M(7z_) ”
Tj.

-s(x,,)g[zvﬂg’l +Mk"][cp(x)]m, (22)

wro 3ajefHo ca (21) u ¢ 0o63upom Ha MOHOTOHHMjYy (ysKnuje ¢ no-
notephyje cras 2,

4. OBa nBa cTaBa, 3ajefH0 ca momeHyTum [2] crasoM o Jlanaa-
COBOM HuHTErpany, notephyjy y onmrujeM O6GJHKy 3aKbyuxe npo@.
Kapamare ([1], ctp. 18) na pesyaraTu OBaKkee BpCTe MOry ja IoO-
CIyXe Ka0 MEpHJO jauWHE KOHBApPreHnuje oArosapajyhux moctynaka
36up/buBoCTH. [l03HATO je HAWME Na KA0 MPBO MEPWIO 3a ynopehu-
Bab€ PA3JIKYUTHX MOCTynaKka 36HPJLUBOCTH CAYXKH IHUXOB HOPMAJNHA
(umu ,xapakrepucTuunu, [3]) pasmak KoHBepresudje, Tj. pasMak y
KoMe MOpa GMTH 33/0BOJbeH yCJOB KOHBEpIeHnuje, Ma JAa Ce u3 orpa-
HAYEHOCTH (MM KOHBEPreHmuje) 36upa JHOGUBEHOT THUM IOCTYIKOM
3aK/bYy44 HA OrpaHUYEHOCT (MJAH KOHBEprenuujy) came Qysxnuje. Anm
0BO Mepuso je Bpao cnabo, jep MHOrH BPJAO DA3NHYHTH MOCTYNIH
MMajy MCTH HOpDManH# pasmak Koueeprenuuje. Hanp. sa Cesaro-se
nocTynke mpeor, APyror.... B Makor pexa, kao u 3a Abel-oB no-
CTynaK, NOCTOjH MCTH HOPMAaJHM Da3MaK Konseprenuuje (x, x-+ex).

Fopwn cTaBoBH HaM mpyxKajy Apyro, npenusuuje, mepuiao. Jlo-
BO/bHO j€ CaMO ymopeiauTH Jo6uBeHe pe3yiaTaTe, ONHOCHO CTENEHE
Koz ¢ (x), ma JAa ce TO BUAU, HAUME :

Cesar-os 36up npsor pena (C,)..... [ (x)]"

k
Cesar-os 36up k-tor pexa (Cy)..... fp(x)] Jies
Abel-oB 36up (Coo,A)..... [e(x)]*
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Yxoanko je oBaj crenen Behu yroauko je dynkuuja s(x) croGoxnuja
|y OCHHAOBalkY, TE YTOAHKO Taj NOCTYyNaK 36HP/bHBOCTH 0GyXBaTa:
WHPpH Kpyr ¢yHKuHja, naxiae jauw je. [Ipema Tome, ropwe 36HpIbH-
BOCTH IO jauuHH HAY penom (moueB ox Hajcnabuje) .....: C,, C,,
cereiChy ... AL

Jla 6u ropwme mepuao GHJIO peanHo, NOTpebHO je nokasard u
la cy KOOHBEHH PE3yATATH HAjOpEeLH3HHjH MOryhu, Tj. Aa uMa QyHK-
nuja Koje cy 36uppHBe OAroBapajyhuM IMOCTYNKOM, 3aL0BO/baBajy
CBe nOTpefHe yCJAOBE. 4 MOHAamajy CE€ MECTHMHYHO KAo TpaHHYHe
dyuxiuje u3 ropwux crasosa. [Ipod. Kapamara je xao Takas npumep
3a Cesaro-sy 36upspuBocT npsor pema ([1], ctp. 22), a y mom
pany ([2], crp. 41) mat je npumep 3a Ab el-oBy 36upsbuBOCT.

Onwrhje peweme npobiema — HAMME OHO MITO CE€ MOXKE 3a-
K/byuuTH O QYHKIHUjH 36MpJbHBOj onpeljeHHM NoCTynKoM, KaJ Ce 3Ha
Ja OHa 3aJ0BOJbABA YCJNOB KOHBEDPIeHIHj€ y Pa3MaKy YXKeM O HOp-
MaJHOT — CHyXHJI0 Ou 32 ynopelieme ADYrHX NOCTynaka 30HDJbH-
BOCTH, HAapOYHTO KaJ OHH HMMajy HCTH HOPMaJHHM pa3MaK KOHBep-
resuuje.

5. [Ipumen6a 1. O6auk (3) 32 pasmak KOHBEpreHLHje MO-
rOJiaH je 3aTO IUTO eKCIVIMIIATHO MOKA3yjeé KOJHKH je pa3Mak KOH-
BEpreHnHje M KOJNHKO j€ YXH OX HOPMaJHOr (X,x+€x). 3a jemny
ozpeheny kaacy ¢$yHKIHja Ce MOXe MOKA3aTH A2 j€ OH aCUMITOTCKH
jennak ca (x, v {AA(x)}, y xom 061HKY ce OGMUHO pa3MaKk y3uma y
onwTHjuM CraBosuma. 3a cBe dyHxmuje ¢ (x), xoje moxase y 063Hp
y BesH ca ¢ynknujama A (x), Tpe6a 0By acHMATOTCKY jeJHAKOCT TEK
JOKA43aTH, a BPJIO je BeDOBATHO XA OHA NOCTOjH CKOPO 6€3 HMKAaKBOT
orpaHHu€ma, jep Hu3 npumepa (B. [3]) nokasyje ma GUTHHX MPOTHB-
npuMepa HeMa.

Jpyra npepnoct o6auka (3) 3a pa3mak KOHBEpreHudje je y
TOME IUTO C€ HNOOHBEHH De3y.aTaTH H3PaXaBajy y HEmocpegHoj 3a-
BHCHOCTH O AYXKHHE Da3MaKa KOHBEpIeHIHje.

INpumen6a 2. MonoToHocT dyHKUHje ¢ (X) MOxe ce 3ame-
HHTH jeJHHM ONUITHjHM YCJOBOM, aJH OH TO XOKa3 yUHHHIO 3HATHO
KOMIIJIMKOBaHHM]HUM, @ CTBADHO HE OH NPYXKHIO HHKAKBY KOPHCT, jep
cy y oBaM npobiemuma 6uTHe Op3HHa pambema QYHKUH]e H MHPUHA
pasmaka KOHBeprenuuje (3a koje je JOBO/bHa MOHOTOHOCT (YyHK-
nuje ¢(x)), a HHCY OGuUTHA HeKa ClelujajaHa IOHAMIAMba.

[Ipumen6a 3. Hejegnauune (11) u (12), xao u (21) u (22),
nokasyjy na ce oBa xsa J — crasa MOly MPETBOPHTH y 0 — CTa-
BOBE, aJH MOJ NPETIOCTaBKOM

w{g)=o0(), €0,
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4uTo 64 jJakzae nano OArosapajyhe ,nakume“ o — crapose. Jla 6u ce
no6unu OHM 3HAuAjHM{H, ,Tewu“ (,tiefliegende*) o — crasosu no-
TPeOHO je HOKA3 H3MEHMTH TAKO A& ce 0 — 3aK/bYuaK HOGHje uum
je w(e)=o(1), e»0. Ho oBa u3smena noka3a 6u u3rnesa Guaa
:6UTHA, Tj. Ieo 64 JoKa3 A06u0 APyra OOGJHK.
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SUR CERTAINES THEOREMES INVERSES DE SOMMABILITE
DE CESARO

par BoZidar Popovi¢ (Beograd)

L’auteur poursuit le probléme (posé dans les fravaux [1] et [2])
sur la croissance assymptotique d’une fonction s(x), qui satisfait la
condition (2) ou (14), la condition (1) etant satisfaite dans un inter-
valle plus étroit que l'intervalle ,normale“ de convergence (qui cor-
respond & ce procédé de sommabillité). L'auteur prend cet intervalle

!
sous la forme (x.,x+s-_———cp?x) ); avec ¢(x)=x-{/\%cet intervalle est
presque égal a I’ intervalle habituel (x, v {X A (x}) (voir [3]). L’ inter-
® (x)
x
fonctions A (x) et v (x) — de quelle mesure il est plus court que
Yintervaile ,,normale~.

A Paide de la suite (6), sous la condition (8), 'auteur obtient
des relations (11) et (12), ce qui donne le

Théoréme 1. Si une foaction s (x), a variation bornée dans
chaque intervalle fini, satisfait la condition (3), tandis que la fonc-
tion monotene @(t) satisfait les conditions (4), alors de (2) il s'en-
suit (S). Puis en utilisant (16), olt & est déterminé par (18) et (17),
Pauteur glargit ce résultat aux sommabillités (C-k), c.ad. il obtient
le théoreme 2, d'apres lequel de (14) il & ensuit (13), Porsque k est
un nombre entier positif et ¢ (t) satisfait les conditions (13).

Avec les théorémes de cette espéce nous obtenons une mesure
pour la capacité de convergence de ceux procédés de sommabillité
qui ont un méme intervalle ,normale“ de convergence — par ex.
{x,2x) pour (C-1), (C~k), Abel.

walle (x,-x+,-s- ) montre mieux — et sans !intermédiaire des

T ——— T ————————



