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DIE ENTDECKUNGSGESCHICHTE UND DIE

AUSNAHMESTELLUNG EINER BESONDEREN ZAHL:

e = 2,71828182845904523536 . . .

Stefan Krauss

Abstract. Mathematics pupils �rst learn about the irrational numbers � and
e at the secondary school level. While the appearance of � in simple geometrical
formulas makes it easy for pupils to grasp its special importance, the signi�cance of
e is less clear. The nature of e can best be understood from a historical perspective,
In the sixteenth century, work on various mathematical problems led, along di�erent
paths, to the discovery of e. In this article, I will outline these paths, and propose that
describing them to pupils is the best way to help them understand the uniqueness of e.
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Einleitung

In der Schule werden die irrationalen Zahlen zumeist �uber die Betrachtung
von Quadratwurzeln (wie z.B.

p
2) eingef�uhrt. Erst sp�ater lernen die Sch�uler auch

transzendente irrationale Zahlen kennen. Zwei dieser transzendenten irrationalen
Zahlen haben das gesamte Wesen der Mathematik so nachhaltig ge�andert, da�
sie im Verlaufe der Geschichte zu ihrer Bezeichnung einen eigenen Buchstaben
bekamen:

� = 3;14159265 . . . und e = 2;71828182846 . . .

Eine M�oglichkeit, Sch�ulern die Bedeutung der irrationalen Zahlen
p
2 und �

\vor Augen zu f�uhren", ist deren geometrische Veranschaulichung:
p
2 l�a�t sich als

Diagonale im Einheitsquadrat darstellen und � wird zur Bestimmung des Umfangs
und der Fl�ache eines Kreises ben�otigt: Ist r der Radius, U der Umfang und F die
Fl�ache eines Kreises, so gelten die beiden Formeln

U = 2r� und F = r2�:

Das Auftauchen von � und
p
2 bei der Beschreibung einfacher geometrischer

Objekte (Kreis, Quadrat) macht es Sch�ulern leicht, die Ausnahmestellung dieser
beiden irrationalen Zahlen zu verstehen.

F�ur die Zahl e gibt es keine so sch�onen geometrischen Veranschaulichungen wie
f�ur � oder f�ur

p
2. Was ist dann aber so \besonders" an e = 2;71828182846 . . .?

Ich m�ochte in diesem Artikel zeigen, da� die herausragende Stellung der Zahl e am
besten mit einem historischen R�uckblick verdeutlicht werden kann. Bereits 1933
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schreibt Felix Klein in seinem Buch \Elementarmathematik vom h�oheren Stand-
punkte aus" auf Seite 157: \ . . . e ist bekanntlich die Basis des nat�urlichen Log-
arithmensystems. Die De�nition von e [als limes] wird meistens, im wesentlichen
nach franz�osischem Muster, in den gro�en Lehrb�uchern der Analysis unvermittelt
an die Spitze gestellt, wobei dann freilich gerade das eigentlich wertvolle und erst
das Verst�andnis vermittelnde Element fehlt: eine Erkl�arung, warum man gerade

diesen Grenzwert als Basis verwendet und die entstehenden Logarithmen nat�urliche

nennt. Ebenso tritt die Reihenentwicklung vielfach ganz unvermittelt auf. [ . . . ]
Wollen wir nun alle die inneren Zusammenh�ange �nden, die wir hier vermissen, und
die tieferen Gr�unde kennenlernen, warum jene anscheinend willk�urlichen Festset-
zungen zu einem vern�unftigen Resultate f�uhren m�ussen { kurz, wollen wir wirklich

zu einem vollen Verst�andnis der Theorie des Logarithmus vordringen, so wird es

am besten sein, wenn wir ihren historischen Werdegang einmal in gro�en Z�ugen

verfolgen. . . . ". Dieser historische Werdegang der Theorie der Logarithmen ist
aber eng verkn�upft mit der Geschichte der Entdeckung der Zahl e.

Bei der Einf�uhrung der Zahl e wird in Schullehrpl�anen meist lediglich die De�-
nition von e { mit Verweis auf Leonhard Euler { gegeben und mit den Besonderheit-
en der e-Funktion1 fortgefahren (siehe z.B. bayerischer Lehrplan, 12. Klasse). Die
Geschichte von e begann aber keineswegs erst bei Leonhard Euler, sondern bereits
im 16. Jahrhundert. Das Interessante bei der Entdeckungsgeschichte der Zahl e ist
dabei, da� es im 16./17. Jahrhundert drei v�ollig verschiedenartige Problemstellun-

gen gab, deren L�osungen letztlich auf drei unterschiedlichen Wegen zu der Zahl e
f�uhrten.

Hier sollen nun diese verschiedenen Wege skizziert werden, da es dies dem
Sch�uler am besten erm�oglicht, das \Besondere" der Zahl e zu begreifen und ihre
Ausnahmestellung anzuerkennen. Sehr zu empfehlen ist zu diesem Thema auch das
Buch \Die Zahl e { Geschichte und Geschichten" von Eli Maor, aus dem hier einige
Anregungen �ubernommen wurden und in dem auf unterhaltsame Weise weitere
Hintergr�unde von e beleuchtet werden.

1. Der Weg zur Entdeckung von e als Basis von Logarithmen:

Napiers Logarithmentafeln

In Zeiten, in denen es weder Computer noch Taschenrechner gab, kann man
sich gut vorstellen, da� es viel Flei� erforderte, Aufgaben zu l�osen, bei denen des
�ofteren gro�e Zahlen multipliziert oder dividiert werden mu�ten. Philipp Melanch-
thon brachte dies 1517 an der Universit�at Wittenberg zum Ausdruck: \ . . . Die
Regeln des Vielfachens und Teilens allerdings erfordern viel mehr Flei�, aber ihr
Sinn wird doch sehr bald von den Aufmerksameren eingesehen werden. �Ubung und
Anwendung erfordert diese Fertigkeit wie alle anderen."

Es war der gro�e Verdienst von John Napier (1550{1617; auch Neper geschrie-
ben2), Tafeln zu entwickeln, die das Multiplizieren erheblich erleichterten. Napier

1Die Bedeutung der e-Funktion wird nachhaltig betont, die Zahl e selbst jedoch wird meist
vernachl�assigt.

2Napier lebte als Baron und Landbesitzer in Schottland und war studierter Theologe.
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interessierte sich haupts�achlich f�ur trigonometrische Berechnungen. Er kannte die
Regel

sinA sinB =
1

2
[cos(A�B)� cos(A+B)]

und gelangte vermutlich dadurch auf die Idee, Multiplikationen mit leichteren
Rechenoperationen durchzuf�uhren. Wahrscheinlich gelangte Napier nun durch den
Vergleich von arithmetischen mit geometrischen Folgen auf seine \Rechentafeln":

Bei einer arithmetischen Folge entsteht jedes Glied durch Addition der immer
wieder gleichen Zahl zur vorhergehenden. Sei a das Anfangsglied und d die Zahl,
die wiederholt addiert wird, so lautet eine solche Folge:

a; a+ d; a+ 2d; a+ 3d; a+ 4d; . . . ; and:

Bei einer geometrischen Folge entsteht jedes Glied aus dem vorhergehenden
durch Multiplikation mit ein und der selben Zahl. Sei das Anfangsglied c und die
Zahl, mit der wiederholt multipliziert wird, q , so ist die Folge:

c; cq; cq2; cq3; cq4; . . . ; cqn:

Ist q gr�o�er als 1, werden die Glieder der geometrischen Folge immer gr�o�er.
Liegt q zwischen 0 und 1, werden die Glieder immer kleiner. Schreibt man nun
beide Folgen �ubereinander, ergibt sich folgendes Bild:

arithmetische Folge: a; a+ d; a+ 2d; a+ 3d; a+ 4d; . . . ; a+ nd

geometrische Folge: c; cq; cq2; cq3; cq4; . . . ; cqn

W�ahlt man nun feste Werte f�ur die Konstanten a, d, c und q, erh�alt man eine
Tabelle, mit deren Hilfe man Multiplikationen durchf�uhren kann.

Setzt man zum Beispiel a = 0, d = 1, c = 1 und q = 2, erh�alt man folgende
\Tafel":

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 . . .

1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 . . .

Will man nun zwei Zahlen x und y aus der unteren Zeile miteinander multi-
plizieren, mu� man die beiden dar�uberliegenden Zahlen addieren. Unter dem in
der oberen Zeile abzulesenden Ergebnis dieser Addition steht nun in der unteren
Zeile das Ergebnis der Multiplikationsaufgabe x � y.

Beispiel. Um 8 mit 512 zu multiplizieren, mu� man die beiden dar�ubersteh-
enden Zahlen addieren: 3 + 9 = 12. Unter der 12 steht nun das Ergebnis der
Multiplikation 8 � 512 = 4096.

In der Tafel stehen in der unteren Reihe die Potenzen von 2 und in der oberen
Reihe die zugeh�origen Exponenten. Bezeichnet man die Zahlen in der oberen Reihe
mit x und die in der unteren Reihe mit y, so gilt: y = 2x.

Strenggenommen �ndet sich bereits bei Michael Stifel (1487{1567) in seiner
\Arithmetica integra" (erschienen 1544 in N�urnberg) die erste ver�o�entlichte nu-
merische Tafel dieser Art:
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�3 �2 �1 0 1 2 3 4 5 6

1/8 1/4 1/2 1 2 4 84 16 32 64

(Stifels Konstanten: a = �3, c = 1

8
, d = 1, q = 2)

Beide Tafeln haben aber o�enbar den Nachteil, da� die Zahlen der unteren
Reihe f�ur gr�o�er werdende Exponenten sehr weit auseinander liegen und damit
nur wenige sehr spezielle Multiplikationen durchgef�uhrt werden k�onnen. Wenn
man zum Vergleich der allgemeinen arithmetischen Folge mit der allgemeinen ge-
ometrischen Folge zur�uckkehrt, sieht man, da� man q nahe bei eins w�ahlen mu�,
um in der unteren Zeile kleinere Abst�ande zu bekommen3:

Je mehr sich q der Zahl 1 n�ahert, desto kleiner werden die Abst�ande der Zahlen

in der unteren Zeile und desto mehr verschiedene Multiplikationen sind mit der

Tabelle m�oglich.

Oder, setzt man q = 1 + k und betrachtet k ! 0:

Je kleiner k vom Betrage her ist, desto gr�o�er ist die praktische Bedeutung der

Tafel zur Durchf�uhrung von Multiplikationen.

Aber Vorsicht: Man sieht auch, da� man q nicht zu nahe bei 1 w�ahlen darf,
da die Potenzen sonst zu langsam wachsen und die Tafel somit wieder von geringem
praktischen Nutzen w�are. Um den Tafeln wirkliche Bedeutung f�ur das praktische
Rechnen zu verscha�en, fehlte Stifel au�erdem ein wichtiges Hilfsmittel: Der sichere
Umgang mit Dezimalbr�uchen. Stifel hatte jedoch bereits eine Vorstellung von der
Bedeutung solcher Tafeln; er schreibt, da� man �uber diese merkw�urdigen Zahlen-
beziehungen ein ganzes Buch schreiben k�onnte.

Auch Napier f�uhlte sich noch unwohl in der Verwendung von Dezimalbr�uchen
(Sie waren zwar im alten China schon l�anger bekannt und auch im Mittelalter in
Arabien vorhanden, in Europa jedoch waren sie erst k�urzlich eingef�uhrt worden).
Was aber sollte Napier f�ur k w�ahlen? Er w�ahlte f�ur k = �0;0000001 (bzw. q =
0;9999999) und folgte damit der damals �ublichen Praxis, bei trigonometrischen
Berechnungen den Radius des Einheitskreises in 107 Teile zu unterteilen. Wenn man
von der vollen Einheit den 107-ten Teil abzieht, erh�alt man die in diesem System
der 1 am n�achsten liegende Zahl. Diese Zahl (1�10�7 oder 0,9999999) bezeichnete
Napier als \Proportion" und verwendete sie als Grundlage seiner Tafeln. Napiers
erste Tafel begann mit c = 107 (was einer Skalierung entspricht), gefolgt von 107(1�
10�7)1, danach 107(1�10�7)2 usw. Au�erdem rechnete er zahlreiche weitere Tafeln
aus, die er 1614 alle zusammen unter dem Titel \Descriptio miri�ci logarithmorum
canonis" (Beschreibung der wunderbaren Regel der Logarithmen) ver�o�entlichte.
Napier verwendete das Wort \Logarithmus" damit zum ersten Mal, und zwar f�ur
den Exponenten L in seiner Darstellung

N = 107(1� 10�7)L:

Urspr�unglich nannte Napier L dabei \k�unstliche Zahl". Allerdings unterschied
sich sein \Logarithmus" in wesentlichen Punkten von der heutigen De�nition. Die

3Es spielt dabei keine Rolle, ob sich q von oben oder von unten der 1 n�ahert.
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heutige Logarithmusde�nition

N = bL $ L = logbN

wurde 1728 von Leonhard Euler (1707{1783) gegeben. L ist hier der Logarithmus

vonN zur Basis b. Folgende �Ubersicht verdeutlicht die wesentlichsten Unterschiede:

Napier Euler

N = 107(1� 10�7)L N = bL $ L = logbN

L = 0 $ N = 107 L = 0 $ N = 1

Logarithmen fallend Logarithem steigend

L(N1 �N2) 6= L(N1) + L(N2) L(N1 �N2) = L(N1) + L(N2)

Was hat das nun alles mit der Zahl e zu tun? \Reskaliert" man Napiers
Variablen N und L { indem man sie durch 107 teilt { erh�alt man die Gleichung

N 0 = [(1� 10�7)10
7

]L
0

:

In dieser Schreibweise steht der Ausdruck in eckigen Klammern f�ur das b der

Basis in Eulers Logarithmusde�nition. (1 � 10�7)10
7

ist aber nur eine andere

Schreibweise f�ur

�
1� 1

107

�107

und dies liegt sehr nahe bei lim
n!1

�
1� 1

n

�n
. Der

Limes dieser Folge ist aber, wie wir heute wissen, genau 1=e. Es handelt sich bei
Napiers Logarithmen also grob gesprochen um Logarithmen zur Basis 1=e. Manche
Autoren schreiben deswegen Napier die Entdeckung der Zahl e zu. Andere betonen
allerdings, Napier habe e nur \fast" entdeckt: \fast", da sich seine �Uberlegungen
eben noch nicht auf den Begri� der Basis gest�utzt haben.

In Deutschland besch�aftigte sich zeitgleich mit Napier Joost B�urgi (1552{1632)
mit solchen Tafeln. O�enbar entwickelte B�urgi seine Tafeln bereits 1588, doch lei-
der ver�o�entlichte er sie erst 1620 anonym in Prag, also sechs Jahre nach Napier.
Johannes Kepler nannte ihn deshalb einen \Cunctator" (Zauderer) und einen \se-
cretorum suorum custos" (H�uter seiner Geheimnisse). B�urgis Tafel erschien unter
dem Titel \Arithmetische vnd Geometrische Progre� Tabul, sambt gr�undlichen vn-
terricht, wie solche n�utzlich in allerley Rechnungen zu gebrauchen vnd verstanden
werden soll". Er w�ahlte f�ur k = 0;0001 (bzw. q = 1;0001).

Wissenschaftliche Verwendung fanden die Logarithmentafeln allerdings erst,
als 1620 ein mechanisches Instrument auf den Markt kam, mit deren Hilfe man
Berechnungen mit den Logarithmentafeln durchf�uhren konnte: Der Rechenschieber.
Dann allerdings wurde die neue Idee begeistert aufgenommen. Kepler trug zur
Verbreitung der Logarithmen in Deutschland bei, Edward Wright �ubersetzte sie
ins Englische und Napier selbst bekam Besuch von hochrangigen Mathematikern,
die sich f�ur seine Tafeln interessierten. Pierre Simon de Laplace (1749{1827) sagte
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einmal r�uckblickend: \Durch Verk�urzung der Arbeit verdoppelten die Logarithmen
die Leben der Astronomen." Napier selbst jedoch verbrachte zwanzig Jahre seines
Lebens (von 1594{1614) damit, seine Tafeln per Hand auszurechnen. Heute w�urde
man diese Arbeit mit Hilfe eines Taschenrechners in wenigen Stunden erledigen.

Wie bereits einleitend angek�undigt, gab es { abgesehen von Napiers Logarith-
mentafeln { noch andere Wege zur Entdeckung der Zahl e. Einer davon f�uhrte �uber
ein damals wie heute aktuelles Thema: Geld.

2. Der Weg zur Darstellung von e als Grenzwert einer Folge:

Die Zinsrechnung

Im Louvre in Paris steht eine Tontafel aus Mesopotamien aus dem 17. Jhd.
vor Chr. Auf ihr steht zu lesen: \In welcher Zeit verdoppelt sich ein Geldbetrag,
der zu j�ahrlich 20% Zinsen angelegt wird?" Im II Buch Mose, Kapitel 22, Vers 24,
steht demgegen�uber: \Wenn du meinem Volke Geld leihst, . . . so handle an ihm
nicht wie ein Wucherer; ihr sollt ihm keinen Zins au
egen."

Eli Maor schreibt hierzu: \Seit undenklichen Zeiten standen �nanzielle Dinge
im Mittelpunkt des menschlichen Interesses. Kein anderer Aspekt des Lebens
geh�ort wohl mehr zu den weltlichen Dingen des Daseins, als der Drang, Wohl-
stand und �nanzielle Sicherheit zu erlangen. Es d�urfte daher einige �Uberraschung
hervorgerufen haben, als ein anonymer Mathematiker { vielleicht war es auch ein
Kaufmsann oder Geldverleiher { im fr�uhen 17. Jhd. auf einen merkw�urdigen Zusam-
menhang zwischen Art und Weise des Anwachsens von Geld und dem Verhalten
eines bestimmten mathematischen Ausdrucks im Unendlichen stie�."

Der Schweizer Jakob Bernoulli (1654{1705) er�o�nete die Zinsdiskussion von
mathematischer Seite aus, indem er folgende Frage stellte: \Quaeritur, si cred-
itor aliquis pecuniam suam foenori exponat, ea lege, ut singulis momentis pars
proportionalis usurae annuae sorti annumeretur; quantum ipsi �nito anno debeat-
ur?" Es wird also gefragt, wenn irgendein Gl�aubiger sein Geld auf Zinsen ausleiht
unter der Bedingung, da� in den einzelnen Augenblicken ein proportionaler Teil des
Jahreszins zum Kapital geschlagen wird, wieviel ihm dann nach Ablauf des Jahres
geschuldet wird.

Sparkassen z.B. zahlen ihre Zinsen nur einmal im Jahr aus. Hat man bei
einer Sparkasse ein Guthaben von a (in einer beliebigen W�ahrung) und betr�agt der
Zinssatz 5%, so erh�alt man am Ende des Jahres zu seinem Guthaben noch (1=20)a
zugeschrieben, man hat also nach einem Jahr

a+
1

20
a = a

�
1 +

1

20

�
:

W�urden die Zinsen halbj�ahrlich zugeschrieben werden (wie das z.B. bei Pfand-
briefen der Fall ist), h�atte man nach einem halben Jahr

a+
1

2
� 1

20
a = a

�
1 +

1

2
� 1
20

�
:
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Wenn man nun nach einem halben Jahr dieses vermehrte Kapital wieder als Pfand-
brief anlegt, hat man am Ende des gesamten Jahres

a

�
1 +

1

2
� 1
20

��
1 +

1

2
� 1

20

�
= a

�
1 +

1

2
� 1

20

�2
:

Bei viertelj�ahrlicher Zinszahlung hat man am Ende des Jahres bereits

a

�
1 +

1

4
� 1
20

�4

. Bei monatlicher Zinszahlung a

�
1 +

1

12
� 1
20

�12

.

Man kann sehen, da� der Kontostand am Ende des Jahres umso h�oher ist, je
�ofter im Jahr Zinsen gezahlt werden. Bei n-maliger Zinszahlung hat man am Ende
des Jahres

a

�
1 +

1

n
� 1

20

�n
:

Bernoullis Frage ist nun, ob man durch Vertr�age, die n immer h�oher setzen,
beliebig gro�e Reicht�umer erhalten kann. Dabei geht er nicht von einem festen
Prozentsatz von 5% aus, sondern von einem beliebigen Prozentsatz x. Am Ende
des Jahres hat man also ein Guthaben von

a
�
1 +

x

n

�n
:

Um festzustellen, ob der Faktor
�
1 +

x

n

�n
, um den sich das Verm�ogen a am Ende

des Jahres vermehrt hat, �uber alle Schranken w�achst, kann man x = 1 w�ahlen.
Dies entspr�ache zwar einem unrealistischen Zinssatz von 100%, aber man kann
zeigen, da� nicht einmal dann der Reichtum sehr gro� wird: Der in diesem Fall zu
berechnende Grenzwert

lim
n!1

�
1 +

1

n

�n

ist n�amlich e = 2;71828182846 . . . .

Der Beweis dieses Ergebnisses erfordert einigen Aufwand (siehe dazu z.B. Eli

Maor). Der Ausdruck lim
n!1

�
1 +

1

n

�n
wird heute auch als eine der M�oglichkeiten

verwendet, um die Zahl e zu de�nieren, also:

e := lim
n!1

�
1 +

1

n

�n

:

Was bedeutet dieses Ergebnis nun f�ur die Aufgabe von Jakob Bernoulli? Selbst
bei stetiger Verzinsung und einem Zinssatz von 100% hat man { ausgehend von
einem Betrag a in einer beliebigen W�ahrung { am Ende des Jahres nur ein Guthaben
von a�e, also 2,7182 . . . mal soviel Geld wie am Anfang des Jahres. Zur Erinnerung:
Bei einer einmaligen Auszahlung der Zinsen am Ende des Jahres bei einem Zinssatz
von ebenfalls 100% h�atte man am Ende des Jahres einen Betrag von a � 2, also
doppelt soviel wie am Anfang. Mit der stetigen Verzinsung ist also kein unendlicher
Reichtum zu erlangen!

Abgesehen von Napiers Rechentafeln und Fragen nach dem Wachstum von
Verm�ogen gibt es noch ein weiteres davon unabh�angiges Problem, das auf die Zahl
e f�uhrt.
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3. Der Weg zur Darstellung von e als Summe einer unendlichen Reihe:

Die Quadratur der Hyperbel des Apollonius

Zu Beginn des 17. Jahrhunderts unternahmen einige Mathematiker zeitgleich
den Versuch, die Fl�ache unter dem Graphen der Funktion y = 1=x im kartesischen
Koordinatensystem zu bestimmen. Der Franzose Pierre de Fermat (1601{1665)
z.B. betrachtete allgemein die Fl�acheninhalte unter den Funktionen y = xn f�ur

n 2 f0; 1; 2; . . .g von x = 0 bis x = a und fand daf�ur die Formel F =
an+1

n+ 1
durch

Approximation dieser Fl�achen mit Rechtecken.

Doch leider versagt diese Formel genau f�ur die Funktion y = 1=x, da in diesem
Fall der Nenner von F gleich 0 und F somit nicht de�niert ist4. Eli Maor schreibt,
da� Fermat ziemlich frustriert gewesen sein mu�, diesen wichtigen Fall nicht behan-
deln zu k�onnen. Aber er verbarg seine Entt�auschung hinter folgenden Worten: \Ich
sage, da� alle diese unendlich vielen Hyperbeln mit Ausnahme derjenigen des Apol-
lonius (der Hyperbel y = 1=x) . . . mit Hilfe der Methode der geometrischen Pro-
gression nach einer uniformen und allgemeinen Prozedur quadriert werden k�onnen."
Fermat verwendete zur Approximation Rechtecke (siehe Abb. 1). Dabei w�ahlte er r
so, da� die Intervalle OK, OL, OM , ON eine fallende geometrische Folge bildeten:

Abb. 1 Abb. 2

Der belgische Jesuit Gr�egorie de Saint-Vincent (1584{1667) entdeckte als er-
ster, da� die Rechtecke dieser Art genau f�ur die Hyperbel des Apollonius, also f�ur
y = 1=x, gleiche Fl�achen haben (Abb. 2).

Das bedeutet aber, da� die Gesamt
�ache der Rechtecke mit geometrisch wach-
sendem Abstand vom Ursprung arithmetisch w�achst. Bei Napiers Rechentafeln
sahen wir, da� der Zusammenhang zwischen einer geometrisch wachsenden Gr�o�e
und einer arithmetisch wachsenden Gr�o�e logarithmisch ist.

Also: Bei der Hyperbel des Apollonius ist die Beziehung zwischen der Gesamt-


�ache von Fermats' Rechtecken und der Grundlinie dieser Rechtecke logarithmisch.

Einer der Studenten von Saint-Vincent, Alfonso Anton de Sarasa (1618{1667)
schrieb diese Beziehung explizit nieder: F (t) = log t. Er verwendete damit als erster

4Dies hat nichts mit der De�nitionsl�ucke von y = 1=x bei x = 0 zu tun, sondern gilt auch,
wenn man die Fl�ache unter y = 1=x z.B. von x = 1 bis x = a betrachtet.
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die logarithmische Funktion. Bis dahin n�amlich waren Logarithmen haupts�achlich
als Rechenmittel angesehen. De Sarasa bezog sich aufgrund der De�nitionsl�ucke
von y = 1=x bei x = 0 auf die Fl�ache unter der Hyperbel von x = 1 bis x = t
(Abb. 3).

Abb. 3 Abb. 4

Doch leider eignete sich die richtige Formel F (t) = log t noch nicht f�ur nu-
merische Berechnungen, da in ihr keine spezielle Basis auftritt. Es ist nicht m�oglich,
eine beliebige Basis zu w�ahlen, denn die Fl�ache unter der Hyperbel existiert un-
abh�angig von einer speziellen Basis. Vergleichbar damit w�are die folgende Situation:
Die Formel f�ar die Beziehung zwischen Fl�ache und Radius eines Kreises F = kr2

ist zwar bekannt, aber der genaue Wert von k (in diesem Fall also �) konnte noch
nicht bestimmt werden.

Die Frage war also:
F (t) = log? t:

Heute wissen wir, da� gilt F (t) = loge t und schreiben daf�ur auch

F (t) = ln t:

Diesen Logarithmus zur Basis e nennt man den \nat�urlichen Logarithmus".
Der Weg, der nun auf die De�nition von e als Reihe f�uhrte, wurde zuerst von
Isaac Newton (1643{1727) beschritten. Newton benutzte die Binomialentwicklung
f�ur (a + b)n, die er als erster auch auf negative und sogar auf gebrochene n aus-
dehnte, um Gleichungen von Kurven als Potenzreihen auszudr�ucken. Diese un-
endlichen Reihen in der Ver�anderlichen x integrierte er nun gliedweise, indem er
die Fermatsche Formel xn+1=(n+ 1) auf jedes einzelne Glied der Reihe anwandte.
Newtons besonderes Interesse galt der Gleichung y = 1=(x + 1): Er verschob die
Hyperbel des Apollonius entlang der x-Achse um eine Einheit nach links, um f�ur die
Fl�achenbetrachtung wieder, wie Fermat, bei x = 0 beginnen zu k�onnen (Abb. 4).

F�ur die Fl�ache unter dieser Hyperbel von 0 bis t fand er die Formel log(1 + t)
und daf�ur wiederum die Reihe

log(1 + t) = t� t2

2
+
t3

3
� t4

4
+ � � � :

Zum ersten Mal war es nun theoretisch m�oglich, die Fl�ache unter der Hyperbel
numerisch zu berechnen und das, obwohl die Basis immer noch nicht bekannt war.



114 S. Krauss

Statt die Basis zu bestimmen, rechnete Newton einfach genau den Logarithmus
aus, der zu der Fl�ache unter der Hyperbel des Appolonius geh�orte. Praktisch
jedoch hatte diese Methode keinen Nutzen, da diese Reihe zu langsam konvergiert.
Leider ver�o�entlichte Newton seine Entdeckung nicht und f�uhlte sich um die ihm
geb�uhrende Anerkennung betrogen, als der Holsteiner Nicolaus Mercator (1620{
1687) in seinem Buch \Logarithmotechnica" (erschienen 1668) diese Potenzreihe
f�ur den Logarithmus erstmals ver�o�entlichte.

Erst seit Leonhard Eulers Buch \Introductio in Analysis In�nitorum" 1748
erschienen war, nahm die Zahl e einen zentralen Platz in der Mathematik ein. Eu-
ler war es auch, der als erster den Buchstaben e f�ur die Zahl 2,71828182846 . . .
verwendete: \Ponamus autem brevitatis gratia pro numero hoc 2,71828 . . . con-
stanter litteram e . . . " hei�t es auf S.90 dieses Buches. Erstmalig �ndet sich die
Verwendung des Buchstaben jedoch bereits in einem Manuskript von Euler, das auf
1727 oder 1728 datiert wird (das allerdings erst 1862 ver�o�entlicht wurde). In der
\Introductio in Analysis In�nitorum" entwickelt Euler auch die Exponentialreihe.
Das Vorgehen Eulers fa�t Felix Klein in wenigen Worten zusammen: An die Spitze
seiner Entwicklung stellt Euler (wie Newton) den binomischen Satz:

(1 + k)m = 1 +
m

1
k +

m(m� 1)

1 � 2 k2 +
m(m� 1)(m� 2)

1 � 2 � 3 k3 + � � � :

Diese Entwicklung spezialisiert er f�ur den Ausdruck

�
1 +

1

n

�ny
wobei er nur

ganzzahlige ny betrachtet. Er l�a�t dann n (unter Aufrechterhaltung der Bedin-
gung ny ganzzahlig) zur Grenze1 �ubergehen und nimmt in der Reihenentwicklung
diesen Grenzproze� in jedem einzelnen Gliede vor. So erh�alt er:

ey = 1 +
y

1!
+
y2

2!
+
y3

3!
+ � � �

wobei e durch lim
n!1

�
1 +

1

n

�n

de�niert ist. Diese Herleitung verdeutlicht auch den

Zusammenhang zwischen den beiden heute �ublichen De�nitionen von e, denn f�ur
y = 1 liefert diese Reihe nun ebenfalls die Zahl e:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ � � � :

Zwar hat bereits Newton 1669 in einer Jugendarbeit mit dem Titel \De analysi
per aequationes numero terminorum in�nitas" (die erst sp�ater gedruckt wurde)
durch die Methode der Reihenumkehr aus seiner Logarithmusreihe diese Exponen-

tialreihe { sogar ohne die De�nition e = lim
n!1

�
1 +

1

n

�n

zu benutzen { gewonnen,

aber erst Euler f�uhrte in seinem Buch \Introductio in Analysin In�nitorum" den
Buchstaben e ein und verwendete diese Zahl dann auch f�ur zahlreiche andere Her-
leitungen. Deswegen hei�t die Zahl e heute auch \Eulersche Zahl".
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4. Ausblicke

4.1. Die Reihendarstellung und die Limesdarstellung im Vergleich.

Wir wollen nun die beiden Darstellungen von e miteinander vergleichen: Es stellt
sich heraus, da� die Reihendarstellung von e wesentlich schneller konvergiert als
die Limesdarstellung:

e := lim
n!1

�
1 +

1

n

�n
e :=

1P
n=0

1

n!

n = 2 2;25 2;5

n = 4 2;44 . . . 2;70 . . .

n = 6 2;52 . . . 2;718 . . .

n = 8 2;56 . . . 2;71827 . . .

n = 10 2;59 . . . 2;7182818 . . .

Die Reihendarstellung hat weiterhin den Vorteil, da� man damit gut Rech-
nungen mit e anstellen kann. Daf�ur sollen nun zwei Beispiele folgen: Erstens die
Berechnung von e selbst und zweitens der Beweis, da� e wirklich irrational ist.

Die Darstellung als Reihe e =
1P
n=0

1

n!
gestattet es (im Gegensatz zur Limes-

darstellung), e mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen: Die Summe der ersten 13
Glieder (also von 1=0! bis 1=12!) ist 2,71828183. Der Fehler, d.h. die Di�erenz zwis-
chen diesemWert und dem wahrenWert von e, l�a�t sich mit Hilfe der geometrischen
Reihe absch�atzen. Die Di�erenz betr�agt n�amlich:

1

13!
+

1

14!
+

1

15!
+ � � �

und es gilt:

1

13!
+

1

14!
+

1

15!
+ � � � < 1

13!

�
1 +

1

13
+

1

132
+

1

133
+ � � �

�
=

1

13!

1

1� 1

13

=
1

12 � 12! :

Dieser Wert beein
u�t aber die achte Stelle der Di�erenz nicht mehr. Ber�uck-
sichtigt man einen m�oglichen Fehler in der letzten Stelle, hat man e (als 2,7182818)
durch die ersten 13 Glieder der Reihe auf 7 Stellen genau.

Mit der Reihendarstellung l�a�t sich aber noch mehr �uber e heraus�nden.
Man kann durch einen Widerspruchsbeweis zeigen, da� e wirklich irrational ist:
Angenommen, e w�are eine rationale Zahl in der Form e = p=q mit zwei ganzen
Zahlen p und q. Dabei w�are q > 2, da o�ensichtlich 2 < e < 3. Wenn q = 1 w�are,
w�urde e = p=1 eine ganze Zahl zwischen 2 und 3 sein, was unm�oglich ist. Man
betrachte jetzt die Reihendarstellung

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ � � �

also
p

q
= 1 +

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ � � � : Multipliziert man nun beide Seiten mit q!, erh�alt

man auf der linken Seite
p

q
� q! = p

a
� q(q � 1)(q � 2) � . . . � 2 � 1 = p(q � 1)(q � 2) � . . . � 2 � 1
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und auf der rechten Seite

[q!+q!+3 �4 � . . .�q+4 �5 � . . .�q+ � � �+(q�1)q+q+1]+
1

q + 1
+

1

(q + 1)(q + 2)
+ � � � :

Auf der linken Seite steht o�enbar eine ganze Zahl. Auf der rechten Seite ist der
Ausdruck in eckigen Klammern ebenfalls eine ganze Zahl. Man kann nun aber
sehen, da� der Rest eine positive Zahl < 0;5 ist: Da q > 2 ist jedes Glied der Reihe

1

q + 1
+

1

(q + 1)(q + 2) + � � �

nicht gr�o�er als das entsprechende Glied der Reihe
1

3
+

1

32
+

1

33
+ � � � deren Summe

1

3

1

1� 1

3

=
1

2

ist. Also erh�alt man einen Widerspruch zur Annahme, denn eine ganze Zahl plus
eine positive Zahl, die kleiner als 0,5 ist, kann keine ganze Zahl sein. Da� e wirklich
irrational ist, wurde �ubrigens zuerst von Jean Baptiste Joseph Fourier (1768{1830)
bewiesen. Da� e transzendent ist, zeigte erstmals Charles Hermite (1822{1901).

4.2. Interessante Zahlenbeziehungen mit e. Zum Abschlu� sollen zur
Zahl e noch einige bemerkenswerte Zahlenspielereinen und einige interessante Auf-
gaben vorgestellt werden, die auch gut in einer Unterrichtsstunde verwendet werden
k�onnen.

1) Die positive ganze Zahl 2 l�a�t sich mit Hilfe von e als unendliches Produkt
darstellen:

2 =
e1

e1=2
� e

1=3

e1=4
� e

1=5

e1=6
� � � :

2) Euler zeigte 1746, da� der komplexe Ausdruck ii unendlich viele reelle Werte
annimmt:

ii = e�(�=2+2k�)

mit k = . . . ;�2;�1; 0; 1; 2; 3; . . . .
3) e tritt als L�osung folgender Aufgabe auf: F�ur welche reelle Zahl x ist der

Ausdruck x

p
x maximal?

4) Die beste rationale Approximation von e mit Hilfe ganzer Zahlen unter 1000
ist:

878

323
= 2;718266254 . . .

5) Wenn n Briefe in n adressierte Umschl�age gesteckt werden, wie gro� ist
dann die Wahrscheinlichkeit, da� jeder Brief in einen falschen Umschlag gesteckt
wird? F�ur n!1 geht diese Wahrscheinlichkeit gegen 1=e = 0;367879441 . . . .

6) ee
e

= 3814279;104 . . . . Die n�achste Zahl dieser Folge, ee
e
e

, hat bereits
1656521 (ganzzahlige) Stellen!
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7) Euler fand auch folgende unendliche Kettenbr�uche f�ur e:

e = 2 +
1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
1

4 +
1

1 +
1

1 +
1

6 + � � �
bzw.:

e = 2 +
1

1 +
1

2 +
2

3 +
3

4 +
4

5 + � � �
8) Ein Bankdirektor mu� eine neue Sekret�arin einstellen. Die Bewerberinnen

stellen sich der Reihe nach vor. Eine einmal abgewiesene Sekret�arin kann nicht
mehr gew�ahlt werden. W�ahrend der Vorstellungsgespr�ache fertigt der Direktor eine
Rangliste �uber die Qualit�at der Bewerberinnen an. Wenn man davon ausgeht, da�
der Direktor die beste aller Bewerberinnen einstellen m�ochte, wieviel Prozent aller
erwarteten Bewerberinnen sollte er dann abwarten, bis er die n�achste Bewerberin,
die seine bisherige Nummer eins schl�agt, endg�ultig w�ahlt?

Er sollte 1=e (= 36;8%) aller potentiellen Berberinnen abwarten. Da� er dann
mit der Wahl der N�achstbesten die beste aller Bewerberinnen tri�t, hat eine (mit
dieser Strategie maximale) Wahrscheinlichkeit von ebenfalls 1=e (= 36;8%).

9) Die Jahrhundert formel. Wenn man heute einen Mathematiker fragt,
welche die drei ber�uhmtesten Zahlen seien, werden sicherlich folgende Zahlen ge-
nannt:

� = 3;14159265 . . . ; e = 2;71828182846 . . . und i =
p�1:

Interessanterweise verdanken wir Euler nicht nur den Buchstaben e, sondern auch
die Buchstaben f�ur die anderen beiden Zahlen i und �. (Es gibt auch Autoren, die
schreiben, da� der griechische Buchstabe � f�ur die Zahl 3,14159265 . . . schon vor
Euler verwendet wurde). Die ersten beiden Zahlen sind irrational und { geometrisch
betrachtet { bestehen folgende Beziehungen:

Kreis: Fl�ache F = r2� insbesondere: F = �, falls r = 1,

Hyperbel: Fl�ache F = loge x insbesondere: F = 1, falls x = e.

Kann man also e und � durch diese geometrischen Beziehungen eine gewisse
Verwandtschaft zuerkennen, so scheint zumindest f�ur die komplexe Zahl i, welche
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die L�osung der Gleichung x2 + 1 = 0 darstellt, weder mit e noch mit � irgendein
Zusammenhang zu bestehen.

Euler jedoch fand, da�
ei� = �1:

Diese Gleichung geh�ort zu den sch�onsten Formeln der gesamten Mathematik.
Sie spricht Mystiker, Wissenschaftler, Philosophen und Mathematiker gleicher-
ma�en an. Die vier Konstanten repr�asentieren die vier Hauptzweige der klassischen
Mathematik: Die Arithmetik ist durch die 1 repr�asentiert, die Algebra durch i, die
Geometrie durch � und die Analysis durch e.

Benjamin Peirce (1809{1880), der als Mathematiker in Harvard dozierte und
der Vater des ber�uhmten Philosophen Charles Saunders Peirce war, sagte zu seinen
Studenten �uber diese Formel: \Meine Herren, sie ist gewi� absolut paradox; wir

k�onnen sie nicht verstehen und wir wissen nicht, was sie bedeutet. Aber wir haben

sie bewiesen und wissen daher, da� sie wahr ist."

Er war so begeistert von dieser Formel, da� er f�ur � und e neue, einander
�ahnliche Symbole vorschlug, um die Verwandtschaft dieser beiden Zahlen zu beto-
nen. Es wird jedoch berichtet, da� seine Studenten die traditionelle Schreibweise
bevorzugten.
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