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DUALITATSPRINZIP UND MUSIKALISCHE INTERPRETATION
DER KOMPLEXEN ZAHLEN

Milos Canak

Abstract. Although expressed in the same way in different sciences and arts and
in the case of nature, the principle of duality resumes various phenomenological forms.
That fact is demonstrated in this paper by a comparative consideration of complex
numbers and their conjugate values in mathematics and of big and small terza and
the relation “major-minor” in music, including also the teachings about Jin and Jang
which represent the formulation of the ancient Chinese “Book of Change — Jih Djing”.

Using Weber-Fechner’s Law, a musical interpretation of complex numbers and
operations with them is developed, particularly observing musical chords. On the other
hand, chords of classic tonality (dyatonal quadritones) correspond to the eight trigrams
in the Book of Change. Finally, without entering some deeper area of mathematics,
elements of combinatorics and interpretations by means of regular polygons can be
applied to the whole Book of Change, what closes this sort of considerations.
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1. Einfithrung

Es ist auch ein anderer Titel dieser Arbeit moglich “Warum ist die klassiche
Musik schon?”. Auf dem Weg zur Antwort gehen wir durch den terzen Aufbau
der Akkorde, das chinesische Buch der Wandlungen Jih Djing und die komplexen
Zahlen. Dabei sehen wir, dass die Harmonie der klassichen Musik ein Bild und
einen Teil der universalen Weltharmonie darstellt und diese Harmonie grundet sich
am Dualitdtsprinzip. Ein der Aspekten dieses Dualitéits ist die grosse und kleine
Terz, wie auch der Terzenaufbau der Akkorde. Die grosste Komponisten wie Bach,
Mozart und Bethowen haben ihre Werke auf den festen und natiirlichen Funda-
menten gebaut. Ein von diesen Fundamenten war der Terzenaufbau der Akko-
rde. In dieser Arbeit untersucht man auch die Zasammenhang mit den komplexen
Zahlen.

2. Uber das zwolftonige gleichtemperierte Tonsystem

In diesem Tonsystem sind, innerhalb einer Oktave, zwdlf Tonschritte einge-
baut, so dass der Quotient der Schwingungszahlen zweier benachbarter, sonst be-
liebig wihlbarer Toéne, ¢ = ¥/2 ist. So erhilt man die folgende Zahlenfolge
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Hier sehen wir, dass in dieser Reihe ein Logarithmensystem mit der Basis /2
vor uns steht, die Logarithmen sind die Exponenten 0,1,2...,12. In der ersten
Halfte des siebzehnten Jahrhunderts wurden die Logarithmen erfunden und die
ersten Tafeln hergestellt und in der zweiten Halfte desselben Jahrhunderts fiihrte
der Halberstidter Orgelbauer Andreas Werkmeister die moderne Stimmung ein.

Wenn wir die Tone der gleichtemperierten Tonleiter als die Scheitel eines reg-
uldren Zwolfeckes darstellen, so konnen wir sukzessiv die regulédren Vielecke ein-
schreiben und die entsprechenden musikalischen Bedeutungen beifiigen.

(a) Durch Verbindung der gegenseitigen Punkte und Tone erhélt man 6 Tri-
tone (iiberméssige Quarte oder verminderte Quinte: C-Fis, Des—G, D—-As, Es—A,
E-B, F-H). Tritonus ist einerseits das dissonanteste musikalische Intervall und an-
dererseits der Hauptfaktor der musikalischen Kinetik und eine der Grundlage fiir
die Tonalitdtstheorie (siehe [1] und [2]).

(b) Vier eingeschriebene gleichseitige Dreiecke stellen vier iiberméssige Drei-
klinge (C-E-Gis, Des-F-A, D-Fis-Ais, Es—-G-H) dar.

(c) Drei eingeschriebene Quadrate reprasentieren drei verminderte Vierklange
(C-Es—Ges—Heses, Cis—E-G-B, D-F-As—Ces).

(d) Wenn wir unsere Bewegung von Fis = Ges beginnen und dabei jeden
siebten Punkt verbinden, so erhalten wir
den Quintenzirkel: Ges—Des—As—Fs—B-
F-C-G-D-A-E-H-Fis = Ges.

(e) Zwei verschiedene eingeschriebe-
b d ne, reguldre Sechsecke stellen die zwei
ganztonigen Tonleiter dar.

h cis=des

Wenn wir endlich alle diese geometri-
a Es  sche Konstruktionen vereinigen, so erhal-
ten wir das Ornament am Bild 1 das ein
gunstiges, mathematisches Modell und

As € ein Symbol fiir alle musikalische Inhalte
(Tonleiter, Akkorde, Quintenzirkel u.&.)
g f im gleichtemperierten Tonsystem dar-
Fis=ges stellt.
Bild 1

3. Eine kombinatorische Interpretation und die Zusammenhang
mit dem Orakelbuch Jih-Djing

Im ganzen harmonischen Fonds der klassischen Tonalitat spielt die Menge
T, der diatonischen Vierklédnge eine wichtige Rolle. Diese Vierkldnge enthalten
nur grosse und kleine Terzen. Dabei niitzt man zB. die Bezeichnung (g, k, k) fiir
den kleinen Dur—Vierklang, weil dieser Akkord eine grosse und zwei kleine Terzen
enthélt. Zu dieser Menge gehoren die folgenden Typen der Akkorde:
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. grosser Dur-Vierklang (g, k, 9)

. kleiner Dur-Vierklang (g, k, k)

. grosser Moll-Vierklang (k, g, g)

. kleiner Moll-Vierklang (k, g, k)

. halbverminderter Vierklang (k, k, g)
. verminderter Vierklang (k, k, k)

N O Ut e W N

. Ubermaéssiger Vierklang (g, g, k).

Man ersieht einerseits die Anwesenheit der Kembinatorik und andererseits die
Zusammenhang mit der Jin—Jang-Lehre.

Jin und Jang sind diejenige gegensatzlichen Ursubstanzen, durch deren gegen-
seitige Einwirkung aufeinander und fortgesetzte Abwandlung die stoffliche Welt her-
vorgebracht sein soll. Diese Lehre erscheint zuerst im Anhang Hi—Tsi des Jih-Djing
(5. Jahrh vor Chr.) und wurde seitdem von den Kosmogonien fast aller philosophis-
chen Systeme der Chinesen iibernommen. Sie bildete zusammen mit der Lehre von
den fiinf Elementen die Grundlage fiir die Theorie der Divination, Astrologie und
Medizin. Jin gilt als das dunkle, duldend—empfangende, weibliche und Jang als
das lichte, tatig—schopferische, mannliche Prinzip. Das erste wird der Erde und das
zweite dem Himmel gleichgesetzt. Thre Symbole sind die gebrochene und die gerade
Linie oder Tiger und Drache.

Wenn man das Buch der Wandlungen (Jih-Djing) als das Orakelbuch niitzt, so
enthilt seine dussere Grundlage 8 Trigramme. Jeder Trigramm enthélt weiterhin
drei Linien. gebrochene oder gerade (Jin- und Jang-Linien). Man kann sie in einem
Kreisordnung (Bild 2) darstellen.

Himmel
e
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Schon am Anfang konnen wir unsere Trigramme als die Variationen mit Wie-
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derholung von 2 Elementen (Jin und Jang-Linie) dritter Klasse

ViV =923=38
interpretieren. Andererseits betrachten wir parallel die sieben erwéhnten, diatonis-
chen Vierklange. Die Grundbauelemente dieser Akkorde sind die grosse und kleine
Terz. Die grosse Terz klingt fest, klar und stabil, mit Kraft und Energie. Demge-
gentiber klingt die kleine Terz weich und zart aber auch diister und kraftlos. Hier
ersiecht man eine starke Analogie mit dem ménnlichen-Jang (gerade Linie) und

weiblichen—Jin (gebrochene Linie) Prinzip. Diese Analogie lidsst sich am Bild 2
darstellen.

Die diatonischen Vierkléange lassen sich durch Ubereinanderlegung der Terzen
(grosse und kleine) erhalten und man kann sie, dhnlich wie bei Jin und Jang,

als die Variationen mit Wiederholung von 2 Elementen dritter Klasse Vg =8
interpretieren. Es fehlt aber hier der achte Vierklang, der dem Trigramm “Himmel”
entspricht. Warum ist es so?

Das Wort “Himmel” enthélt zwei Attribute “unerreichbar” und “vollkommen”.
Diesem Trigramm soll der Akkord mit drei grossen Terzen entsprechen. Aber,
durch Addition solcher 3 Terzen erhélt man die Oktave. Dieser Akkord ist kein
echter Vierklang, weil er nur drei Téne mit verschiedenen Namen enthalt. Mit
drei sukzessiven grossen Terzen kann man keinen Vierklang erreichen. Andererseits
stellt die Oktave, als der Rahmen dieses Akkordes, das konsonanteste Musikintervall
und die sgn. “vollkommene Konsonanz” dar. Auf dieser Art und Weise erhalten
die Attribute “unerreichbar” und “vollkommen” des Trigramms “Himmel” durch
die musikalische Interpretation, einen vollen Sinn.

4. Uber die musikalische Interpretation der komplexen Zahlen

“Und Gott sprach: Es werde Licht! Und es war Licht ... und Gott schied das
Licht von der Finsternis”. Auch die weiteren Schopfungsakte sind Polarisierungen
im Sinne der zwei: Himmel und Erde, Wasser und Land. Vom Anfang der Welt bis
zu den heutigen Tagen herscht im Universum das Dualitatsprinzip als ein Grundge-
setz. In der chinesischen Zivilisation manifestiert es sich durch Jin und Jang. In der

klassischen Musikharmonie stellen die grosse und kleine Terz die Grundbauelemente
dar.

Jetzt wollen wir sehen, wo dieses Dualitatsprinzip in der Mathematik erscheint
und wo es dem Terzenaufbau der Akkorde entspricht. Ein der zahlreichen Beispiele
ist die musikalische Interpretation der komplexen Zahlen.

Am Anfang wollen wir eine eindeutige Korrespondenz zwischen den Ténnen des
gleichschwebend temperierten Systems und den ganzen Zahlen herstellen. Dieser
Tonfloge im Rahmen einer Oktave entsprechen die folgenden Frequenzenzahlen

c des d es e f fis g as a b h
Diese Zahlenfolge stellt eine geometrische Progression mit der Quotient ¢ =
/9 dar. Aber hier muss man das Weber-Fechnersche Gesetz erwahnen, dass die
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Empfindungasstéarke E proportional dem Logarithmus der zugehorigen Reizstarke
R anwachse:
E=Fk- logR.

Ein Anstieg der Reizgrosse in geometrischer Progression bewirkt einen Anstieg
der Empfindungsgrésse in arithmetrischer Folge. Hier entsprechen die Frequenzen-
zahlen den physikalischen Reizen und die Tonwerte den subjektiv empfundenen
Tonhohen.

Man kann iiber das Weber-Fechnersche Gesetz noch disskutieren. Aber das
Fortschreiten entlang einer Oktavenfolge oder der hromatisch-temperierten Ton-
leiter empfinden wir tatsdchlich als einen gleichwertigen Auf bzw. Abstieg, so dass
in diesem Fall das Fechnersche Gesetz durchaus zutreffend ist.

Wenn man in diesem Sinne die Frequenzenfolge logaritmiert und die neuen
Glieder mit 12 multipliziert, so erhélt man die Folge

F, =12log, f, = {0,1,2,3,4,5,6,... }.

So entspricht dem Ton ¢ die Zahl 0, dem Ton des die Zahl 1, dem Ton d die
Zahl 2 usw. Andererseits entsprechen der Bewegung vom Ton ¢ nach unten die
Frequenzenzahlen 1, 1\2/571, 1\2/572, ... und ihre Logarithmen sind —1, -2, -3, ....
Auf diese Art und Weise wird eine eindeutige Korrespondenz zwischen den Ténen
des gleichschwebend temperierten Systems und den ganzen Zahlen hergestellt.

Weiterhin betrachten wir 8 Typen der Dreikldnge in der klassichen Harmonie
(natiirlich mit dem Terzenaufbau). Sie entstehen durch Kombinieren der grossen,
kleinen und verminderten Terzen.

a) Dur-Dreiklang (c—e—g); grosse Terz + kleine Terz = reine Quinte.
b) Moll-Dreiklang (c—es—g); kleine Terz + grosse Terz = reine Quinte.

¢) verminderter Dreiklang (c—es—ges); kleine Terz + kleine Terz = verminderte
Quinte

d) tibermaéssiger Dreiklang (c—e—gis); grosse Terz + grosse Terz = {ibermaéssige
Quinte

e) zweifach verminderter Dreiklang (c—eses—ges); verminderte Terz + grosse Terz
= verminderte Quinte

f) hartverminderter Dreiklang (c—e—ges); grosse Terz + verminderte Terz = ver-
minderte Quinte

g) dreifach verminderter Dreiklang (c—eses—geses); verminderte Terz + kleine Terz
= zweifach verminderte Quinte

h) weichverminderter Dreiklang (c-es—geses); kleine Terz + verminderte Terz =
zweifach verminderte Quinte

Mathematische Definition eines Dreiklanges unterscheidet sich von der musi-
kalischen. Im mathematischen Sinne ist ein Dreiklang das gleichzeitige Ausfithrung
von drei beliebiger Tone, wobei einige von ihnen auch gleich sein koénnen (das
unissono Spielen). Natiirlich ist diese Situation in der Musikpaxis ganz méglich.
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In der Gausschen komplexen Ebene interpretiert man jeden Punkt mit den
ganzzahligen Koordinaten z = x + iy als einen Dreiklang. Die erste Koordinate
x stellt das erste und die zweite Koordinate stellt das zweite Intervall, die diesen
Dreiklang formieren, dar. Das Wort “komplexe Zahl” weist auf einen Komplex oder
Zusammenklang von zwei Komponenten mit der gleichen Wichtigkeit und Bedeu-
tung, hin. Alle 8 erwidhnte musikalische Dreiklange lassen sich als Punkte im ersten
Quadrant représentieren (Bild 3). Diese Interpretation nennt man “strukturell”,
weil jede Punkt und die entsprechende komplexe Zahl z = x4 ¢y mit ihren Kompo-

nenten die Struktur des Dreiklanges aus-
4 driickt. Fir die Ausfithrung eines Dreik-
langes braucht man drei Musikinstrumen-
te, und bei den Punkten auf der reellen
Achse spielen das zweite und das dritte
Instrument unissono (identisch) um die
andere — imagindare Komponente zu an-
ulieren. Bei den Punkten auf der ima-
gindren Achse spielen das erste und das
zweite Instrument unissono, um die reelle
‘ ) . s Komponente zu anulieren. Im Koordi-
natenursprung spielen alle drei Instrumen-

te unissono.
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Bild 3

Im ersten Quadrant sind die beiden Komponenten positiv. Die komplexe Zahl
z = 4 + 3i représentiert den Dur-Dreiklang c-e-g. Man geht zuerst um die grosse
Terz (+4=e) nach oben und weiterhin um die kleine Terz (43¢ = g) wieder nach
oben. So erhélt man den Dur-Dreiklang c—e—g wobei das Tonalzentrum c¢ am
Auflang steht.

Im zweiten Quadrant ist die reelle Komponente negativ und die imaginére ist
positiv. Die komplexe Zahl z = —4 + 3i formiert sich musikalisch so, dass man
zuerst vom Tonalzentrum c¢ um die grosse Terz (—4) nach unten geht, un so erhélt
man as. Weiterhin geht man wieder von ¢ um die kleine Terz (43i) nach oben (also
bies es). So entsteht der Durdreiklang as—c—es wobei das Tonalzentrum c in der
Mitte steht.

Im dritten Quadrant sind die beiden Komponenten negativ. Die komplexe
Zahl z = —4 — 3¢ formiert sich musikalisch so, dass man zuerst vom Tonalzentrum
¢ um die grosse Terz (—4) nach unten geht, und so erhélt man as. Weiterhin geht
man von as um die kleine Terz (—3¢) nach unten (also bis f). So entsteht der
Moll-Dreiklang f—as—c.

Im vierten Quadrant ist die reelle Komponente positiv und die imaginére ist
negativ. Die komplexe Zahl z = 4 — 3¢ reprasentiert den Moll-Dreiklang a—c—e.
Man geht zuerst um die grosse Terz (+4 =e) nach oben und weiterhin um die
kleine Terz von ¢ nach unten (—3¢ =a). So erhélt man den Moll-Dreiklang a—c—e.

Alle vier Dreiklange liegen am Bild 4, wo man noch eine interessante Tatsache
bemerkt. Fiir die gegebenen komplexen Zahlen z = x + ¢y die die Dur—Dreiklange
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represantieren, stellen die konjugiert—komplexe Zahlen z = z — iy die entsprechen-
den parallelen Moll-Dreiklénge dar. Der komplexen Konjugation in der Mathe-
matik (wobei z und Zz unabhéngig sind) entspricht in der Musik die Beziehung
Dur—Moll, also zwei unabhéngige, komplementéire Haupttongeschlechte in der klas-
sichen Musik.

-4+3i=(as-c-es) 413i=(c-e-g)

e

— \
P N

d AN
e

-4-3i=(f-as-¢) 4-3i=(a-c-€)

Bild 4

Es ist auch interessant, die komplexe Konjugation bei den anderen Dreiklangen
der klassichen Harmonie zu betrachten (Bild 5).

Der Modul einer komplexen Zahl besitzt auch die musikalische Bedeutung.
Den gleichen Modul besitzen alle solche Dreikldnge, die eine gleiche Kombination
der Terzen (grosse, kleine und verminderte) darstellen, wobei die Reihenfolge dieser
Terzen keine Rolle spielt. So liegen die Dur— und Moll-Dreiklénge auf einem Kreis
(grosse und kleine Terz), auf anderem Kreis liegen zweifach — und hartverminderte
Dreiklédnge (grosse und verminderte Terz), auf dem dritten Kreis liegen dreifach
und weichverminderte usw. (Bild 6).

Auch die Rechenoperationen mit den komplexen Zahlen haben die entsprechen-
den musikalischen Interpretationen. Wir betrachten als Beispiel die Multiplikation
mit .

Betrachten wir zB. den Dur-Dreiklang c-e—g, wem die komplexe Zahl z = 44-3¢
entspricht (dabei ist das Tonzentrum der Ton c). Durch Multiplikation dieser Zahl
mit ¢,42,4% und i* erzeugt man die Rotationen um 90° in der positiven Richtung.
So erhélt man die Scheitel eines Quadrats und diesen Scheiteln entsprechen die
folgenden Dreiklange

z=4+43i=(ceg)
z-1=—-3+4i=(a—ce)
z-i? = —4 —3i = (f-as<)
2-i% =3 — 4i = (as—c-es)
(

z-i* =4+ 3i = (ceg)
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Bild 5

Hier sehen wir dass das musikalische Geshehen vollstandig mit dem mathe-
matichen koinzidiert. Parallel mit der Rotation des Punktes z, rotiert auf eine
gleiche Art und Weise auch das Tonalzentrum ¢ (Bild 7). Bei dem Punkt z ist es
auf der ersten Stelle, bei z - 4 auf der zweiten und bei z - % auf der letzten. Weit-
erhin kehrt es bei z - % zuriick in der Mitte und endlich bei z - i* schliesst es die
Kreisbewegung und kommt wieder auf die erste Stelle in die Grundakkordenlage.
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zi=-3+4i=(a-c-e)

z=4+3i=(c-e-g)

zi'=-4-3i=(f-as-c)

Bild 7

zi’=3-4i=(as-c-es)

Gauss schrieb (Zitat von Gerhard Kowol — “Gleichungen” [3]): “Hat ein Objekt
B in Bezug auf ein Objekt A die Eigenschaft, dass das Ersetzen von B durch A
notwendig zur Folge hat, dass — A durch B ersetzt werden muss, so kann es als i A

bzw. —iA bezeichnet werden”.

Dieses Verfahren begegnet man manchmal in den grosseren Rahmen in der
Musik, wobei die zweite Instrumentengruppe die Melodie von der ersten iibernimmt.
Gleichzeitig spielt die erste Instrumentengruppe etwas veranderte Melodie der zwei-
ten, was einen starken musikalisch-psyhologishen Effekt erzeugt.
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