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VERALLGEMEINERTE AHNLICHKEITSLOSUNGEN FUR 2-D LAMINARE
INSTATIONARE INKOMPRESSIBLE MHD GRENZSCHICHTSTROMUNGEN

V. Saljnikov, Z. Boriéié, D. Nikodijevic
(Eingegagen am 18.10.1994.)

In letzterer Zeit ist man zu dem Schluff gekommen [1], dafi die Losungen
des Navier-Stokesschen Gleichungssystems anhand der Grenzschichtlosungen
iiberpriift werden miissen und nicht umgekehrt, was im Hinblick auf die
Naherungsnatur der Grenzschichttheorie zu erwarten ware, Besondere Bedeu-
tung haben dabei die “ahnlichen” Losungen, welche als Testfalle fiir Sta-
bilitatsuntersuchungen dienen und deshalb haufig zur Entwicklung semiem-
pirischer Transitionskriterien herangezogen werden. Aus diesem Grund haben die
Methode verallgemeinerter Ahnlichkeit von Loitsianski [2] und ihre vervollkomm-
nete unsererseits entwickelte Version [3] die Aufmerksamkeit auf sich gezogen.
Man sollte dabei hervorheben, dafi beide diese theoretisch fundierte analytisch-
numerishe Verfahren, welche bei verschiedenen Problemen stationarer Gren-
zschichtstromungen bisher erfolgreich verwendet worden sind, ihren Eigenschaften
nach modernen Tendenzen in der Fluiddynamik entsprechen [4]. Dariiber wurde
in einer unserer fritheren Arbeit [5] ausfihrlich berichtet.

Es seheinte daher als zweckmassig die gewonnenen Resultate und Erfahrun-
gen auf die Probleme instationarer Grenzschichtstromungen zu erweitern. Diesen
Aufgaben, und zwar, im Rahmen verschiedener physikalischen Modellen haben
sowohl die Schiiler von Loitsianski [6], [7], als auch ainige Mitarbeiter von Bel-
grader Grenzschichtschule (8], [9], [10] ihre Untersuchungen gewidmet.

In der vorliegenden Arbeit betrachtet man 2-D laminare instationare inkom-
pressible MHD Grenzschichtstromung. Dabei setzt man voraus, daBl das homo-
gene aufi ere Magnetfeld quer zur angestromten Korperwand wirkt, das Elektro-
feld vernachlassigbar klein ist und die Flissigkeitselektroleitfahigkeit unverandert
bleibt. Als Losungsverfahren benutzt man die unsererseits entwickelte Methode
verallgemeinerter Ahnlichkeit [3].

Als mathematisches Modell betrachtetes Problems verwendet man die bekan-
nte mit der Stromfunktion ¥(z,y,t) ausgedruckte Differentialgleichung
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und die entsprechenden Rand- bzw. Anfangsbedingungen

- , oL av
y=0: v =-—=0; — 00 = = )
3y SR (2.)
(2)
v s
I = Ip: d_y =up(y,t); t=tp B’; =w(z,y).

Dabei bedeutet, aufl er den in der klassischen Grenzschichttheorie iiblichen

Bezeichuungen: N(z,t) = U-EE{'[Q - Magnetfeldverteilung mit konstanter Elek-
troleitfahigkeit ¢, magnetischer Induktion B(z,t) und der Dichte p.

Im Rahmen des analytischen Teils werden zwei aufeinanderfolgende Umfor-
mungen der Gleichung (1) durchgefiihrt, namlich:

l. Nach Einfuhrung der Umformungen
s =t y=nKizt); ¥(z,ut)=98z90U0K(z.1) (3)

welche man durch die Erweiterung der analogen Transformationen des stationiren
Problems [3] erhalt, wobei, wegen der verkiirzten Schreibweise,

r=1=r

1/2

K= (aovU'b“ /U&"'ldr ; (4)
0

mit vorlaufig willkurlichen Konstanten ap; by bezeichnet, folgt zunachst die soge-
nannte Gleichung der verallgemeinerten Ahnlichkeit des betrachteten Problems.

2. Sie wird danach, unter der Voraussetzung, dafi die Verteilungen der
AuBengeschwindigkeit [/(z,t) und des Magnetfeldes N(z,t) differenzierbar sind,
mit Hilfe der folgenden Parametermengen vom Loitsianskischen Typus [8]

a.i:a— 1+“ﬁ,|r

k+n
= k-1 = i . k=1 :I:-I-n.
fen=U dzkotn gin =U drk-1gn
(5)
(bw=0.12_ = EVastl

und des zusatzlichen willkurlichen Parameters

p= f]_: = const. (6)
transformiert. Die Parameter (5), welche die Grofe

é** 2

2= ( U} (7)

bzw. die Impulsverlustdicke
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enthalten, iibernehmen dabie die Rolle von neuen unabhangigen Veranderlichen
anstatt der Koordinaten z und t.

Als Resultat dieser Umformungen erhalt man die universelle Differentialgle-
ichung des betrachteten Problems
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welche, wie auch die transformierten Rand — bzw. Anfangsbedingunngen (2)

o®
n=0: ¢ =—=1; r}—}m:a—q’—«l
on
(10)
Jin =0, gen=0 p=0(k,n=0,1,2,...;kVn£0):® = &y(n)
unabhangig von speziellen Verteilungen U(x,t) und N(z,t) werden. ®y(n) be-
deutet dabei die wohlbekannte Blasiussche Plattengrenzschichtlosung.

Die in der Gleichung (9) sich beindenden Ausdricke Ag ., Bin, Cen. Din
lauten:

Apn =k = Dfio+ (k+n)F] fen+ frain;
Ben=[k=1)fio+(k+n)F) gk n+ gks1n;
[(
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Il

I

Cen=[(k=1)fo1+ (k+n)p] fen+ frnstrs (11)
Dkn [L_l]fﬂl+{k+nplgkﬂ+§kn+l

wobel die charakteristische Grenzschichtfunktion F = U(dz/0z) vermittels der
Impulsgleichung des betrachteten Problems in folgender auch universeller Form
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abgeleitet wird
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Das durch das Gleichungssystem (9)-(13) definierte universelle mathematis-
che Modell wird in dreiparametriger einmallokalistierter Naherung, d.h. unter

den Bedingungen
o , .0 .9 _. 9
f‘l.U ;{L fﬂ,l ?EDI J1.0 '_.f‘é{]l I'jf]_lﬂ ?‘I‘-U u: (Ijﬂlj

Ofor i (14)

numnerisch integriert, wobei alle anderen Parameter fin; grn (5) und die
entsprechenden Ableitungen vernachlassigt werden. Damit wird durch den Pa-
rameter f) ¢ der raumliche, vermittels des Parameters fj | der zeitliche und durch

den Parameter g, o der magnetische Einfluf auf die Grenzschichtentwicklung zum
Ausdruck gebracht.
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Fiir die numerische Integration wird ein Differenzenverfahren — der soge-
nannte "Tridiagonal - Algorithm” (TDA) [5] - verwendet. Aus der Fulle der
erhaltenen und vertafelten universellen Resultate sind einige charakteristische
Grenzschichtfunktionen gewahlt und auf zwei Abbildungen (Abb. 1 und 2)
graphich dargestellt.
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Dabei kommt man, vermittels der Verteilung F (12) (Kurven: 1,2,3 auf bel-
den Abb.1,2), und der Funktion ¢ (13) (Kurven: 45,6 auch auf beiden Abb.1,2),
zur grundsitzlichen Schhissen von allgemeiner Bedeutung. So folgt, z.B., auf
Grund von der auf Abb. 1 dargestellten Funktion ¢ (13) (Kurven: 4,5,6), dafi
die Lage des Ablosungspunktes sich, bei konstantemn Wert des instationaren Pa-
rameters fpq, mit dem Zuwachs des magnetischen Parameters g, ,, bzw. mit
der Intensitatvergrofierung des magnetischen Feldes, stromabwarts verschiebt.
Wenn, aber, der magnetische Parameter g, o einen konstanten Wert behalt, kann
man vermittels der auf Abb. 2 dargestellten Funktion { (13) (Kurven: 4.5.6)
schliessen, daB im Falle der beschleunigten Aussenstromungen (0U/dt > 0), baw.
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positiven Werten des Parameters fo, (fo, > 0), bei VergroBerung dieses Parame-
ters die Lage des Ablosungspunktes sich stromabwirts verschiebt. Im Gegenteil,
im Falle der verzogerten Aussenstromungen (8U/dt < 0) bzw. der negativen
Parametern fy,, beim Zuwachs des absoluten Wertes dieses Parameters die Lage
des Ablosungspunktes sich stromaufwarts versetzt.

Die uibrigen auf beiden Abbildungen dargestellten universellen Verteilungen:

%zﬂ (Kurven: 7,8,9): {;hﬂ (Kurven: 10,11,12); j;‘;:_j (Kurven: 13,14.15) beniitzt

man fur die Grenzschichtberechnungen im speziellen Stromungsfallen des betra-
chteten Problems; d.h. fiir bestimmte Verteilungen der Aussenstromung [/(z.t)
und des Magnetfeldes N(z,t). Das Verfahren, welches man dabei verwendet,
wurde In einigen unseren friheren Veroffentlichungen, z.B. in [5], ausfiihrlicher
dargestellt. Damut wird die zusatzliche Losung der Impulsgleichung, welche bei
der Anwendung der urspringlichen Methode von Loitsianski [2] notwendig war,

in unserem Falle uberflussig, was die Grenzschichtberechnungen bedeutend vere-
infacht.
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Das Geschwindigkeitsverhaltnis (u/U) ist in Abhangigkeit von N und fir
verschiedene Werte des Parameters der Instationaritat f; ; in Bild 3. dargestellt.
Man kann aus dem Bild schliefen, da die beschleunigte Stromung hat ein
positiver Effekt in der Hauptstromung, im Sinn der Aufschiebung der Gren-
zschichtsablésung, weil, wie man sehen kann, die graphische Darstellung der
dimensionlosen Geschwindigkeiten, mit dem Anstieg der positiven Werte des
Parameters der Instationaritat, wird immer mehr " voller”.

Man sieht auch ein, Jdaf der Effekt der Verlangsamung in der Hauptstromung
negativ ist, im Sinn der Aufschiebung der Grenzschichtablosung, weil mit dem
Anstieg der apsoluten Werte des nagativen Parameter fy,, die graphische
Darstellung der dimensionslosen Geschwindigkeiten wird immer mehr ”dinner”.

e
A
u
1
5
/ 1.g,,= 0.000
2.9,,= 0.025
4\ / 3 3.g,, = 0.050
0.8 \ 4.9,,=0.075 [
9 5.9,,= 0.100
1
0.6
f,, = 0.1
p= -0.01
0.4 M= 0.05(N-1)
0.2
]_ N
0

1 21 41 61 81 101121141161181 201 221 241

Abb 4.

In Bild 4. ist die Verteilung des Verhaltnis der Geschwindigkeiten (u/U) fiir
verschiedene Werte des magnetischen Parametres g, 3 dargestellt. Man kann den
positiven Effekt des magnetischen Feldes bemerken, d.h. sein giinstiger Einfluf
auf die Aufschiebung der Grenzschichtablosung. Wirklich, mit dem Anstieg der
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Werte des Instationaritatsparameters, die graphische Darstellung der dimension-
slosen. Geschwindigkeiten wird immer mehr "véller”. Die letzte Schlufifolgerung
gilt nicht nur fir die beschleunigte Strémung in der Grundstrémung, sondern
auch fur die verlangsamte Stromung in der Grundstrémung.
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GENERALIZED SIMILAR SOLUTIONS OF FLOWS M A 2-D
LAMINAR UNSTEADY INCOMPRESSIBLE MHD BOUNDARY LAYER

This paper deals with the instationar flat MHD boundary layer. The mag-

netic field 15 homogenous and perpendicular to the body. The fluid is incom-
pressible and its electroconductivity is constant. By solving of this problem, the
three groups of parameters have been used from which the one 1s monoelement.
The universal equation of the described problem has been obtained in this way.
This equation has been solved in the three-parametric localized approximation.
The part of obtained results in this paper is given in the diagrams.
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UOPSTENA SI:IEINA RESENJA ZA 2-D LAMINARNA NESTACIONARNA
NESTISLJIVA STRUJANJA U MHD GRANICNOM SLOJU

U radu se 1zucava nestacionarni ravanski MHD graniéni sloj. Magnetno polje
Je homogeno 1 upravno na telo. Fluid je nestisljiv a njegova elektroprovodnost
konstantna. Za resavanje problema koriste se tri skupa parametara od kojih je
jedan jednoelementni. Na ova) naéin dolazi se do univerzalne jednaéine opisanog
problema. Univerzalna jednaéina je u troparametarskoj lokalizovanoj aproksi-
macijl resena. Deo dobijenih rezultata u radu je dat u obliku dijagrama.
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