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DEVELOPPEMENT DE LA COUCHE LIMITE MHD
THERMIQUE LAMINAIRE AVEC ASPIRATION AUTOUR
D’UN CORPS UNIFORMEMENT ACCELERE

R. Askovié
(Regu le 03.03.1991.)
1. Introduction

Les équations et les conditions aux limites de la couche limite thérmique
laminaire en régime instationnaire autour d’un corps quelconque cylindrique uni-
formement accéléré le long d’une trajectoire rectiligne, avec aspiration, d’un fluide
conducteur a propriétés physique p et u constantes!, dans le cas ou le nombre
de Reynolds magnétique est petit, si bien que le champ magnétique induit par
I’ écoulement est négligeable par rapport a 1’induction magnétique appliquée B et
en absence du champ électrique — peuvent s’ écrire sous la forme suivante:

Ou, du, 0u_OU L 0U . 0% o8 )
ot " '8z Gy at 9z ey p \TYS

ou ov _,

oz 9y | (1)

= Ulzt), v=0, pour y=0, siLt=0,
u=0, v=1p(z,t), pour y=0, si t>0,

u=U(z,t) pour y — 0o, si t > 0; ]

T 8T OT X 8T v (du\® oB? 2 |

3t+uaz+vay-g-éﬁ ;(a—y) +—"—pcp(u—U),

T=Tw Oua—T=0poury=0, ' (2)
dy

T =T, pour y — oo. )

Toutes les fonctions faisant partie des équations et des conditions aux limites
ci-dessus:

U(z,t) = f(t)V(z), vp(z,t), Tw et B,

sont des fonctions de la classe C¥, 0 < k < co, dans le domaine considéré. Pourtant
dans ce travail nous limiterons nos considérations au cas: T,, = const et B = const.
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Il est évident que dans le cas considéré la partie dynamique de la couche limite
puisse etre traitée indépendemment de celle thérmique. Or il faut résoudre donc,
tout d’abord, le systéme d’ équations (1), tenant compte des conditions aux limites,
afin de déterminer le champ des vitesses (u,v). Le calcul de la partie thérmique
de la couche limite sera fait ensuite a 1’aide de I’ équation de I’ énergie (2), avec les
conditions aux limites correspondantes.

On va considérer dans ce travail le développement de la couche limite thérmique
en fonction de temps, en supposant que la vitesse de I’ écoulement extérieur puisse
étre exprimée par une série en /. On va demontrer par la suite que toutes
les grandeurs caractérisant 1’écoulement a 1’intérieur de la couche limite peuvent
également étre déterminées sous la forme des séries par rapport au méme facteur
Vt. En effet, on va utiliser ici I’idée bien connue de Dorodnitsyn, appliquée
I’époque pour traiter le probléme de la convection naturelle. Il est a souligner en-
core que la méme idée a été utilisée par Zeytounian ([1], [2]) pour traiter la couche
limite laminaire tridimensionelle.

2. Partie dynamique ...

Supposons donc que les fonctions f(t) et vy(z,t) s’expriment par les séries
entiéres en v/, et essayons de déterminer toutes les grandeurs inconnues car-
actérisant 1’écoulement a |’intérieur de la couche limite sous la forme des séries
similaires en /%, avec les coefficients fonctions des coordonnées spatiales. Dans ce
but on introduit, a la place de la variable y, une nouvelle variable sous la forme
suivante:

n=ayr’, (3)
ou:
=i, (4)
a et 3 étant deux constantes & déterminer par la suite. Soient également:
= T, 5, T,
V= -C-llf-r"i?(:c, 7Y, (5)

f@) = f(z*) = 7 f(7),

ou 7 et ¢ sont aussi les constantes a déterminer. Il est facile d’ établir les relations
de transformation:

0 _106 1,m8 98 _ 50 0 _ 20
55“21-674-2}61'231;’ 6y—aT a’ oy T a2
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a I’ aide desquelles les équations de base (1) se ramenent a:

2~ e
0%u B 049,08 _ _T__-2048) g =

ﬁ " 2va? UEE " va?

_ 21,102 T_z(1+ﬁ)+1gg _ Flaz,,r—z(wﬂ) . V(7f+ T’g;)

+ ;251'""23 [‘ﬁg% + rﬂ“""ﬁg—z - szV'] + V_Clz_z_"T‘?z.,.-fw(g_ fV), (6)

g—j + Tﬁ'*'“"'%g =il (7)
Si ’on impose que: 1 + 3 = 0, -2115(12 = 2, alors il s’ ensuit qu’au premier

membre de 1’ équation (6) on peut introduire un opérateur différential: A, (X) =
X"+ X' = 2mX, (m = v), ou:

oy
= (8)

ce qui représente, en effet, la variable classique 1 de la couche limite instationnarie.
Vue la structure de I’équation de continuité (7), il est commode d’accepter que:
B+ec—5=0,cestadire e—v =1, (8= —1). Aprés ces quelques dernieres
interventions logiques, I’ équation (6) devient:

_ o - of
Apla) = 21’5—:- -2V (‘yf - ra—i-)
ou ou ~ o B? -
yp2 e T et / A -
+ 47 (u3x+v3n fVV)+4 5 ™(u - fV),

d’ ou1 on voit bien que tous les termes non linéaires (convectifs) contiennent le facteur
7+2_ En acceptant pour 7 la valeur minimale: ¥ = 0, c’est a dire € = 1, ce facteur
A coté des termes non linéaires et "magnétiques” se réduit a 72. Par conséquent, le
systéeme d’ équations de base et les conditions aux limites sont devenus maintenant
les suivantes:

Xo(%) = QTBT - 21'V61_
du 0 = oB? =
2 ~CY o f2 ! b M {7/~
+4r (uar + van f Vv ) + 4 P T (‘U fV), (9)
.‘?E + @ =10
dz ' On ' 10)

(11)
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La structure des équations (9) et (10) assure la conclusion que leurs solutions
peuvent étre recherchées sous la forme des séries par rapport a la variable 7 = Vi,
ainsi que, dans ce cas, les termes non linéaires et "magnétiques” n’influenceront
les solutions que dans des approximations de deuxiéme ordre dont les équations
différentielles seront linéaires.

Supposons donc a priori que les fonctions connues f(7) et v,(z, 7) puissent étre
présentées par les séries:

f(?') = iofn : Tn!

i (12)
Up(z, 7)) = nz=:0 vpnla) # 7%,

et cherchons les solutions des équations (9) et (10) sous la forme:

=1
Il

<}
]

o0
Z Un - Tﬂ)
n=0
oo (13)
3 Wa T
n=0

Si]’on rapporte ces expressions dans les équations (9) et (10), en faisant passer
a la fois le premier terme du deuxiéme membre de I’ équation (9) au premier membre
et en |’insérrant dans |’operateur A,, on obtiendra pour les fonctions u,(z, n) et

vn(z,n) — tenant compte des séries doubles exprimant les termes non linéaires, le
systéme suivant d’équations différentielles:

"’( Oun_2-k Oun_2-%
TTRE e —

—fkfn-z—-kVV')

An(""n) ==2nf,V +4 E::O o Vi an
2
+ 4%@“-2 ~Vfasa), (14)
Oun | Ova _
oz + "% =0, (15)

avec les conditions aux limites:
up =0, v, =vpp pour = 0,}
up, = fnV pour n — oo.

(16)

Il est commode d’.écrire le systéme d’équations (14) aussi bien sous la forme
décomposée:

u’o + 2nuy =0, (17.1)
u’y + 2nuy = 2u; = =2V fy, (17.2)
d
wo+ 2nun —duy = —4V o + 4uo§£— + 4dvgug — 4VV'f02
oB? ocB?

+4T -2V, (17.3)
p p

........................
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Considérons, tout d’abord, les deux premiéres équations de ce systéme donc n =
0,1, avec les conditions aux limites suivantes:

ug =0, vo=1vp0 pour n= 0,} (18.1)
uo = foV pour 1 — oo,
uy =0, vy =wv, pour n= 0,} (18.2)
uy = 1V pour n — oo,

Vue la forme des équations (17.1) et (17.2), ainsi que des conditions (18.1) et
(18.2), il est utile d’introduire le changement de fonctions sous la forme suivante:

ty — faV = Xy (pour n=0,1). (19)

Il est facile de vérifier que, dans ce cas, les équations différentielles et les conditions
aux limites ci-dessus se raménent a:

ne=0: XPpot InXy =10, (20.1)

Xo(0) = =foV, Xg(o0)—0, (20.2)

a=1; X" +29X] —-2X;=0, (21.1)

X1(0)= —fIV, XI(OO) —*0, (212)

d’ou on voit bien que, pour n = 0,1, en effet, il faudra résoudre 1’équation

différentielle homogéne suivante:
X"+ 29X - 2nX, =0, (22.1)
avec les conditions aux limites suivantes:
Xgll) ==V, Xplos)=—=0, (n=0,1) (22.2)
afin de déterminer les fonctions X, = u, — foV (n = 0,1). La solution générale de

I’.équation (22.1) est:
Xn = Clpn (n) + CzCn. (n)s (23)

ou la premiére solution P,(7) est un polynome d’ordre n, relié avec le polynome
H,, de Hermitte-Tchebichev par:

H.(i [n/2] n—2k ]
Paln) = i"2("2!) =5 22%?(11 —am (=YD (24)

et la deuxieme solution est:

=22 [o-vrera, (25)
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ou les coefficientes A, sont définis par £L,(0) = 1. Pour que, d’aprés (22.2),

Xn(o©) = 0, a cause du polynéme P,(n), on aura que: C; = 0, et puisque:
L£,(0) = 1, la deuxiéme condition (22.2) se réduit a: X,(0) = CaLA(0) = -fnV,
d’ou: Cq = —f, V. Par conséquent, il s’.ensuit maintenant:

Xﬂ = _anEﬂ(n)a (26)

c’est a dire, a cause de (19):
up = fuV[1=La(n)] (n=0,1). (27)

De I’ équation de continuité (15) on trouve la composante normale de la vitesse
vp qui satisfait la condition d’ aspiration (16):

An
An+1

Un = Upn +

V', [En+1(71) N 1] (n=0,1).  (28)

Pour n > 2, il est nécessaire de résoudre 1’équation non homogéne du type:
An(X,) = N(n), ou la fonction N(n) s’ exprime par le produit des fonctions £, (7):

Nm) = > cij.xLi(mLi(n)-.. Li(n)

190k

Pour illustrer la méthode, voici meintenant juste le cas: n = 2. En utilisant
les solutions déja trouvées (27) et (28), I’équation (17.3) devient:

u’o + 21‘)11’2 —duy = —4f,V — 4f0V‘UP0EB+

A
3 A1V 2 ~ 2Ly + (n+ -A—")cg .
A, A,

2
Li,[:,] - 4% foVLo  (29)

et doit étre résolue en satisfaisant les conditions aux limites suivantes:

up =0, wvp=vwpy pour n= 0,} (30)
us = foV  pour n — oo.
Par I’intermédiaire du changement des fonctions:
uz — f2V = Xo, (31)
en utilisant encore la formule recurente:
k
T A W)

ainsi que les valeurs des constantes Ap:

9 ok+1
Ao=‘ﬁ, A1=12, Azk:_\/v_r

Asg_1.= (Qk - 1)!!2"" Ap =2mAgnag, (Ag=1),

(2611,
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I’ équation précédente (29) et ses conditions aux limites se raménent a:

” 8
X9+ 2T]X£ —-4X, = ﬁfUVv,,oﬁ_l
8 8 1 oB?
2 / 2 — Ty e . -4 — VL y
+ foVVv [4£0 8Lq “TE L1+ \/7_"(\/7? T])f, 1] P fo 0 (33)
X2(0) = -foV, Xa(o0)—0. (34)
Une intégrale particuliére de 1’équation inhomogene (33) est:
Xap = —if Vu,ol_y1(n) + 2f2VV'L (n)+3f2VV'£2(n)
2p Sﬁ 0¥ VpokQ—11T] 0 0 e [ 1
Leay 2 L i) B’
sfoVV Lo(m)La2(n) + f5VV ( ik L) =+ p foVLo(n) a6

et la solution homogéne de la méme équation est la suivante: X = C1P2(n) +
1 .
C2L2(n), ou: P2(n) = — i ;n Evidemment, a cause de X2(oc0) — 0, on doit

imposer que: C; = 0, de sorte que la solution générale de I’ équation complete (33)
devient:
Xa(n) = C2La(n) + Xop, (36)

ot1 la constante C; sera déterminée par la deuxiéme condition (34), ¢’est a dire par:
X52(0) = —f2V, sous la forme:

4
Cy=—-foV + Tfovvpo - 2f3vVV’

B2
—-—fUVV‘+ fOVV’+ fovv'-f’—fov (37)

En replacant (37) dans (36), on trouve ensuite de (31):
Uy = f2V[1 - £2(T]) \/—fU va0[£2 -1(0)]

+arvv[Leim+ com - (£ + 3%) L) (39)

o 2
reo(aln) + (o= = ) £-1tn)| + T foVT£on) = Lot

0 o
Enfin, de I’ équation (15): —E—% + o 0, par intégration en 7, il s’ ensuit que:

o

o
fig = e %df)+c (39)
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ou la constante C sera calculée par la condition d’aspiration (16): v, = vy pour
n = 0. 1l est possible, bien sir, de continuer ainsi de traiter les équations suivantes
(14) et (15), tenant compte toujours des conditions aux limites (16).

Par conséquent, la solution de la partie dynamique de la couche limite thérmi-
que étudiée, c’est a dire du systéme d’équations (1), tenant compte des conditions
aux limites correspondantes, y compris les troisiémes termes des séries (13), con-
formement a (5), est présentée par:

00
u=7" Y up™ =ug+uy T+ upri 4. ..
n=0

= fV[1 = Lo(n)] + fAiV[l = Li(n)]7+
+ {sz[l = L) = o foV vpalan) = Ls(+

2wy [Lexn + ot - (34 32 ) eatn) = {eatmian+

+(mn- = )| + ZpoVitatn) - Lo} 4o (40

v

Il

1 o0
;T‘ 3 vt = 2/ur(vo + 1T+ v2Ti + . ..)

n=0

= 205{ o + = oV l1 = VA - ﬁl(n)]}f+
+2ﬁ{vp1 - ‘/—fIV’ [1:2 (n) + ‘/_1; 1]} e (41)

3. Partie thérmique ...

Aprés I’introduction des solutions (40) et (41) de la partie dynamique dans
I’équation de |’ énergie (2), on obtiendra:
BT  pCp, 8T  pCp, 0T

m———e p — —
on? 7 217311 5 X or

B V(Lo — )+ +AVIE) — U+ o (42)
+4E-:\C-g{ [—vpo + TfoV(JCl + V- 1)]T+ }ng_i
- —ﬁf—i(g;) 4%5’—3—{ C3(n) + 2 faV2Lo(mEx(m)r + ... ]2

ou par analogie avec (5):

—~ s [o o]
T=#'T(#n7) = TE gpr s 3 Tyt (43)
n=0
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En tenant compte de la présence dans I’ équation (42) du nombre de Prandtl:
P = ETE’ aprés Iintroduction de I’ expression (43), il s’ ensuit le systéme suivant

d’ équations différentielles:

4 P,
T o+ 2P T} = ———Lf2V2L2,, (44)
T Cp
P,
Ty + 2P T} - 2R, T\ = —4-c—fof1V2£o£_1, (45)
P
] / aTo
T » + QP,-‘I]TQ =dP. Ty = 4P,-foV73?(l - Eo)—l—
32 F. 2
+ 4P,-vpuT6 + B—TFE;ng?UPO (—ﬁﬁ_lﬁl - nﬁ?_l)_
Pr .9,002 16 P 2 Pr .9 ,2¢.]16
- -—— aLy—==—fsVV'|—L_ 46
chpfxv Lo—— Cpfofzv L_1Lo Cpfo 1r£ 1LoLly+ (46)
+ l(—iﬁz_l - fi—ﬁz_lﬁg - Eg(?- + —1-) L.1Ly - gﬁ_lﬁgﬁl—
Ly g r\4 I g
4 5 8 (1 5, 4\, P, aB? , 2[8 .. _ 16
wﬁ'1+ﬁ(ﬁn 3#”)[""1] Cs p foV *rrJC"l 1r£-1£1 '

Toutes ces équations pourraient étre traitées soit analytiquement soit numé-
riquement pour des différentes valeurs du nombre de Prandtl dans les deux cas
caractéristiques: probleme de rechauffement ou de refrodissement et probléeme de
thermometre, definis par les conditions aux limites (2).

Pour illustrer la méthode, on va exposer par la suite juste la solution du
probleme de rechauffement ou de refroidissement pour Pr = 1, donc avec les con-
ditions aux limites suivantes:

T=T, pour =0 et T =T, pour y — oo. (47)
Or la solution homogéne de I’ équation (44), tenant compte des conditions Tp = 1
pour 7 = 0 et Top = 0 pour n = oo, est la suivante: To = Lo(n). En supposant,

ensuite, la solution inhomogene de 1’ équation (44) comme suit: Tp = CL3(n), aprés
I’introduction d’une telle expression dans I’ équation elle-méme, on aura, d’ abord:

4
9CLo(L7 0 + 29Lh) + 2CLY’ = -— VUL,
P

. . S 2

mais puisque: L7 + 2Ly = 0, Ly = —ﬁﬁ—l’ ! = —/mLq, cette équation
» , 1 e I . -

précédente nous offre: C' = = 5 2V2, et I'intégrale particuliere de 1’équation

P
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inhomogene (44) devient ainsi tout a fait déterminée. La solution générale de
|” équation compléte (44) se présente maintenant sous la forme:

1
Ty = Cilo(n) - 5~ F3V*£3(n), (48)
P

g . : ” 1
ou on trouve C; a l’aide de la condition: Tp(0) = 0: C; = %-f(?Vz. Par
p

conséquement, la solution cherchée de I’ équation (44), tenant compte des conditions
de rechauffement ou de refroidissement (47), est la suivante:

To = Too + (T — Too)Loln) + Q—i:fo"’Vz[Eo(n) ~ £3(n)] (49)

Et puisque cette expression (49) satisfait donc déja toutes les deux conditions
aux limites (47), alors le procédé de la détermination des solutions des approx-
imations suivantes est considérablement allégé. Ainsi si I’on cherche la solution
particuliére de I’équation (45) sous la forme: T} = CLq(n)L1(n), on aura la rela-
tion suivante:

4
C(L”0+ 2nLH) L1 + C(L] + 21’1 — 2£1)Lo + 2CLG LY = ~—fo V3L _1Lo.
P

Grace aux propriétés bien connues des fonctions £, tous les facteurs entre les par-

enthéses dans la relation ci-dessus s’ annulent, et il reste: C = —;—foflv? Or la
P
solution générale de I’équation (45) est ainsi:
1
T = -c—fofleﬁo(T})ﬁl(ﬂ) + C1£L1(n),
P
ou C; se trouve de T1(0) = 0: C; = cifofl‘/z. Finalement, la solution cherchée
P
de I’ équation (45) est déterminée:
1
T = c—foflvzﬁl(ﬂ)[l — Lo(m))- (50)
P

Le procédé de la détermination de la solution de I’ équation (46), ainsi que d’autres
équations issues de la série fonctionnelle (43), pourrait étre continué d’une fagon
analogue sans trop de difficultés.

4. Conclusion
Les solutions analytiques déterminées dans ce travail, présentées par les ex-

pressions (40) et (43), c’est a dire (49) et (50), peuvent servir : pour calculer les
profils de la vitesse dans la couche limite autour des corps cylindriques, pour suivre
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le phénoméne de décollement de la couche limite, et en particulier, pour étudier
I’influence du champ magnétique appliqué de I’extérieur sur les caractéristiques
de la couche limite, y compris le transfert de chaleur, d’un fluide conducteur, et
dans le cadre des hypothéses choisies. A noter, enfin, qu’il sera interessant de com-
parer les résultates obtenus ici avec ceux trouvés auparavant [3] mais par une autre
méthode d’ universalisation des équations de la couche limite.

1) Condition satisfaite en bonne approximation pour I air, par exemple, dans un écoulement
dont les vitesses ne dépassent pas 50m /s tandis que les différences de temperature dans le fluide
restent en dessous de 50° Kenviron.
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ON THE DEVELOPMENT OF THE MHD THERMAL
LAMINAR BOUNDARY LAYER WITH SUCTION

In this paper the problem of a thermal laminar magnetohydrodynamic (MHD)
boundary layer with suction developing from rest around a body is studied. The
analysis includes the case of small temperature differences, when the wall temper-
ature is constant, as well as for the small values of the magnetic Reynolds number.
Supposing a priori that the velocity of the external flow can be developed in series
of \/t, it is then shown that the various quantities characterizing both dynamic and
thermal unsteady boundary layers can be determined by a power series expansion
of v/t. Finaly, as a particular case, the thermal MHD boundary layer with suction
on a uniformly accelerated cylindrical body and for the Prandtl number equal to
unity is calculated.

RAZVITAK MHD TEMPERATURSKOG LAMINARNOG
GRANICNOG SLOJA SA USISAVANJEM
OKO CILINDRICNOG TELA PRI UBRZANOM KRETANJU

U radu se resava problem razvitka magnetohidrodinamickog (MHD) temper-
aturskog laminarnog grani¢nog sloja sa usisavanjem oko cilindriénog tela proizvolj-
nog oblika pri ubrzanom kretanju pocev iz stanja mirovanja. Analiza podrazumeva
relativno slabe temperaturske razlike izmedu tela 1 okolnog fluida, kao i male vred-
nostl magnetnog Rejnoldsovog broja. Predstavljajuci brzinu spoljasnjeg potenci- -
jalnog strujanja u vidu reda po /1, u radu se pokazuje da se u tom sluéaju razne
velicine oba graniéna sloja, dinamickog 1 temperaturskog, mogu izraziti, takode,
stepenim redovima po /1, éime se problem svodi na rekurzivne sisteme obiénih
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diferencijalnih jednaéina, sa resenjima u obliku polinoma Hermit-Cebisev-ljevog
tipa 1 integrala Gausove funkcije. Konaéno, u radu su nadena analiticka resenja
MHD temperaturskog graniénog sloja sa usisavanjem za slucaj jedini¢ne vrednosti
Prandtl-ovog broja.
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