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1. Introduction. On considére habituellement que la vitesse extérieure de la
couche limite autour d’un corps a une valeur stationnaire. Cependant, on demontre
expérimentalement que cette vitesse extérieure est presque toujours instationnaire,
en changeant en tout point sa valeur et sa direction. On peut prendre alors que
juste une valeur moyenne en temps . de cette vitesse extérieure u,. est stationnaire:

U, = #e(9,2) + Ui(s,2,1), (1)
en supposant que l'intervalle du temps 7' pour une telle opération solt assez long:
1 [T

T 'f/o u, dt. 2)

Il est donc plus exact de prévoir une composante perturbée U; de la vitesse
extérieure dans ’étude de la couche limite que de prendre des le début que la
vitesse extérieure est stationnaire.

Pour étudier le probléme posé, il est commode de présenter, pareillement au

cas bidimensionnel [1], les composantes de la vitesse dans la couche limite tridi-
mensionnelle sous la forme suivante:

u=1u+u,
v=17+ v, (3)
w=w+ wi,

ol toutes les vitesses moyennes sont définies de la méme fagon que ., donc:

U1=ﬁ1=171=151=0. (4)

2. Equations de base. En remplagant les expressions (1) et (3) dans les
équations de la couche limite tridimensionnelle laminaire en régime instationnaire,
présentées dans les coordonnées curvilignes de Hayes [2], et en moyennant, ensuite,
ces équations dans un intervalle du temps T' assez long, on obtiendra [3], pour la
partie moyenne de 1’écoulement (3), les équations suivantes:
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0w 0w 108e_, 10e _, 0w
s i el i R ™
ou:
_ 8U1 aul 3U1
QI‘UI-E?_(HIE?”‘a_n)’ (8)
1 661—2 ow Jun 1 681—2
Q2= ey 0z Y (ul Js Lk an) e1 0z e (9)
avec les conditions aux limites:
i=f=w=0 pourn:O,} (10)
=1, et D=0 pour n — oo.

Les deux composantes suplementaires du gradient de pression Q; et ()2 sont,
évidemment, déterminées par les parties oscillatoires de la vitesse (3), pouvant étre
calculées [3] du systéme suivant d’équations linéarisées dans le cas des oscillations
a hautes fréquences:

8u1 _ V32u1 _ 6U1
ot on?2 — Ot
O(eauy) | O(eqvy)
=0, > 11
Js + on )
Bwl 82w1 _ 1 661 2 2
R A Y
tenant compte des conditions aux limites:
hm=my=uw=0 pour n = 0,
w=th, w=0 pourn—»oo.} (12)

3. Cas particulier d’une simple oscillation harmonique. Dans le cas
ou l’écoulement extérieur est perturbé par une oscillation harmonique:

Uy = Uy(s, z) sinwt, (13)

ou Up(s, z) représente I’amplitude et w la fréquence angulaire d’oscillations, il est
possible, a ’aide de la méthode présentée ci dessus, de concrétiser la différence par
rapport au cas stationnaire classique.

3.1. Solution de l’écoulement secondaire. Tout d’abord, les solutions ana-
lytiques des équations (11), tenant compte des conditions aux limites (12) de
I’écoulement sécondaire, ont été trouvées [4], et ensuite, les fonctions (8) et (9),

a savoir:
1_ Ou.

_ t- 1 362
Q= 2" 3s

s L% p),

. s (14)
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ook idér o 15
] (15)

ou:

3 2
Fs(n) = [(7\/;— - %) sin % - {En cos -\/n—i] e'"/ﬂ, (16)

1 5
F3(n) = --2—6"'7‘/: + e'"/ﬁcos —%

Fi(n) = (’\/—ETI = 1) e—q/ﬂ sin \/15 + (QTI “+ 2)@"1/\/5 cos :/q-_‘—?- £ e-ﬂﬂ,

Fig. 1

Ces derni¢res fonctions (16), dépendant de la variable n = ny/w/v, sont
également présentées sur la figure ci-dessus. Contrairement au cas classique, deux
composantes suplementaires Q1 et Q- du gradient de pression, dépendant donc
ici de la variable normale n, et l'influence des perturbations harmoniques, sont
évidemment particuliérement exprimées au voisinage de la paroi du corps.

39 Calcul de Uécoulement principal. Nous allons appliquer pour traiter les
équations non linéaires (5), (6) et (7) de ’écoulement principal, ou la situation est
méme pire par rapport au cas classique, Q1 et Q> étant, en plus, fonctions de n,
une méthode itérative approchée, pareille a celle de Svec [5], utillisée dans le cas
bidimensionnel.

Considérons, d’abord, I’écoulement longitudinal, en introduisant la notion de
I’épaisseur é finie de la couche limite longitudinale. Sil’on élimine la composante
normale 7 de la vitesse de deux équations (5) et (6), par 'expression:

1 » 3(62’&)

§=——

€2 Jo Js

dn,

tirée de I’équation de continuité (6), alors on aura de (5):

9%u _du 1 0u [" O(extr) _ 0O,
(il A /o 95 dn — i, 35 - Q1. (17)

V——=1u —
dn? Js ey 0n
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D’ou, en posant dans le deuxieme membre 4 = 0, I’équation de la premiere appro-
Ximation:

dont la solution générale: iy = Cyn+C4, tenant compte des conditions aux limites:
g = 0 pour n = 0, @y = @, pour n = §, se rameéne a:
n

TR (18)

I

Ug

En remplagant, maintenant, (18), dans (17):

yaz_ﬁ = ﬁoaﬂ - i@ﬁo /n O(eatlo) dn —1u i - @
on? ds ey dn Jy Js ® Os ’
on en tire:
924 _ Ue (aﬁeé_ﬁ 6_6)n2
on?  vé3\ Os “Os
o (1u.60es 1 0Ou., 1_ 86 . 0u 1
R (5 5 20 5“%)"2 T H i 09

d’ou, par une double intégration, on va déterminer I’écoulement longitudinal.
Ainsi, la premiere intégration de (19) offre:

Ju ., (Bﬁcé*ﬁe%)nﬁ

dn ~ 3v83 \ Os ds
U (1.8 0e 68»&8 o 08) ns_ﬂ_eaﬁe
6vé3 \ ex Os gs  * 85) v s
1 v|l._ Bﬁe 2 ’U.g 362 *
=3 ;[‘Q'Ue ER Fl(’?)+g—gf;‘2(ﬂ)]+cl,

ou, tenant compte de (16):

Fi(n) E/ﬂ(n) drp-= —ne"’"ﬁcos—nﬁ

+ \/56'"/‘/5<2 sin % — cos %) + ?e"’ﬁ,
Fa(n) = / Fa(n)dn = —%ne“"’ﬁcos % + ?e"wﬁsin %

Et par une deuxiéme intégration, on obtient:
u du a6
U= = ( 26— ﬁe——) n4

12063\ ds Js
U, [ U.d Oeq du, _ 66) i 14,00 ;
_241163(62 ds +663 Yos )" T2 as

1[1_ da, [ = u? gey [ *
-2l5n%e [Fian+ 25 [ Fawan| +cin v
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ou:
* \/i k .
—_ Ve . -n/V2 /T B e YAv5 L n_
]Fl(ﬂ) dn 5 e (cos\/i sin \/5) e (431nﬁ+cos 7
- %e—nv’f,

/ I’:"g(n) dn = \{En -n/V? (cos 7 — sin %) - e_"/ﬁ(sin % - %cos —\;_5)
A D’aide des conditions aux limites:
@ = Opour n =10 et i=1u, pourn =274,
on trouve les constantes d’intégration:

Cl—-( E%ﬁ.}.iii%ﬁ.F 1u665+§l%+ll?ﬁ@2)ae
24 s v 24ey 0s v 24 v Os 4w Os 2w e Os

C,,:_§ﬁ_"%__1_lﬁ_eaez

3 4w s 2wey 0s’

de sorte que I’écoulement longitudinal principal devient ainsi tout a fait déterminé:

_(a-ﬁ_a_eaezg .6 06 ( Y108 8% (n)’
" Os v eq 0s v v 0s )\ 6 2 05 v \¢

(1 11 du. 62 1 4, 0e6%2 14606 310u. 11u, 882)

I#

£l

24 9s v 246263V+24v83+4w63 2w ey Js

+ ]. 1 aue —_n 2 —n Lv‘/(?.l/ Slnn i cosn
2w 0Os V V 2”
+e'"V“/(2”)(4sinn\/i+cosn\/21) + -e_n 2w/y}
1 u, Oes w g, Vel (2v) =
+JE_2- 65{ 1/_ sinn ———cos =
4 e—n\/w/(2l‘l) sinn i + —COSn i)_
20 " 2 2v

31617.3 11‘!_1.3682
y o a1 (20)

Pour calculer I’écoulement moyen principal global, il faut trouver encore la
composante transversale de la vitesse. Le procédé est semblable au précédent.
Apres avoir éliminé ¥ par 'intermediaire de I’équation de continuité, on tire de (T):

Pw _dw 1 ["0(erut) 1 6elﬁ2+ 1 361 :

Mo = e o dn — —

on? ds :6q Jg o008 e1 0z e1 Bz " ~ Qs

En posant dans le deuxiéme membre que & =0 et w = 0, on obtient I’équation de
la premiere approximation:

(21)

Vaztf)g 2 1 361 _.2
on? e 0z
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. i = 1 1 0e
dont la solution générale: w, = L a2n?
conditions:

ua;n* + Cin + C», tenant compte des
2ve, 0z

wo =0 pourn=020 et
se ramene a:

wy=0 pourn=34,

G = L1 O 4i8? 2)2_(9)
0= e 0z v ) 5§/

(22)
\

Il est a souligner que, d’aprés Prandtl et Gruschwitz (6], les deux épaisseurs lon-
gitudinale et transversale de la couche limite peuvent étre considérées approxima-
tivement les mémes: §, = §, = §.

A laide de (18), on trouve de (6):

__1(/_06 Oa,_ w.60er) [n)’

U= = feqm — —06 - ——1](=) , (23)

2 ds  0Os es Os )
de sorte que la deuxiéme approximation de ’écoulement transversal est, main-
tenant, définie par I’équation suivante:
*w _ _ 0wy _ 0wy 1 ey _,
v 5 = Ug—; =+ Vg 0
on? Js

on ET@_zUO—Qz
ou bien:
*w 1 [(2a?0u,de; @3 9%, 43 Oeq Oey 3 _ g2
on? 21/26(61 Jds 0z Zm—ga_sﬁ?)(" = 6n)
1 @20e 06 , 1 a3 Ge; 85 426 Oey du.
—maa—zfﬂn + 4p242 (Z 3z 0s e, 0z 0Os
#ﬂi(?_elnaeg)mns 5n?) — u? 10e; , 1

(24)

ey ea 0z Os

n®— —
véle; Oz VQQ’
d’ol, par une double intégration, et tenant compte des conditions aux limites: @ = 0

pour n = 0 et w = 0 pour n = §, on aura la solution suivante pour ’écoulement
transversal principal:

w1 (aeaﬁ (&gﬂf +(aae§f) ﬁeaeléz)
5:—:16 v Os ey 0z v

s v

e, 0z v
i, Oey 62\ [ 1, Oe; 62 i, Oey 6%\ [ @, Oey 62
- (557) (ZWF} - (EEV} (5“8—? v)
- (ﬁe?ﬂ-ﬁj) - 3%#336:;%)] (2)5
1 0s v )\ ¢ Oei/ds v )
1 @696\ (u.606)\ (i, Oe; 62 1 [, dey 62\ [ Ou, 62
“[ 6 v 5‘)( v EE)(ZE?)J’E(ZE"J)(% :)
1 [, Oey 6%\ [ 1. e, 62 1 (@, Oey 6%\ [ u, Oes 62
- 2_5(73773?7) (Zé_z?) - 5(5—677) (e_{ ds 7)
1 /4, Oe; 6°
+§Z(

Eelazu )

_____) (ﬁ@%d@s@zﬁ) 4 1 (&Qe_l_f) n\*
ey 0s v dey/ds v ]
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o[ (88) (28) | 3 (000) (6 l)

80\ v Os e1 0z v 80\ Js v e; 0z v

1 [ i, ey 62\ [ 1. Oey 62 1 [, 8ey 62\ [ . Oeq 6°
" @<Z—6‘?7) (ETT??T) i m(ﬁ??) (5—3?7)
P (B P) (5008 (, Pl

12\ e, 0z v 60\ e, Os v ° Oey/ds v
s l(lisai)] (E) + l(l?gaﬂ)

4 \we dz ) 4\we; 0z

17._15 361 —l')['\/i . n 1 _nﬁ .
B R Nl 5 1 o ] 25
(wel 62)(6 Sm\/i+4e (25)

Il reste encore de déterminer 1’épaisseur 6 de la couche limite pour pouvoir
utiliser, ensuite, les expressions (20) et (25), pour le calcul de la couche limite
moyenne principale. Dans ce but, on peut profiter la condition sulvante:

d’oi1, aprés I'introduction de (20), I’équation différentielle telle que suit:

1 ., 304 14, dea/ds] ,
Tk +8'a?[1 E?;aa,,/as]' = Q5= (27)
ou:
52
31 8ﬁe Tl Ue 663
W 2) =Lt gt e e s (29)

L’équation différentielle (27), étant linéaire, peut étre intégrée, analytiquement
ou numériquement, pour chaque corps particulier, en sachant les fonctions (s, z)
et es(s, z), afin de déterminer f, c’est & dire, §, d’apres (28).

3.3. Cas d’une sphére dans un écoulement extérieur perturbé par une oscilla-
tion harmonique. Dans le cas d’un écoulement a symétrie de revolution, la com-
posante transversale de la vitesse est identiquement zéro: w = 0, et il ne reste que
la composante longitudinale, présentée par la solution déja trouvée (20).

Pour une sphére de rayon R, par exemple, les fonctions @, et e; sont bien
connues:

4 i 8 .
W = §Uoosm§, 62=r=Rsm-;—2,
de sorte que la fonction Q(s) (29) se calcule facilement:
15 Uso
Q(s) =1 L] Uon cos —
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Fig. 2

Alors I’équation (27) se ramene a:
3 . B  § s . 15 U s
(ﬁUoosm-}-%-)f +(27cosﬁ)f_l+§-ﬁ;cosﬁ, (30)

et peut étre intégrée analytiquement par la méthode de la variation des constantes.
On trouve, d’abord, la solution homogene:

ou
df 8cos(s/R)d B 8d(sin(s/R))

f  Rsin(s/R) °= sin(s/R)

sous la forme suivante: 5
f= C(sin %) , (31)

d’ou, en différentiant:
s\™° 8 s\ ? s
=" (sin E) - EC(sin -E) cos —,
et, en remplagant dans (30), on aura:

C' = L sini ?—1--gg sins 7coss
_3UOo R Rw R R’

dont la solution est:

C~——5—sin.8i-1--3—g£ —sinﬁ—s—-cosi—gsin‘*-s—cosi-{-gcosai—2—4c0 ki
=2 R, RUPR 5 T RPR"5°* R 3R/

Enfin, en rapportant cette derniére valeur de C dans (31), on obtient:

62 5 e 2R —sin® £ cos S 63i 4 S s
v 2w 20 SRR

& AR B B TR

+§ cos® % - %Ecos —;—3) sin~® % (32)
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étant donc la solution de 1’équation non homogéene (30), c’est a dire, la distribution
de D’épaisseur de la couche limite (sauf tout pres du point d’arrét en amont) en
fonction de la distance s du point d’arrét antérieur et de la fréquence w d’oscillations
harmoniques dans I’écoulement extérieur autour d’une sphere (fig. 2).

Le point de décollement de la couche limite vérifie la condition:

Jdu
(6—1'1) n=0 s 0’

cest A dire, en y remplagant la solution (20), trouvée ci-dessus, et tenant compte

de (28):
1+-1_ 6_1_2?_ +L Eiif_‘é_z. +_1_ ueb 06
24\ ds v 24\ r ds v 24\ v Os

3194, 11 dr o s
4w Os 2w rds Vovw 0s

Cette relation donne la possibilité d’étudier en détail influence des perturba-
tions extérieures harmoniques sur le décollement de la couche limite. En n’entrant
pas, pour l'instant, en détail, on va utiliser comme la mesure de 1’épaisseur de la
couche limite la relation bien connue: § ~ \/2v/w, dans I’équation précédente,
juste afin de juger qualitativement cette influence de la fréquence des perturbations
extérieures sur la position du point de décollement:

g
2

41 0u, 7 1 u.ar

i SIS =
"+3u Js 12w r ds

En tenant compte encore des expressions analytiques des fonctions i.(s) et 7(s)
pour une sphere, citées ci-dessus, il s’ensuit que le point de décollement sur une

sphére est déterminé par:
s 94 16 R
= =4 ——w.
R 23 Vs

D’ou, tout d’abord, 6 = 81° pour w = 0, ce qui correspond assez bien a la valeur
bien connue (f = 83,5°) dans le cas stationnaire [7]. Et ensuite, il est évident de
I’expression précédente, que le point de décollement se déplace vers I’aval (f croit) le
long de la surface de la sphere, en présence de w, ce qui est une indication préalable
et une confirmation qualitative du phénomene classique que le point de décollement
turbulent glisse plus vers I’arriére (6 ~ 110°) par rapport au point de décollement
laminaire.

A noter, enfin, qu’il enst possible de faire une généralisation dans le cas ou
la vitesse extérieure contient un spectre d’oscillations harmoniques des différentes
fréquences k -w (k =1,2,3,.. R o

U, = te(s,2) + Z Uok (s, z) sin kwt,
k

en suivant la méme méthode, utilisée dans cet article, en principe.
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ON THE THREE-DIMENSIONAL LAMINAR BOUNDARY LAYER
WITH A RAPIDLY OSCILLATING EXTERNAL FLOW

In this article the three-dimensional laminar boundary layer with a rapidly os-
cillating external flow is discussed, because the problems in which the oscillations
are superimposed on a stream are much more important in applications. Contain-
ing the supplementary components Q; and Q- of the pressure gradient, depending
even of the normal coordinate n, the mean flow in our case differs considerably
compared to the classical steady case. First, an approximate method to calculate
both longitudinal and transverse velocity components of the mean flow is estab-
lished. Then the method is applied to study the boundary layer (velocity, thickness,
separation) on a sphere.

O PROBLEMU TRIDIMENZIJSKOG LAMINARNOG
GRANICNOG SLOJA SA SPOLJASNJOM
BRZINOM PERTURBOVANOM VISOKO-FREKVENTNIM OSCILACIJAMA

U radu se izlaZe jedan pokusaj resavanja ovog problema, posebno vaznog
za praksu. Najpre se dokazuje da u sluéaju ovih visoko-frekventnih oscilacija
u spoljasnjem strujanju, gradijent pritiska u sluéaju tridimenzijskog laminarnog
graniénog sloja dobija jos dva dopunska ¢lana Q; i @2, dosta komplikovane struk-
ture, zavisna ¢ak 1 od normalne koordinate n, sto &ni bitnu razliku u odnosu
na klasi¢ni stacionarni slucaj sa vazeéim Prandtlovim pretpostavkama. Zatim se
predlaze jedna priblizna metoda proracuna obe (poduzne i transverzalne) kompo-
nente prosenog (vremenski osrednjenog) strujanja u graniénom sloju. Konaéno,
metoda je primenjena za proracun graniénog sloja na sferi.
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