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NATURLICHE MHD—STROMUNG AN EINER SENKRECHT
STEHENDEN GEHEITZTEN PLATTE

V. Saljnikov, Z. Bori¢i¢, D. Nikodijevi¢

(Eingegangen am 24. 6. 1987.)

Man utersucht die ebene laminare Grenzschichtstromung einer inkompressiblen
elektroleitenden Fliissigkeit, welche bei freier Konvektion in der Nahe einer senkrecht
stehenden geheitzten Platte mit beliebiger vorgegebenen Temperatur— bzw. Warmes-
tromverteilung lings ihrer Oberfliche und unter dem Einfluss des quer zur Platte
wirkenden magnetischen Feldes, entsteht (Abb. 1).
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Die Ausgangsgleichungen des betrachteten Problems, nach der iiblichen Einfilhrung
der Stromfuntion ¥ (x,y), wie bekannt lauten
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und mit entrsprechenden Randbedingungen

a. y=0:wy=wx=0; T=T, (x),y=°°:¢/y=0;T=T°°,

2
b. y=0:t,by=wx=0;?\(Ty)w =qw(x),y=°°:|,by=0;T=Tm, @)

wobei der Fall a. beliebiger Temperaturverteilung und der Fall b. belibieger Wirmestrom
verteilung lings der Wandoberfliche entsprechen.
Hier bedeutet:
X,y —lings der Wand, bew. quer zur Wand gemessene Koordinaten,
v —kinematische Zahigkeit,
B — Wimeausdehnungszahl,
g — Erdbeschleunigung,
T — Flassigkeitstemperatur in Grenzschicht,
T — Flissigkeitstemperatur ausser Grenzschicht,
a  — Temperaturleitfihigkeit, -
cp —spezifische Wiarme,
o  —elektrische Leitfahigkeit,
B — magnetische Feldstirke,
p  — Dichte,
T,, — Wandtemperatur,
A — Wimmeleitzahl,
q,, — Warmestrom an der Wand.

Als Losungsverfahren fur das Gleichungssystem (1), (2) wird die in [1] entwickelte
und in [6] vervollkommnete Methode der sogenannten verallgemeinerten Ahnlichkeit
[2] verwendet. In die Gleichungen (1), (2), nimlich, werden, zunichst, dei Transfor-
mationen G
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eingefiihrt, mit: 6 =8 (T,, — T,,)im Fallea.und 6§ =8¢ /X imFalleb,, (4)

wobei man S als Warmefunktion bezeichnet und a, b vorlaufig die willkiirlichen Konstan-

ten bedeuten.
Anschliessend werden die Ahnlichkeitsparameter, der in [1] definierten Parameter-

mengen
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als auch, der den Einfluss des magnetischen Feldes enthaltenden Parametermenge
k-1

N T d N

k dxk -1

, (6)

als neue unabhingige Verinderlichen verwendet. Die Rolle der charakteristichen ”Dicke”
& spielt dabei die Grosse

6 = Jod. Sdy, (7)
0

welche, vermittels de Transformationsformeln (3), lautet

1

1
= - — X
5¥=v? (g0°) “(afoO

s
0

1

*~'ax)*B mit B=[ ®,5dn. (8)
0

Fiihrt man, nun, die Parametermengen (5), (6) in das durch die Bezeihungen (3),
schon vorher, transformierte Gleichungssystem (1) (2) ein, so erhilt man die, bis auf die
Prandtlsche Zahl Pr einer speziellen Fliissigkeit, universellen Gleichungen de s betrach-
teten Problems
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mit entsprechenden Randbedingungen
n=0:<i>=¢'n=0; S=1, n =c: <I>,n =0; §=0, (10)

wobei die Bezeichnungen Rg; R }: ; A folgenden Rekursionsformeln

R, =[(k — DN +EN TN+ Ny i R =[(k— DN HEMIN N 5
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=[Gk - DA (= M g+



86 V. Saljnikov, Z. Bori¢i¢, D. Nikodijevié

entsprechen.
Fir die witeren Betrachtungen, ist es notwindig, aus den Gleichungen (9), durch
Integration jedes einzelnen Gliedes nach der Verinderlichen 7, und zwar von 0 bis o, die

entsprechenden Mittelwerte zu bestimmen. Die auf diese Weise erhaltenen Integral
beziehungen lauten
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wobei die Grosse B, bzw. die charakteristische Dicke 8; vermittels der Formeln (7), (8)
schon definiert sind aun die neuengefiihr ten Bezeichnungen 4 und C folgenden Aus-
driicken

% %k
) B g & )
A= e = J ®pan; C=—r= [ Sdn, (13)
0 0

§

entsprechen.

Die Gleichungen (9), welche auf der rechten Seiten je drei unendlichen Summen
enthalten, werden in zweiparametriger, einmal lokalisierte Ndherung, d.h. unter folgender
Voraussetzung

7\1 # 0, A, = ?\3=...=0;
g #0; go=g=...=0; 0/3g; =0, (14)

und mit unverinderten Randbedingungen (10) numerisch gelost. Sie reduzieren sich, also,
auf die folgende Form

L2 a0 =250 100 - —[28%+(1 - Dn 0% +
(i} +E;-[Za (_4)1] 7771—34[2 (_2) l] n
pso B s =— DAY (@@, ~®y & ) (15)
B? gt M TN T T
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Es ist, daher, zweckmiissig, die entsprechenden Integralbezie hungen (12) in gleicher
Niherung zu betrachten. In diesem Fall, nimlich, lauten sie folgendermassen

BN E) + s o BY B n]A+ B (e, 8r)
’ llgl B4 4 4 1 Bz ’ I:gl
TR b
W17 i — e B4 A)\l i (16)
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und legen die fiir die weitere Integration notwendige Abhingigkeit A% =T, g1) fest. '

Fiir numerische Integration des Gleichungssystem (15), (16) wur de die auf dem
Differenzenverfahren mit implizitem Schema beruhende Methode — sogenannte ”Progon-
ka” [3], bzw. ”Tridiagonal Algorithm” (TDA), — verwendet. Die entsprech den Berechun-
gen wurden auf Rechenanlagen IBM 360 und 370 durchgefiihrt, wobei man als Anfangs-
punkt denjenigen wihite, der mit dem Parameterwert A\, = O festgelegt ist. Von dieser
Stelle (s. Abb. 2)
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hat man dann fir den Luftfall, dh. fir Pr = 0.72 und fiir einen festen Parameterwert
& = const., nach rechts bis zum mit A¥ = 0 definierten Punkt und nach links bis zum
Punkt mit d1mes10nlosem WandwarmestromS (0; Ay, g1) =0, schrittweise integriert.

Dabei sind die bis jetzt als willkiirlich gelassenen Konstanten a; b so gewahlt, dass
sie die Lage der Tangente an die Kurve A% = Af (\,,; g) im Anfangspunkt (A; = 0)
bestimmen. Auf di se Weise erhielt man die Werte, die fiir die ausreichende Genauigkeit
der universellen Losung des Systems (15), (16) sorgen. Die zweckmissige Auswahl dieser
Konstanten trdgt, nimlich, wie aus einer frilheren Arbeit [4] bekannt, der erwihnten
Genauigkeit seht wesentlich bei, was bei der Anwendung der gewonnenen universellen
Losung auf die konkreten Stromungsfialle und anschliessendem Vergleich mit den
exakten Resultaten sehr deutlich festzustellen ist.

Man soll bemerken, dass es vorlidufig gelungen ist, die angegebenen Berechnungen
nur fir die verhdltnismissig kleineren Werte des Parameters g, , d.h., wenn man die
elektrische Leitfihigkeit o der betrachteten Flissigkeit als konstant voraussetzt (o =
const.), nur fir die schwicheren magnetischen Feldstirken B, durchzufiihren. Man konnte
aber, schon dabei, die eindeutige Entwicklungstendenz der dimensionlosen Geschwin-
digkeitsverteilung ®p, bzw. der Wirmefunktion S feststellen, welche sich aus fogenden
Abbildungen: 3,4 und 5 leicht zu erblicken lassen.

dan il
N AN

Abb. 3

Namlickzundchst ist auf der Abb. 3,4, 5 der Charakter der Geschwmdlgkeltsvertellung )
im Falle der konstanten Wandtemperatur (7,, = const.), also, des 8’ =0, bzw. \; = 0,
dargestellt, und zwar bei einem willkiirlich ausgewihlten Werte des Parameters g, =0.01,
bzw entsprechender magnetischen Feldstirke B.

Aus dem weiteren Vergliech, aber, dreier solchen Geschwindigkeitsverteilungen,
dp, welche, fir die Parameterwerte: g, = 0, 0.001 und 0.01, und zwar in der Wandniihe,
bei einem zweckmaissigen Massstab, auf der Abb 4, dargestellt sind, geht hervor, dass die
Steogerung der Magnetischen Feldstitke B die Verminderung der dimensionlosen
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Geschwindigkeiten ®y hervorruft, womit auch die dimensionlosen Geschwindigkeits-

gradiente in der Wandnahe (Pyn)o, bzw. die entsprechenden Wandschubspannungen
7, sinken.
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Abb. 4

Was betrifft, aber, die Verteilung der Wirmefunktion S, kan man auf Grund von
Abb. 5 festellen, dass die Werte dieser Funktio mit der Zunahme der magnetischen

Feldstirke B, steigern, wobei die dimesionlose Warmestrom an der Wand Sy, sich, auch,
vergrossert.
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Die fir den Luftfall, d.h. fir Pr = 0.72, und beim Parameterwerte g, = 0.01
berechneten universellen Verteilungen sind auf der Abb. 6, als Funktionen vom Para-
meter A; graphisch dargestellt; und zwar, die Verteilungen der durch die Formeln (7),
(8), (13) definierten dimensionlosen “Dicken” A;B; C, dimensionloser Wandschub-
spannung Ppp (0; Ay), als auch der auf Abb. 2 schon gezeigten dimensionloser Wand-
warmestrom Sy, (0; A, ) und der Beziehung \§ (A, ).
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Auf der Abb. 6 ist, ausserdem, als einzelne Kurve die Verteilung des Ausdrucks
A, /B* aufgetragen, welcher sich, vermittels der Formeln (5), (7), (8) in folgender Form

X
?\ ad' 78" de
1 0

darstellen ldsst. Diese Beziehung spielt wie bekannt aus [6] die verbindende Rolle,
zwischen den universellen vertafelten Resultaten und der in der rechten Seite von (17)
-enthaltenen specziellen Verteilung ¢ (x) eines konkretes Stromungsfalles. Fiir einen
festen vorgegebenen Koordinatenwert x,, namlich, wird die rechte Seite von (17) eindeu-
tig bestimmt und damit auch die linke Seite, welche man als Anfang wert (), /B*), fiir
die weitere Emittlung aller anderen berechneten universellen Grossen: (®pp)o , (Sp)o, 4o,
By, Coy verwendet.

Vermittels der auf der Abb. 6 strichweise eingetragenen Linien und durch die mit
den Pfeilchen angedeutete Reihenfolge der graphischen Konstruktion, wird dieses
Verfahren noch plausibler gemacht. Diese Kosntruktion, aber, kann selbst, im Falle not-
wendiger schnellen Berechnung, mit dem Ziel der Orientationswertebestimmung, als
entsprechendes graphisches Verfahren zur Ermittluuniverseller Grossen, im zweckmiis-
sigen, auf der Abb. 6 gestalteten Nomogram,auch betrachtet werden.
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Man soll noch betonen, dass damit die nachtigliche Integration der zweiten
Integralbeziehung (12), in jedem specziellen Stromungsfalle betrachtetes Problems,
welche bei der Anwendung des in [1] dargestellten Verfahren unentbehrich ist, in
unserem Falle vollig unnotig wird.

Sind, nun, auf beschricbene Weise, die universellen Grossen: (Pnn)o, Sno, Ao,
By, C, bestimmt, so lassen sich die einem konkreten Stromungsfall entsprechenden
charakteristischen Grenzschick grossen: (Tw)o, (@w)o> (680, (6**)o, (85)o> grundsét-
zlich schnell un einfach berechnen.

Und zwar, vermittels folgenden Formeln
ol b 1
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0

e
0@ 6" dx) *(Sp (18)
0

wobei die ersten zwei aus entsprechenden Definitionsausdriicken, durch Einfilhrung der
Transformationen (3), abgeleitet sind, wihrend die letzten drei, aus Beziehungen (8),
(13), direkt folgen.

Im Ziele des Genauigkeitsvergleiches berechneter Losungen mit denjenigen,
erhaltenen in [1], wird, als Beispiel, die natiirliche Grenzschichtstromung, auf beschrie-
bene Weise untersucht, welche auf einer senkrecht geheitzten Platte, bei folgender spe-
zieller Temperaturverteilung

6 (x) = sinx, (19)
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lings ihrer Oberfliche entsteht, wobei die Wirkung des magnetischen Feldes fehlt, d.h.
B =0, bzw. g; = 0 ist. Dieser Fall wurde in unserer frilheren Arbeit [6], bei der
Untersuchung der analogen magnetfeldlosen Grenzschichtstromung, behandelt. Die,
dabei, unter anderen Resultate gewonnene, und hier, auf der Abb. 7, graphisc dargestellte,
Wirmestromverteilung (Kurve 2) vergleicht man sowohl mit der exakten, in [5],
berechneten Losung (Kurve 1), als auch mit den, in [1], erhaltenen Resultaten (Kurve 3).
Aus dieser Geneniiberstellung folgt, dass die Kurve 2 sich mehr als die Kurve 3 an die
Kurve 1 annihert, dh. exakteren Resultaten entspricht. Diese Tatsache rechtfertigt, im
Vergleich mit dem in [1] entwickelten Verfahren, die in dieser Arbeit eingefithrte method-
ologische Verbesserung. Nimlich, sie driickt sich durch die, schon friher, erwidhnte
Eigenschaft aus, dass bei diesen Berechnungen keine Notwendigkeit fiir die nachtrigliche
Integration der zweiten Integralbeziehung (16) besteht, was, einerseits, der Resultat-
engenauigkeit beitrigt und, andererseits, dei praktische Anwendung des Verfahrens
bedeutend beschleunigt und vereinfacht.
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ECTECTBEHHOE MI'/1—-TEYEHUWE HA BEPTUKAJIBHOM HAT'PETOM
IMJIACTHUHE

Hccnenyercs m10ckoe NSMHHAPHOE TE€YEHHE B MOTPAHUYHOM CJIO€ 3/1eKTPOIPOBOISAILIEH
HEC)KHUMAEMOM KHIKOCTH, BO3HUKIIEE BOIM3N BEPTHKAILHON HArPETO! MIACTHHBI, BCJIEIC-
TBHH CBODO/IHOI KOHBEKLHH C IPOM3BOJILHBIM paclpeiesieHHeM TeMAepaTyPhl WX TenI0BO-
ro mOTOKa MO €€ TMOBEPXHOCTH M TNOA BIMSAHUEM NEPNEHAMKYIAPHO K TMJIACTHHE
NEHCTBYIOILETO MarHMTHOT O noss, npHyéeM s pacyeTa  NPUMEHSeTCS
NOJTHNMAapaMeTPHYECKHI METO NpPEIsIOXKEHHbIH B padoTe. BbiBeneHHblE yHHBEpCAILHbIE
nuddepenLHanbHble ypaBHEHHS pacCMaTPUBAEMOii MPODIIEMMBbI PELIAIOTCA YHCIIOBBIM CIIO-
codbom Ha DLIM, B ogHONApaMeTPHYECKOM MPUDIMKEHHH, TOCPEICTBOM METO/a KOHEUHbIX
pa3HOCTel, NpUYEM HaJ PacCYMTAHLIMH M rpadHUYecKH MpeacTaBIeHHBIMH pe3ylbTaTaMH
NPOU3BOAUTCS aHAJIH3.
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PRIRODNO MHD—STRUJANJE NA VERTIKALNOJ ZAGREJANOJ PLOCI

Razmatra se ravansko laminarno strujanje u graniénom sloju nestidjivog elektro-
provodnog fluida, nastalo, u blizini vertikalne zagrejane ploe, usled slobodne konvekci-
je, sa proizvoljnom raspodelom temperature odn. toplotnog fluksa duz njene povrdine, i
pod uticajem magnetnog polja, koje dejstvuje upravno na plocu, pri Cemu se za prora-
dun koristi vieparametarska metoda razvijena u radu. Izvedene univerzalne diferencijal-
ne jednadine posmatranog problema resavaju se numeri¢ki na racunaruu jednoparame-
tarskom priblizenju, posredstvom metode kona&nih razlika, pri ¢emu se sraCunati i gra-
ficki prikazani rezultati analiziraju.
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