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(Eingegagen am 9. 10. 1986.)

Die Theorie der magnetisch-hydrodynamischen (MHD) Grenzschicht wird in der
letzten zwanzig Jahren schnell entwickelt. Man erforscht die Ebenen-und Raum-
probleme der Grenzschicht mit verschiedenen phisykalischen Charakteristiken de
Fluidums [1, 2, 3, 4, §, 6].

In dieser Arbeit, zwecks der Bereicherung dieser Theorie, wird die Ebenen —MHD—
—Grenzschicht des inkompressiblen Fluidums erforscht. Das anwesende Magnetfeld ist
senkrecht zum Korper, den das Fluidum umstromt, und ruhig in Bezug auf den Korper.
Das dusscre elektrische Feld wird vemachlassigt. Von der Menge der Naherungsmethoden
wird hier, zur Losung des beschriebenen Problems, die Variationsmethode mit verschwin-
dendem Parameter genutzt [7].

1. Die Gleichungen des betrachteten Problems
Zur analytischen Losung des Problems ist es notig, die Gleichungen zu haben, die

es mathematisch beschreiben. Das Problem, das in diser Arbeit erforscht wird im
artesischen recht winkligen Koordinatensustem durch die Gleichungen [8].

du  du 1 dp u oB
i —w T . B e u

dx 9y p dx ay? 0
ou . 0 = an
dx Ay ’ '

und Randbedingungen
u =0, =0 fir y=0
u—>U(x) fiir y > ™ (1.2)

beschrieben, wo die fiir die Theorie der MHD—Grenzschicht gewohnlichen Bezeichnungen
verwendet wurden. |

In der Arbeit nimmt man weiter fir die Anderung der elektrischen Leitfihigkeit
die Voraussetzung [6]
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v ou

0= gy——— 13
s (1.3)

Mit der Anderung der elektrischen Leitfahigkeit in der Form (1.3) transformiert man das
System der Gleichungen (1.1) in die Form

du ou 1 dp 0% u vN du
u— +9—=—- — — s s [ —
0x dy p dx 9 y? U oy
ou . av_o (14)
ax oy ’ '

wo N = 0o, B?/p — die Magnetzahl ist. Wenn man in den Gleichungen (1.4) den Gradient
des Drucks durch den Ausdruck
1 dp dUu
L S (1.3)
p dx dx

ersetzt, werden dieselben in die Form

du ou dl 0%u v N du

g =gl S [ = & ==~ == j ==

dx oy dx o y? U oy
ou av
- (1.6)
ox o0y

transformiert.

Zur Losung des beschriecbenen Problems, also, ist es notig, das System der
Gleichungen (1.6) mit Randbedingungen (1.2) zu 16sen. Wie schon am Anfang gesagt
wurde, wird in der Arbeit zur Losung der Gleichungen (1.6) mit Randbedingungen (1 2)
die Variationsmethode mit verschwindendem Parameter [7] verwendet werden.

2. Die Variaionsdescription betrachteten Problems

Damit man das Problem mit der Variationsmethode 16sen konnte, ist es noting, es
variationshaft zu formulieren, d.h. in ein Variationsproblem zu transformieren. Zu diesen
Zweck wihlt man die Lagrange—Funktion in der Form

1 ou , ou odu vN Ou odu dU du
L= {ml—af—) #0— —t—a— — U~ — )~
2 0x ox ay U ox ay dx 0dx
—— ()" p(— +— 2.1
: (ay)} HGE S (2.1)
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wo m—der verschwindende Parameter und u (x, y)—der unbekannte Multiplikator ist. Das
entsprechende : Aktionintegral hat die Form

ofri=

X

=

fioekidx Wiy (22)
0
Die Bedingung der Stationaritit des Aktionsintegrals

61 =0 (2.3)

wird durch Ausnutzung der Kommutativitit des Differenzierens und Variierens und der
Naturrandbedingungen fiir beliebige Werte der Variationen du und 69

oL oL
s il Y R Asip =0 (24)
u
g gf——
(ax) = (ay) yrm

ins System der Euler—Lagrange—Gleichungen transformiert: *

oL i oL 0 oL i
ou 0x ou ¥y ou ’
d5T5) L
dx oy
oL a o L 0 oL
0 0x 09 y v
() ()
) oy
oL 0 oL 0 oL
R T TR P (23)
u x n y M
=3 gl
dXx oy

Durch Eintragen der Lagrange — Funktion (2.1) ins System der Euler—Lagrange—
—Gleichungen (2.5) und durch Ubergang auf den Limes m = o wird dieses System ins
System der Gleichungen (1.6) transformiert. So wurde, entsprechend der Variations-
formulierung mit verschwindendem Parameter [7], das Problem mittels Aktionsintegrals
(2.2) mit Lagrange—Funktion in der Form (2.1) variationshaft formuliert. Also die
Losung des mit den Gleichungen (1.6) und Randbedingungen (1.2) beschriebenen
Problems wurde in die Losung der Variationsaufgabe, gegeben durch das Aktionsintegral

(2.2), transformiert.
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3. Die Bestimmung der Naherungslosung

Zur Losung dieses Variationsproblems nutzt man die Methode von Kontorowitsch
[9]. Zu diesem Zweck setzt man die Loangsgeschwindigkeit u (x, ¥), die Quergesch-
windigkeit ¢ (x, y) und den Multiplikator u (x, y) voraus, in der Formen

ux,y)=Ux) o), 90(x,y)=g(x) H(f) —j (x)R (f),
p(x,y) = k(x)Q() (5.}

wo f=y/h () und i (x) — die Grenzschichtdicke sind.
Die Funktionen ¢ (f), H (f), R (f) und Q (f) werden so gewihlt, dass sie, wegen der
zweiten Gleichung des Systems (1.6), den Relationen

H(f) =[f ¢ df+ci, R(f) =[ ¢ df+C, (3.2)
. do
entsprechen, wo €y und (', Integrationskonstanten sind und ¢ =—d— Durch Ausnutzung

der Randbedingungen (1.2) kommt man zu den Randbedingungen ¢, H und R in der
Form

¢ =0, H=0, R=0 fir f=0,
¢ =1 fir f=1. (3.3)
Mit den so vorausgesetzten Komponenten der Geschwindigkeit und des Multipli-

kators bestimmt man die aus dem Ausdruck (2.1) reduzierte Lagrange — Funktion in
der Form:

L, ={ L O — Ay — g0 2 o 2
=i m|— - Vi - — — (A, — — +
1 [ 3 7 9 —8UAs i 11 2

I U3A dh)z hU(dU)z(lA ) )+UdU( 2, )
+ — — e, Y e - - —(gd, — +
2 h P Cox de’ 20t e dip TS
NdU 1 v UzA -x/m+k(dU By L U.dh VAre (3d)
+ —_ - — — e — h — - U — .
v T s] > 7 12} e ] 13 g dx 14

wo die Beiwerte A; mit folgenden Ausdriicken gegeben sind:
1 .. v
A, = [ df,Ay= [ ¢¢* fdf, Ay = [ ¢¢* f* df,
0 0 0

1 : 1 s 1 . 1 L
As = [ Hoddf, As= [ HO* fdf, A¢= [ Reoodf, A, = [ R¢*fdf,
0 0 0 0
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bty gy 1 1\
Ag= [ 0°¢df, Ao = [ ¢9* fdf, Ayo = [ ¢df, Anx = [ ¢fdf,
0 0 0 0

)

% 1
¢* df, Avs= | ¢Qdf, A1a = [ 00fdf. (35)
0

0

Ay =

ck_}k—l

Das entsprechende reduzierte Aktionsintegral des betrachteten Problems hat

folgende Form:
l

Iy = F L dx (3.6)
*q
Die Bedingung der Stationaritit des reduzierten Aktionsintegrals
61, =0 (3.7)

mit Befriedigung der Naturrandbedingung

oL
Shcos BN Y =0, (3.8)

a(zx‘) x=1

transformiert sich ins System der Euler —Lagrange —Gleichung:

3L, dL,

oh dx a(d )
dx
oL, 9 als o
og d dg ’
4
dx
ady ) Bl .
ok dx a(m) ’
dx
DLt 250 ki
—— — = 0. (3.9)
9] 0x 5 (d] )
dx

Wenn man die reduzierte Lagrange — Funktion: (3.4) ins System der Gleichungen (3.9)
ersetzt und auf den Limes m — o iibergeht, bekommt man das folgende System der

Gleichungen,;
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v UzA U3 dh 4 Uz(A 4 )+U2dU(A A+ NUA 0
el - — — R — - —_— - P =0,
) B2 12 T T 3 ™ 8As —]A7 T 2 fid h 9

(dUh YA 13 +( Udh)A =0 3.10)
A ]1)A13 T(& dx 14 s

Durch Auswahl der bis jetzt beliebigen Funktionen j und g in der Form

'-hdU —Udh (3.11
j % , & e A1)

wird die zweite Gleichung des Systems (3.10) identisch befriedigt und die erste Gleichung
desselben Systems transformiert sich in die Form

dU
dt dx N 4193 D
— ik 4 — t+Cp t +—v =0, (3.12)
dx U tr? U _

dabei gelten

Av-dr=dy 24y o A

= , D = ; t=h2 (3.13)
Az — Ay As—As As—Ajz

Also die Losung des beschriebenen Problems wurde in die Losung einer gewdhnlic-
hen Differentialgleichung (3.12) transformiert. Damit mansielosenkonnte, ist e notig,
zuerst die Beiwerte 4, C und D zu bestimmen, d.h. sich fir die Form der Funktion des
Werhiltnisses der Geschwindigkeiten ¢ zu entscheiden.

4. Die Naherungslosung fur das Verhaltnis der Gexhwindigkeiten
in der Form von Polynom der dritten Potenz

In der Arbeit vihlt man fir die weitere Losung des betrachteten Problems das
Verhiltnis des Geshwindigkeiten ¢ (f) in der Form des Polynoms der dritten Potenz

o (f) =3f-3f*+f>. (4.1)

Die Beiwerte des Polynoms (4.1) sind so bestimmt, dass es den Randbedingungen (3.3)
und Zusatzbedingungen ¢ (1) =0 und ¢ (1) = 0 entspricht.

Fiir das so erwihlte Verhiltnis der Geschwindigkeiten (4.1) aus dem Ausdruck
(3.2), die Randbedingungen dabei nutzend, bekommt man die Funktionen R und H in

der Form

e o
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3
H(f) = - f:=2r +§ rt (4.2)

Weiter bestimmt man durch Verwendung der Ausdriicke (3.5) die Beiwerte Aj,
danach aber durch Verwendung der Ausdriicke (3.13) auch die Beiwerte 4, C und D, so
dass die Gleichung (3.12) zu

al
dt dx vN v
o sk g I 12 _ 50— =0 (4.3)
dx U U? U

wird.

So wird die Losung des betrachteten Problems, unter Voraussetzung, dass das
Verhiltnis der Geschwindigkeiten die Form eines Polynoms der dritten Potenz hat, in
die Losung der Differentialgleichung (4.3) im jeden konkreten Fal transformiert.

5. Die Kenngrossen der Grenzschicht

Durch Verwendung der Bekannter Ausdricke (10) fir die Kenngrossen der
Grenzschicht und zwar:

fiir die Verdrangungsdicke
o0 u
5* £ J ) Qi ), (5.1)
0 U
fiir die Impulsverlustdicke
ooy u
8** = f — (1 ——)dy, 5.2
Of TR § (5.2)

Tw Wwe koL i (5.3)

und durch Ersatz der Ausdriicke (3.1) in denselben, erhilt man:
fir die Verdringungsdicke

1
§* =h(x) f (1-9)df, (5.4)
0
fiir die Impulsverlustdicke

1
§** =h(x) J ¢ A -9¢)df, (5.5)
0
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und fir die Tangentenspannung auf dem Korper

. U
Ty S0 === (5.6)
" h(x)

Fir das Verhiltnis der Geschwindigkeit in der Form des Polynoms (4.1) werden die
Ausdriicke (5.4), (5.5) und (5.6) zu

U(x)

8% = 025h(x), 8" =0.107h(x), 7 =3 .
(x) (x), 7, nh(x)

(3:7)

6. Die Berechnung des konkreten Beispiels

In der Arbeit erforscht man, als konkretes Beispiel, das Problem der Grenzschicht
auf dem Kreiszylinder, fiir den

X
U(x) = U, sin(E). (6.1)
Man setzt die Verainderung des Magnetfeldes V voraus, in der Form

N(x) = KN, 'sin (%), (6.2)

dabei ist K der dimensionslose Multiplikator.

|

1 K= 00 ! i_

2z K =05 \

| |3 K=40 5 -

|
e

|
y
E
|
1
A >
| -

ar L L\ /
os /\X?\\/ // Vi
/ > ik /
) L / ~ ////
—
| —1 / *
as —
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Mid den so erwihlten Funktionen U(x)und N(x) ist die Gleichung (4.3) numerisch
gelost und zwar fir mehrere Zahlenwerte des Multiplikators K. Gleichzeitig wurden, mit
Hilfe der Formeln (5.7), die werte der Kenngrossen der Grenzschicht berechnet. Wegen
besserer Verfolgung der Anderungen sind die Ergebnisse der Berechnung auf Bilden 1,2

und 3 dargestellt. . : :
i e Eafer rJ_L BpetTea
K ‘ \ } 1 K=00 i i‘ |‘£“
‘ ! i
| |

Bild 2.

Auf Bild 1. sieht man, dass den g «.ren Werten des Multiplikators K grossere
Werte der Impulsverlustdicke entsprechen. Also, durch die Verstarkung des Magnetfeldes
erfolgt die Verdickung der Grenzschicht. Die gleichen Tendenzen erkennt man auf Bild 2.
fir die Verdrangungsdicke.
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Auf Bild 3. sieht man, das den grosseren Werten des Multiplikators K kleinere Werte
derﬁ Tangentenspannung auf dem Korper entspechen. Also durch die Verstirkung des

Magnetfeldes kommt es frither zur Trennung der Grenzschicht. In diesem Sinne ist hier
der Einfluss des Magnetfeldes negativ.
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INMPUMEHEHUE METOJA BAPUALIMU JJIA U3YYHEHUA MI' A TIOTPAHUYHOTI'O
CJ1051 MNEPEMEHHOM 3JIEKTPOITPOBO/JHOCTHU

B pabore wu3yuaercs 1uiockuit MIJI norpaHuyHbii  C/OH  HeC:KUMAarOLUEH
371EKTPONPOBOIHO#M KUAKOCTH. [IpeanonaraeTcsa YTO BHEIUHEE MAarHUTHOE TOJIE MeprieH -
KY/JIIpHOE K NOBEPXHOCTH Tejla KOTOPOE JKMAKOCTh OOTEKAET H HAXOIMTCA B TIOKOE K 3TOMY
Teny. BHewHee 3/1eK TPHUYECKOE MOJIE OTCYCTBYET. DJIEKTPONPOBHOHOCT KHUIAKOCTH MPEArno-
naraeTcs B 3HAKOMOI dopme.

v ou

77 % oy

Jlns  pacuetra ODHAPYKEHHON MPOOJIEMBbl  [0/b3YeTCs BapHALMOHHBIH METOd ¢
Mcue3aroulMM napaMeTpoM. B 3ToM uenmio onpennsercs GyHkuus JlarpaHxka v npoosema
CBOJIMTCA Ha BapuallMOHY 3a1aydy.

[ns peuienus NojyyeHOH BapHaUMOHHOI 3a1a4yu nosb3yeTcs MeTon Kantoposnua. [lo-
AyyaeTcs ypaBHeHHe 1/ 00110 GOpPMbl OTHOLLEHHS CKOPOCTH ¢ = /U 1 juist ciiyuasi Koria
¢ umeeT hOpMyY NOJIMHOMA TPETOrO NOPsAKa.

B KOHUE BBIUMCIEH CreuHaJbibii TTPUMEP MOrPaHHYHOrO CJ0s HAa UHIHHIApE ¢
CMHYCOMA/ILHBIM  pacnpeneienient MariintHoro uucna N, Bbluecnenbl XapakTepHble
BEJTMUMHBI [1OT PAHHUYNOLO C.IIUHZ(S**‘E}*, “w 1 IpIBEACHI TPadHuCCK.
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PRIMENA METODE VARUACUE NA IZUCAVANJE MHD
GRANICNOG SLOJA PROMENLIIVE ELEKTROPROVODNOSTI

U radu se izudava ravanski MHD graniéni sloj nestidljivog elektroprovodnog fluida.
Prisutno magnetno polje je upravno na telo koje fluid optice i miruje u odnosu na to telo.
Spoljasnje elektrino polje se zanemaruje. Usvojena je pretpostavka promene elektropro-
vodnosti fluida u obliku:

v ou
On. == .
° Ut ay

O’:

Za izuCavanje uocenog problema koristi se metoda varijacije sa i§Cezavajuim paramet-
rom. U tom cilju se prvo odreduje LagranzZeva funkcija i tako problem svodi na varijacio-
ni. Za refavanje dobijenog varijacionog problema se koristi Kantorovi¢eva metoda. Dobi-
jena je jednacina za opsti oblik odnosa brzina ¢ =u/U i za slucaj da je ¢ oblika polinoma
treceg stepena. Na kraju je proracunat konkretni primer graniénog sloja na kruznom ci-
lindru sa sinusnim rasporedom magnetnog broja N. Sracunate su vrednosti karakteristic-
nih veli¢ina grani¢nog sloja: 6** | 6*, 7, i date su grafi¢ki.

Dr Zoran Bori¢ié, Mr Dragisa Nikodijevi¢, Dragan Zivkovié
MASINSKI FAKULTET
18000 NIS, Beogradska 14, Yugoslavia





