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SUR UN PROCEDE APPROCHE DE CALCUL DE LA COUCHE
LIMITE THERMIQUE LAMINAIRE NON STATIONNAIRE
A TROIS DIMENSIONS

R, Askouvic

(Regu le 29 mars 1985)

1. Introduction

Dans I’écoulement laminaire d’un fluide & propriétes physiques p et @
constantes (condition satisfaite pour l’air, par exemple, en bonne approxima-
tion dans un écoulement dont les vitesses ne depassent pas 50 m/s, tandis
que les différences de température dans le fluide restent en dessous de 50 K
environs). les équations de la couche limite thermique laminaire en régime non
stationnaire 4 trois dimensions peuvent s’écrire, aprés application du principe
de prévalence, sous la forme suivante:
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La systétme (s, z, n) de coordonnées curvilignes utilisé est basé sur les
lignes de courant pariétales de I’écoulement a potentiel [1]; e; (s, z) (mesure
de la distance des lignes équipotentielles a la paroi), ez (s, z) (mesure de la
distance des lignes de courant pariétales de I’écoulement & potentiel) et e3 = 1

o s . ’ C
sont les coefficients metriques de ce systeme; P = ?%  est le nombre de
Prandtl, A
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Par convention expresse toutes les intégrations du systeme (1) a (4)
seront exécutées le long des lignes-coordonnées.

En supposant que pour les premiers instants du mouvement, tous les
termes convectifs du systéme ont des valeurs tres faibles par paport aux
autres termes, nous pouvons définir un procédé d’approximations successives
pour la solution du systéme des équations (1) a (4):

Soit #y, g w, I, une premiére approximation qui décrit les premi-
ers instants du mouvement, w1, v1, w1, 11 une deuxieme apprommanon tenant
compte de Pinfluence des termes convectifs, u;, v, w; T; des appoximations
ultérieures telles que les deuxiémes membres du systeme contiennent secule-
ment des termes d’itérations précédentes déja connus.

On peut alors décomposer le systtme d’ équations (1) a (4) en une
succession de systémes et de conditions aux limites:

Ouy _  FPuy 0t )
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0 (e2 uo)+a(e2 Vy)
0s on

=0, (6)

avec u, =v, =0 pour t =0 et n >0 ainsi que pour n=0 et ¢ =0 et
u, > u, (s, z, t) pour n —> O;

2
9_% —V a w() == 1 ael ( 2 — u2)’ (7)
ot o n® er 02

avec wo, =0 pour t =0¢et n> 0 ainsi que pour n =0 et ¢t >0 et w,—>0
pour n —> 0;

oL, v 2T, (o (2] ®
gt P on Cpl\on on
avec To =T a°=0pourn=0, T, - Tw pour —> oo.
n

Ce systeme (5) & (8) pour 7y, vy, wo, T, sera suivi de:

2 0
%i — a e — ue g_u_g_ — U, Qﬂo — vg uo,, (9)
ot 0 n2 0s 0s on

o) | 0eowy)

= 0, 10
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avec w1 —= o1 =0 pour £t =0 et » >0, pour n =0 et ¢ >0 et pour n—>0;
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2 ;
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avec wy = 0 pouv z =0 et n >0, pour n =0 et ¢ => 0 et pour # —> O;

oT vo2Ty v [(0u1)3+26u00u1 +(aw1)2+2gﬂ,a_w} -

ot P on? Cp on on on on on on
(12)
oT 9 T, o'.T
— (1 + ul)——o — (wp + w1) 0 — (v + v1) 0:
0s 02z on

L =0 pour n =0, T,— 0 pour n—> ©,

avec 7, =0 ou
on

Ou peut continuer ainsi pour u; v w;. Ty (0= 2,3,4, .. 3

Toutes ces équations sont valables pour u, (s, 2, #) quelconques, avec
la seule restriction u, (s, 2, 0) = 0, et pour n’importe quelles valeurs constan-
tes de P. T, peut ¢&tre une fonction quelconpue des variables s et z. La
convergence des séries u=XZu;, v=27;, w=2Zw; e, I = X T; ne peut
raisonnaablement étre attendue que sous 'hypothése de faibles valeurs {des
termes convectifs au début du mouvement.

Neus allons considérer deux cas particuliers: I. le cas ou
u, = At*U,(s. 2), « =0 et II, le cas ol %, = AU, (s, 2), ¢ >0,

2. Premer cas particulier
Dans le cas élémentaire d’un corps a incidence constante, accéléré dans
un fluide initialement au repos le long d’une trajéctoire rectiligne d’apres
la loi:

u,= ArrU, (s, 8), = =0, (12)

les solutions exactes des équations (5), (6) et (7) sont [2]:

uy = A 1*U, (s, 2) Dy’ (M), (13)
o 1 0 oU
m=—2virdn(-" Ue+—”)c1>o O (14)
e, 05 0s
5 , 1 Oe
wy = A 2%t — — U2(s, 2) o (M) (15)
e, 02
ou: ‘
e+ 1)

D) = 2T+ Dg 1 D +0—P——po—m (6)
| LsB T
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| 2a+4 g 20 + 1T (2o
do () = [ : JL ) +
o+ 1
28t4y 20 + 1) T'(2e) T (« + 1)
‘ S ng w1 () (= + g2, 1 ()
17)
22 +1
_ot. r(°€+1)3a(71)
gn (m) est lintégrale de la fonction d’erreur de Gauss:
— 7)EN g2 4 (18)
gy () = \/_I‘(ZN-i—l)f(T n) i {

Alors, ’équation (8) pour la premiére appvrximation de température
dans le cas P =1, prend la forme suivante:

OT T _

—_— 2 2a] Lff(sa 2)

dt o n* 4C,

D2 (n). (19)

Trouvons une solution générale de I’équation (19) telle que la solution de
I’équation homogeéne satisfasse aux conditions:

T=T,pour n=0, T— T, pour n— o0,

tandis que la solution de 1’équation inhomogene (19) doit satisfaire aux con-
ditions suivantes:

_‘?_.I:=0 pour n =0, T - T, pour n—> .

on

La soluton requise de I’équation homogene a été calculée auparavant [2]:
T—To =(T)— Tx) 6, () (20)
ou: 6,(m) =1— Erf . 1)
En cherchant la solution de I’équation inhomogéne (19) sous la forme:
2
T=To+ A2V 2 g () (22)
‘p

on obtiendra pour la fonction @, () I’équation différentielle suivante:

Doy + 217 Doy — 8x Dy = — Dqo? (1)
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aux conditions:
Doy (0) =0, Dg (0) 0. (24)
Aprés introduction de la valeur (16) de P, (1), I’équation (23) devient:
@, + 29 Doy — 8o Doy = — 2 I? (o + 1)8:_L("J)-
2

Une intégrale particulirére de cette équation sera supposée de la forme:

D,, () = K g2 (7).

En profitant de I’identité:

oa—

g_ (M=27mg 1 (- 2&6m=0
2

on obtiendra:

K=—2%"1T"(a+1)

Avec lintégrale particuliére g, (n) de I’équation homogeéne, on peut trouver’
compte-tenu des conditions aux limites (24), la solution cherchée:

5x L (@ T (4)
™(2a)

D,, (0) =2 82 () — 2%*=1T* (@ + 1) g2 (a). (25)

On tire de I’expression (22) la temperature pariétale Tdu cas athérmane:

2
(T)ymo =Ty = To + A* 1= [c]— D,, (0), (26)
D

() (4a) el
22+1713 (2 ) ‘.

oll:

(Dm (0) = (27)

Par conséquant, la solution générale de I’équation (19), combinaison de
(20) et de (21), peut s’écrire sous la forme:

! et L Uz (s, 2) ]
—— =1 — A% b D, (0)]6
Y [ L P o (0)]9, () +
Uez (s, 2)
2 j2a
+ A%t cp (Tp i Tm) CDOI (7]) (28)

Si 'on introduit la distance S parcourue par l’obstacle:

t

S=fA'r‘d'r= A rz+l,
41

0
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Pexpression (28) devient:

- 2 2a 2a
T—Te _ [ . wm Az(“ i l)m Suti Dy, (0] 0, (1) +
T =T ep(Tp— T) A
A z(“ + I):T“T ST, () (29
i cp (Tp — Tw) 4 4 e :

3. Deuxiéme cas particulier

Dans ce cas les solutions analityques des équations (5), (6) et (7) sont
déja obtenues [2]:

U = At U, (5, 2) fy ) . (30)
= = Vi [" e LUSH G Z)Jfo ©, (31)
c|l os e, 05

A 1 e, | el

Wo = et o 0s Uz (s, 2) F, (), (32)
ou:

fo@=e<+C0—1, (33)
F (L) = % e-t V2 —2¢ % — % e~ % 7 (34)

L’équation (8) pour la premiére approximation de la température devient,
compte-tenu de P = 1:

oT 0*T

C
S e = — 42 2ct 12 £.2 (¥ 35
o1 o cpA et U, fo” (). (35)

La solution de la partie homogene de cette équation, qui satisfait aux con-
ditions:

T=Tppour n=0, T—>T, pour n =— 0,
a été déja trouvée; c’est la valeur (20).
Si Ion cherche la solution de I’équation inhomogene (35) sous la forme:
AE
T=To+—gtU; (s, ) L, () (36)

[
: P
pour les conditions:

oT W R
— =0pour n =0, T—>T, pour n— o0,

on



Sur un procédé approché de calcul de la courche limite thermique . . 9

on aura pour la fonction universelle L, I’équation:

Li—2Ly=—fo Q) = —¢7% ool (37)

avec les conditions: \ _ _
L (0) =0, Lo(0)—0. aRpESEnE SR
La solution de I’équation (37) qui satisfait aux conditions (38) est donnée par:
L, = _2‘/2—_ e = e %, wlieal 1o

L’expression (36) donne pour la température pariétale 7 du cas athérmane
la valeur suivante:

A 2ot U (s, 2) Lo (0), (40)

(T)n=0 == Tf: Tm +
Cp
ou:

%
Ly(0) =—5—

‘Finalement, la solution générale de I’équation (35), combinaison des deux
cas (20) et (36), peut s’écrire sous la forme: = ;

T R e e )
S S [1 Sl ¢ T e ) Al
A2 ezﬂt UE (S, 2) Lo (C) (41)

Si l’on introduit encore la distance S parcourue par ’obstacle:

4

S=fAec1d1=-4-ect,

c

— ®

’expression (41) devient:

_7::_5';_:[1_ " FUTE B N =1

0 R——

. 2 ’
£ S2? 2 U, (S, 2,') LO C : 42
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4- Une relation entre les deux cas pour grandes valeurs de «

Il est bien évident que les deux solutions (13), (14), (15) et (29), du cas
e =At*U, (s, z), ont une forme trées compliquée et peu maniable, surtout
pour les grandes valeurs de «. Le calcul s’empire encore dans la deuxiéme
approximation (9), (10), (11) et (12).

D’autre part, les solutions (30), (31), (32) et (42), ducasu, = A et U, (s, z),
sont beaucoup plus simples, méme en deuxiéme appoximation.

Montrons a ’exemple de la solution de temperature (29), comment on
peut faciliter le calcul effectif pour les grandes valeurs de « en tenant compte
de la forme des solutions du cas exponentiel.

En profitant des formules de Legendre:
r'@Z)T (z 3 -;-)
Ve 2122

et de Binnet (pour les grandes valeurs de Z):

r2z)=

1
T(aZ+b)~+/3pe % (aZ)0?t 3

on obtient comme comportement du facteur P, (0), pour les grandes valeurs
de «, la forme:

Dy, (0) = = —_

r@4aq) 1 /2 L. 1 3 1 1 472 ]
- ™~ —0a4 2 "ag 2 — —2—— —2-—'

22+1T3 (20) 2 2 2

Vu la relation:
1\ 2« 2

A (Z)m S no: 8,

on peut conclure que la premiére partie de la solution (29) se comporte comme:

2 2x 2
[1 -V a e (P sdeao)] 6o~
D

T— 1%) A
T (0 + D31 U2 VT
~[1 _sp et Tt U - 1] B, (). (43)

Les facteurs g2, (n) et g. (n) de I’expression (25) peuvent s’écrire:

_ 2 [ (= v
8aa (M) " oo @) erdy,
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S T ) A
&)= 7= (20)! of M

L]

ce qui conduit, aprés introduction d’une nouvelle variable:
E=24g '

et application de la formule bien connue:

/ f(t-z)”e"’d:=i e
'\/; n! k=029-k B! 1-(1 i n— k)
i 2
aux expressions:
1 1 1
= -y § + g
82 2T (1 + 2a) 4a \/;— T (2 Wi L) 2414 T (2 )
2
1 1
= a‘ e 5 E‘ = i W
wuaVZFPa-%) 2541 (2o — 1)
1 1 1
by ¥ s o
=BT+ 2“v;r&4nL) 2221« T (a)
2
l B 4 - g

1

pﬁgmv;rew_) 224102 (2 — 1)

2

En introduisant ces valeurs dans I’expression (25), on trouve, aprés une nou-
velle application des formules de Legendre et de Binnet, comme comporte-
ment de la fonction ®,, () pour les grandes valeurs de a:

O — 2 al? ()T (4a) [ 1 it 1 it
> rEs 2T +29 s« v;‘r(za+‘l“)
2
1

: s _24!._11‘2 1 : .

N 200+ T (2 @) : } LN ){ 2% T (a4 1)

1 | o =

- e TN ”}

2"v:r@+3)
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V2 1 Nl 15, 2 v P P
AR vt ol S Tl St L L
2 Nou = V2 1 V2 )

+—g_ M2 eV S Y2 -
o B 102 5 (1 V2 Ea B 8ok e 2

I 4 o I s N A
s s 1__2 +2£2MﬁY3 —_F4___ _ " ¥h “.):%e_g\/z __e_zg
2( : G- T gE gy > 2 3

Mais ceci est justement la valeur (39) de le fonction universellc L,, trouvée
pour le cas u, = A e U, (s, 2).

Par conséquent, la deuxieme partie de la solution (29) se comporte, pour
les grandes valeurs de «, comme:

Ly(8). (44)

2« .
UZ (s, 2) - (oc + 1)% Saﬁf_] —— (@ + Vat1 UX(s, 2)
ep (Tp— Tw) A i cp (Tp — To) '

En comparant la somme des expressions (43) et (44) avec la solution (42)
pour le cas u, = A4 e U, (s, z), on voit que ces expressions deviennent iden-
2a
tiques si I’on remplace la constante ¢ de (41) par (¢ + 1)a+1.
On peut arriver au méme résultat en partant de I’équation différentielle
(23) pour la fonction @, (1):
Dy 20Dy — 8Dy = — 2T (a + 1) g2_1 (n), (45)
2

Or, cette équation (45) a I’aide d’une nouvelle variable:

& =244 0.
prend la forme:
PR BT TP+ 1) £
Dy, + é—aCDOI — 2dy; = — 240:_2__-;— gi-—;-(z \/GL_), (46)
ou:
£ \a—1
rshemmecsrsn g - Y—t)
ga—_l( IE_); = ( Vel eray =
T2 \2 v/ Vr Qo —1)!
3
3. va,
' E \F
N B/

kﬂ)ym$$k!r(l+ 2a——1——k) : Pm;r(z+_1)
2 ) .
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1 ]

A g
201 = U
AT 22“—‘2!on1"(0t—-i)
2
1 1 ,
.t sl £ + g
T 3o /o T — 1) WAM&FG—E) b
2
1
B L

T 2215102 4/ [ (0 —2)

En appliquant les formules de Legendre et de Binnet, on trouve comme com-
portement asymptotique, _pour les grandes valeurs de o, du terme

2
a2 P+l ek (2 3__), ’expression :

o 2 o

PREP IS L TR . Y @7
3 3 15
Ainsi 1’équation (46) devient:

(1);;1 —2 (1)01 = — %,

Il est évident que cette derniére équation est identique a 1’équation. (37) pour
la fonction universelle L,du cas u, = A et U, (s, 2). : R g b B

‘En conclusion, on peut dire qu’il est possible d’ utiliser, pour les gran-
des valeurs de «, 2 la place de la solution peu maniable (29) du ‘cas
u, = A U, (5, 2), la solution plus simple du cas u, = Aet U, (s, 2) dont
la constante ¢ est liée 2 o par la relation suivante: o Sy

B
¢ = (e + Dat1~a® > 0.
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ONE RELATION BETWEEN TWO CASES OF THE UNSTEADY
THERMAL BOUNDARY LAYER IN LAMINAR FLOW

In_this article, first, a method of successive approximations for the treat-
ment of the unsteady thermal boundary layer ir laminar flow is composed.
Then, the analytical solutions of these differential equations for two laws of
the motion of 2 body: u, = Ar*U, (s, 2), « =0, u, = A e U, (s, 2), ¢ >0,
are found, Finally, the possiblity to facilitate the calculation of the thermal
boundary layer in the case u, = 4 :*U, (s, 2), using the simpler solutions for
the case u, = 4 et U, (5, 2), is elaborated.

O JEDNOJ PRIBLIZNOJ] METODI PRORACUNA TEMPERATURSKOG
LAMINARNOG NESTACIONARNOG TRODIMENZIONOG
GRANICNOG SLOJA

U radu je, najpre, razvijena jedna metoda uzastopnih priblizenja za tre-
tiranje nestacionarnog temperaturskog laminarnog trodimenzionog grani¢nog
sloja nestiSljivog fluida. Potom su nadena analititka re$enja diferencijalnih jed-
natina za pojedina priblizenja sa dva zakona ubrzanih kretanja tela proizvolj-
nog oblika, i to: stepeno-ubrzano kretanje po zakonu u, = A * U, (s, 2), o = 0.
i eksponencijalno-ubrzano kretanje po zakonu u, = A4 et U, (s, 2), ¢ > 0.

I konatno utvrdena je moguéndyst kori§éznja prostijih re$enja  sludaja
u,=A et U, (s, 2), umssto znitno komplikovanijin re§znja sluéija u. =4 * U, (s, z),
za velike vrednosti eksponenta «.
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