TEORIJSKA I PRIMENJENA MEHANIKA 10, pp. 39—16, 1984, UDK 533.

UBER EINIGE ANWENDUNGEN DER K. VORONJEC-METHODE
IN DER DYNAMIK DES ELEKTRISCHLEITENDEN GASES

S. Cantrak

(Zur Erinnerung an Prof. Dr. Konstantin Voronjec
dargestellt am 12. Oktober 1983, Eingegangen im 24. Februar 1984)

In der vorliegenden Arbeit werden die magnetogasdynamischen (MGD)
Stromungen der dissipationsfreien kompressiblen Medien behandelt. Die Grun-
dgleichingen, unter Beschrinkung auf stationdre adizbatische Stromung, lauten
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d(pje¥))dt =0, rot (v x B) =0 und div B =0,
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wobei p die Dichte, p der Druck, v die Geschwindigkeit, 2 @ = rot v der

Wirbel, B die Magnetinduktion , p die magnetische Permeabilitit und Y/ der
Nablaoperator sind, wihrend » das Verhaltnis der spezifischen Warmen c, und
¢, darstellt. Die Beshafung von analytischen Losungen des Systems (1) ist
sehr schwierig und nur mit Hilfe von verchiedenen Voraussetzungen gelingt
es, eininge MGD-Stromungsprobleme der zihigkeitslosen idealelektrischleitenden
Gase exakt zu losen. Es wurde gezeigt [7], [9]), daB} die von K. Voronjec
entwickelte Methode [1], [3] auch zur theoretishen Untersuchung dieser
MGD--Stromungen verwendet werden kann. Die Erweiterung der K. Voronjec-
-Methode auf die Probleme der Dynamik ecines idealelekrischleitenden Gases
ermoglicht die verschiedenen wirbelbehafteten magnetogasdynamischen Stromu-
ngen, die ungeniigend untersucht worden sind, theoretisch zu behandeln.

Es seigt sich [7], dafl die Kompatibilititsbedingung und das Integral der
Bewegungsgleichungen (s. Gln. (1)) im Falle einer ebenen (0/0z = 0) Transver-

stromung, in der die Vektoren die Gestalt v = (v, 74, 0) und B= (0,0, B)
haben, lauten

dafp=g¢1elk—1)+p BB |u—y, v*/2+xp*le/lx — 1)+ p B*/u= 1,
(2)
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wobei aus der Kontinuitits-, Energie- und Magn-=tinduktion-gleichung des
Systems (]) folgt

0 0 0
pr = 2 =2 00, =y 2P 0% @) und B=p B ). ()
ox 0y 0y 0x

Die Funktionan &, $ und y sind belicbige Funktionzn von der Stromfunktion
¢, wihrend ¢, $" und ¥’ ihre Ableitungen nach ¢ darstellen. Durch die Abhi-
ngingkeiten (3) werden die zu der Fami'i: Stromlinien ¢ = const. orthogonalen
Trajektorien ¢ = const. eingefiihrt, wobzei die Funktion v (x, y) erscheint [1]. Es
werden, nach der K. V. VORONJECschen M-zthode, diz Verianderlichen x und
y bzw. v, und v, durch dic krimmlinigen rechtwinkligen Koordinaten ¢ und ¢
bzw. v und ¥ ersetzt, so daf3 die Gleichung fir v mit Hilfe von Hleichu-
ngen (2) u 2w = — (pv?/y)0vy/0Y lautet

oy o = (y __J__l et e ——:L--93335’)/'(x—xi19“‘15—?19352)-
(4)

g -

Die Kompatibilititsbedingungen div (p2) =0 und rot (v/y) =0 der Glei
chungen (3) lassen sich vermittels (2) und (4) als partiellz> Ableitungen von 9
nach § und ¢ darstellen [7]. In der Arbzit [7] wurden einige exakte Losungen
der MGD-Wirbzlstromung betrachtet, wobei diz ver: chiedznzn Voraussetzungen
iiber die Form der beliebigen Funktionzn ¢, B und y bzw. v eingafithrt wor-
den sind. In disser Arbzit werd:n aber einige andere Klassen von magnzto-
gasdynamisch:n Losungen des Gleichung;system (2) betrachtet. Zu dies em
Zweck wird das System (2) vermittels (3) in folgender Form

1 o lc)L]J 170 1od _dy 1 _de 1 $d35
pc)xpdx pdy poy dy x—1 dy pu di

ﬁﬂﬁfﬁ%ﬂ+;iﬁ““@*ﬁﬂww=xw

dargestellt. Man setzt nun voraus, dafl sich die MGD-Stromungsgrofien in
der x-Richtung wenig édndern, was einer Stromung im ebenen Kanal des
langsam verinderlichen Querschnitts entspricht. Es werden die Losungen der
Gleichungen (5) in der Form ¢ = ¢ (8 x,y) und p = ¢ (3 x, v) gesucht, wobei &
ein kleiner Parameter ist. Durch die Einfithrung der dimensionslosen (~) und
der charakteristischen dimensionsbehafteten () Grofien lafit sich das Gleich-
ungssystem (5) in dimensionsloser Form

(3)
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schreiben, wobei der dimensionslose Parameter IT? = 2 p, p, /B =2 Mo przs*/ B
das Verhiltnis von gasdynamischem Druck zu magneti chem Druck bzw. von
gasdynamischer zu magnetischer Entalpie des Ga es bedcutet. Zu beachten ist
aber, daB M = 1 fur IT® < 1 und M = IT® fir I1* > 11i.t. Zur Losung der MGD-

-Gleichungen (6) wcrden q_, und § in eine Reihe nach dem klcinen Paramecter
entwickelt d. h.

T=F+ 8% +.... T=0, 5. (7)

Setzt man diese Reihenentwicklungen (7) in (6) cin, co erhilt man in nullter
Niherung, die durch Index ,,0” bezeichnet it, das folgende Gleichungssystem
Zeichen ,,~” wird weiter weggelassen)

. L . i , bt A ,
S i CA e 4)0:10_"’ 96_1 '+ —— D (‘%2), (8)
Po0Y po OY 2M(x—1) M2y
2 2
Po \oy M(x—]) M o W
aw " .
wobei W, = W ({,) und W, = du[; fur W () = ¢, B,y sind. Es ergeben
i w=do

sich vermittels (€) und (7) in erster Ndherung, durch Index ,,1” gekenn-zichnet,
die folgenden MGD-Gleichungen
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Po(dx) +P§ oy Po O dy+M>c—1P° ) I O

)

1 2 ' ;
+ —— [pr B2 + po 41 (BT = 2y, »
M p

wobel W = (d* W/d {%)y—y, bei W ({) = ¢, B,y bezeichnet. Diese Gleichungen
¢sind fur den allgemeinen Fall W = W ({) abgelcitet und sie gelten fiir die
MGD-Stréomung, die isoenergeti-ch, isentrop und i:omagnetisch i.t. Im Falle,
daf3 alle drei Funktionen y, ¢ und $ im ganzen Stromungsfeld konstant sind,
nennt man die Stromung homenergetisch, homentrop und hommagnetisch [7].
Durch Anwendung der Methode der sukzzssiven Approximationen wurden
unter verschiedenen Voraussetzungen einige Klassen von diesen MGD-Stro-
mungen betrachtet [5]. Man zz2igt, dal man nach einfachin Umformung:n au:
(8’) und (8") folgende Gleichung
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- 1

T S RS (10)

erhalt. Im Fall einer Stromung des idealelektrischleitenden Gases im starken
M‘agnetfeld (112 < 1) ergeben sich, mit Hilfe von den Gleichungen (10) und
(8"), die Lo ungen fur Dichte und Stromfunktion in der Form

eo,0 = U2 f(x)/ Do, (1)

Yo,0

Bo.o d Vo0 |
S e = Q) [y — F@) 12
V 00 — f (%) Boo/pt/? CwAf @[y ()] (12)

wobei der zweite Index ,,0” die nullte Niherung nach dem Parameter I1* bezei-
chn>t. Die Funktionen f(x) und F(x) cind belicbige Funktionen, die aus dcn
Randbedingungen an den Kanalwinden, z. B. boo=0 fir y =Yg (x) und
Yoo =Y, fir y =Y, (x), bestimmt werden. Unter Voraussctzung B (Yoo) =
= v (Y0,0)/C, mit C = const., und nach der Einfithrung der Funktion @ (o)
durch den Ausdruck [@' (o0)]® = Po,o wird die Gleichung (12) integriert, so
daf} di: Losung lautet _

® (Joo) = V2p[C —f(®)/VelPf () [y — F®). (12')

Fiir die Stromung im sehr schwachen Magnetfeld (IT* >> 1) werden die Lo-
sungen der Gleichungen (8') und (8'") nach Potenzen von II entwickelt d. h.

:0 = :0,0 4+ I1-2 co,l tien s s t_o = @UJ Po> (13)
’

wobei der zweite Index entsprechende Niherung nach Parameter II* bezei-
chnet. Unter Beschrankung auf die Potentialstromung d. h. ¢ = o = const.,
$H =p =cont und y = C, = const. werden die Gleichungen (8") und (8")

0 ';'u [0y = @y Vx,0 (x) (14')
oA 2 Bg 5 "
e Pgil T e o = 2y = L (x) (14 )

x— 1 IT®

Die nullte und die erste Naherung fur g, ergeben sich aus (147) vermittels
(13) und werden durch die Ausdricke

wx — 1 1/(x—1) 9 2
P00 = { 2C — vio(x)]} [570 = — 2P g

e A 4 oKL

gegeben. Man erhilt aus (14") fir die Stromfunktion

2P
Yo,0 = £0,0 Vx,0 (x) [y — Y (), bo,1 = — - PS,E
oK

* g0 (%) [y— Yy ()],
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wobei ¢ = 0 fiir y = Y, (x) vorausgesztzt wurde. Dabei ist die Form der
Kanalwand Y,(x) bekannt, wihrend die Geschwindigk:itsverteilung v,,, (x) in
einem beliebigen Querschnitt (x = const.) gegeben wird.

Die Methode von K. Voronjec lifit rich auch fur die translations:y-
mmetrischen MGD-Stromungen anwenden. Es bestehen in diesem  Fall alle

drei Komponenten der Geschwindigkeit und Magnetinduktion d. h. v (v,, v,
v;) und B (B,, B,,B;), aber alle MGD-Stromungsgrofien sind von =z unab-

hiangig d. h. 0/0 2 = 0, so daf} die solenoidalen Felder von p;) und B in
folgender Form

=l,v¢><]:—i- vzzund§=VZXz+sz (15)
]

dargestellt werden konnen. Geht man mit (15) in die Gleichungen (1) ein, so
erhdlt man

nmesh me <) () P {E) oo

wobei £, A und $ beliebige Funktionen von § und & = p — p (£')2 = 0 sind.
Die Groflen v,, v, und p sind mit den Ausdriicken (3) bestimmt. Der Strich
(") bedeutet die Ableitung nach ¢ d. h. & =d&/d{. Anstatt der Gleichungen
(2) ergeben sich nun die Gleichungen

2 2 1 ; 10 ;
2. p”‘st«EA t=

et 0
e i ol POy (17)

VLP 1 onl ekl a_"_t'=
2(9)+K_1P +dp % ()

wobie y eine beliebige Funktion von ¢ d. h. y" = d y/d} und

(W) =p (B +2p8 B+ ui)2[n— e &) (18)
die Funktion von p und ¢ sind, so dafl z. B. der Ausdruck fiir /0 p lautet

o~

= 5 2] (B 42 £ (BN
- %2[9(5) Wl (B 428N + 2(b)

Es sei bemerkt, dafl diese Ausdriicke im Falle £ =A=®53 =0 in entspre-
chende Ausdriicke in [1] und [2] tbergehen. Mit Hilfe von (17) und (3)
erhilt man die Gleichung

b ®—1 » z! 10
—ln‘Y2=('—- P €+i AE___‘C)/(X_ P pu IE-——) (19)
1 X 0
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die fiir den Fall & = A = 0 mit der Gleichung (4) ibercinstimmt. In der
Arbeit [8] sind die particllen Ablcitungen 0 3/0 ¢ und 09/0 @ gegeben und die
MGD-Wirbel.tromungen untcr Voraussctzung £ =0 und /Iny® = f(p) unter-
<ucht worden. Einige anderc Klassen von stationaren LoOsungen sind in [4]
und [6] auch zu finden.

Die Erweiterung des K. VORONJEC-Verfahren: auf die dreidimensio-
nalen MGD-Probleme erlaubt vershieden> wirbelbehaft:te magn~togasdynamiche
Stromungen zu unter:uchen. Durch die Einfuhrung der Strom-und Magncti-
nduktion funktionen {; (x, v, 2) und &; (x, ¥, 2) d. h.

eo=V ¢ X V¢, und B=VE XVE (20)

werden die Kontinuititegleichung div (pv) = 0 und MAXWELL-Gleichung

div B = 0 des Gleichungssystem (1) identisch erfullt, wiahrend aus der Ener-
giegleichung folgt p = "¢ (¥, P), wobei ¢ (4, p) eine beliebige Funktion von
y, und ¢, ist. Geht man mit (20) in die Magnetinduktionsgleichung rot

(v X B) = 0 ein, <o erhilt man

B-TU)Vda— BT TVi=0pV BW o)

Fiir den Spezialfall der Parallelstromung (% = const.), die dadurch ausgeze-

- -

ichnet ist, dal die Vecktoren B und o zueinander parallel sind, erhdlt man

B =h(Yy, U) V ¢ X V ¢y Es ict dann méglich, wie durch lingere Umfor-
mungen in der Bewegungsgleichung (1) gezeigt werden kann [9], die Projek-

-
tion des Wirbels 2 @ auf ¥ ¢, bzw. V ¢, mit dem Ausdruck

h? e .o 1 oc  pho® O
- P oy »—1 0 Y B 0w
zu bestimmen, wobei 7, k = 1,2, Sio= — 1,1 und i £ & sind. Die Grofie 72

und das Integral der Bewegungsgleichungen sind mit (5”) bzw. (9) in der
Arbeit [9] gegeben, in der als Anwendungsbeispiel cine pseudoebene MGD-
-Stromung betrachtet wurde. Alle Ausdriicke gchen, fiir den Fall £ =0, in

die Bedingungen in [3] uber.

In der vorliegenden Arbeit wurden nur einige Anwendungen der K.
VORONJEC-Methode in der Dynamik des idealelzktrischleitenden Gases be-
crachtet. Durch die Erweiterung dieser Methode auf die Magnetogasdynamik
war es moglich, einige Stromungsprobleme nicht nur annihernd sondern
auch exakt zu losen. Es zeigt sich aber, dal durch Verwendung des K.
VORONJEC-Verfahrens und Beriicksichtigung der gewissen Beschriankungen
auch andere wichtige Klassen von  wirbelbehafteten | magnetogasdynamischen
Stromungen exakt behandelt werden konnen.
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ON SOME APPLICATION OF METHOD OF K. VORONJEC
IN DYNAMICS OF CONDUCTING GAS

Summary

The magnetodynamic flow of nonviscous perfectly conducting gas is
considered in this paper. It is shown that the application of the method of
K. Voronjec allows a theoretical investigation of different kinds of MGD flow.
Some solutions for the flow in channels were found, when there is a weak
change of the parameters in one way. The method of K. Voronjec is applied
for the study of translatory symetrical and three-dimensional MGD flow. This
method was extended onto dynamics of perfectly conducting gas and that
allows an exact investigation of vorticity MGD flow.
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O NEKIM PRIMENAMA METODE K. VORONJEC U DINAMICI
ELEKTROPROVODNOG GASA

Izvod

U radu se posmatra magnetogasodinsmicko strujanje nzvickoznog savr$zno-
-elektroprovodnog gasa. Pokazuje se da primena mztode K. Voronjec omogu-
¢ava teorijsko istrazivanje razli¢itih klasa MGD-strujanja. Nadena su nzka re-
$enja za strujanje u kanalima, kada se parametri clabo menjaju u jednom
pravcu. Postupak K. Voronjeca primenjen je za izu¢avanje translaciono-
-simetri¢nih i trodimznzijskih magnztogasodinamickih strujanja. Prosirenje ove
metode na dinamiku savr§znozlektroprovodnog gasa omogucava egzaktno istra-
zivanje vrtloznih MGD-strujanja.
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