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EINE ABLEITUNG DER RAKETENGRUNDGLEICHUNG

Tatomir P. Andelic
(Eingegangen am 10. Mai 1981.)

Zusammenfassung

Hicr wird die Raketengrundgleichung aus der ersten Formulierung des
zweiten Newtonschen Grundsatzes der Dynamik, wo keine Voraussetzungen
uber die Konstanz der Masse gemacht werden, abgeleitet. Dadurch wird,
erstens die Verwendung des Satzes uber die Erhaltung des Impulses und zweitens
die Benutzung des Gegenwirkungsprinzips oder des Satzes iiber den Stoss
vollkomen unelastischer Korper, welche beide ohne die Hypothese des festen
Kontakts nicht konnen, vermieden.

Nehmen wir ein Massensystem (einen Korper), dessen Bewegung als die
Bewegung eines Massenpunkts betrachtet werden kann. Die Masse dieses Systems
soll sich dndern konnen, aber nicht im relativistischen Sinne, sondern nur im
mechanischen Sinne der Abtrennung oder der Hinzufligung der Massenteile.
In dem Sinne wird dann von einem Massenpunkt mit verdnderlicher Masse ge-
sprochen.

Wiahlen wir einen Augenblick ¢ als Anfang der Bewegung und nehmen an
dass in diesem Augenblick unser Punkt die Masse Am hat. Betrachten wir nun die
Bewegung des ins Auge gefassten Punktes in bezug auf ein festes Bezugssystem.
Bezeichen wir den Impuls (die Bewegungsgrosse) mit K = mv, wo v die Geschwin-
digkeit des Punktes ist und es sei FF die Resultierende der einwirkenden Krifte.

Dann gilt der Impulssatz der Dynamik nach dem die Anderung des Impulses
in einem bestimmten Zeitintervall Ar gleich ist der in der Zeit einwirkenden Kraft.
D. h., wir unterstreichen dies, wir gehen aus von der urspriinglichen Newtonschen
Formulierung dieses Satzes, wo noch keinerlei Boraussetzungen tiber die Masse
gemacht werden. Das ldsst sich in folgender Form des Mittelwersatzes der Dif-
ferentialrechnung ausdriicken

K*(t 4+ Ar) — K*(t) = F*(¢t+ 0 Ao) Ae; 08 = (N

wo durch das Zeichen * zum Ausdruck gebracht wird, dass im Intervall Az auch
die Masse des Punktes sich andern kann, wobei eine zusitzclihe Anderung des
Impulses und der Kraft entsteht.

Jetzt vergleichen wir die Bewegung des Punktes, wenn sich die Masse nicht
andert mit derjenigen, wo sich die Masse (oder wenigstens ein Teil davon) dndert.

Im Anfangsaugenblick ¢ wird jedenfalls K*(z) =K (z), wahrend nach der Zeit Az,

K*(t 4+ Ar) = K(¢ + Af) + A*K (2)
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wird. Dabei bezeichent A*K jenen ‘T'eil des Impulses der nur durch die Anderung
Am der Masse enstanden ist. Auf diese Weise, wenn ¥ die Geschwindigkeit des
Massenclements mit Bezug au das feste Bezugssystem bezeichnet, lasst sich schrei-
ben
A*K = (u —v) Am = ¢ Am. (3)
Dabeiist ¢ = u — v die Relativgeschwindigherr des getrennten (die Ausflussgesch-
windigkeit) bzw. des hinzugcfugten Massenteils in bezug auf das sich bewegende
System.
Nun wegen (2) und (3) lasst sich (1) in fHlgender Form asudrucken
K+ Ar) — K(t)  A*K

= F* (¢t 4+ 0 Ap),
At At ( )

woraus sich, nach dem Ubergang zur Grenze fur Ar- - 0, als die Bewegungsgleich-
ung uiascres Punktes filgende Beziehung ergibt

d ;
de
Es ist
K(r + Ap) —
lim K+ A - K([)_... — dK = m i =F, (5)
At—0 At dt dt

die sog. aktive Kraft, gleich dem Produkt der Masse und der Beschleunigung,
wiahrend

A*K d
lim -f£=c—£?=(u_v)@=Fr (6)
At—>0 At dt dt

die sog. retktive oder Meshtlhersky’s Kraft ist, gleich dem Produkt der Ausfluss-
geschwindigkeit und der Geschwindigkeit der Massendnderung.

Die Geschwindigkeit der Masseninderung — ist in der Raketendynamik

de
. dm . . .
negativ und daher, wenn e absolut genommen wird, die Raketengrundgleichung
in folgender Form geschrieben werden soll
dm dm
F,=—¢c—=—(u—v) — (7)
dr dt

und die reaktive Kraft ist entgengesetzt der Ausflussgeschwindigkeit.

Im Falle # = v wird ¢ = 0 und die rcaktive Kraft verschwindet, so dass die
Bewegumgsgleichung des Punktes wie folgt lautet

dv )
m — = F,
dr
d.h. es besteht nur die aktive Kraft. Ist aber « = 0, so wird die reaktive Kraft I, =
dm ) . . . i
v= - und die Bewegungsgleichung (4) reduziret sich aut
t
. dv dm d (mz)
F*¥ =m— | 9 — = \ s

dt di dt
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d.h. die gesamte einwirkende Kraft ist der Ableitung des Impulses nach der Zeit
gleich, wenn sich auch dic Masse auf bestimmte Weise mit der Zeit andert.

Also, ausgehend von der ursprunglichen Newtonschen Formulicrung dcs
Impulssatzes kommt man einwandfrei zur Raketengrundgleichung ohne die
Einbeziehung der undtigen Annahmen, wie es sonst der Fall ist.

DERIVATION OF BASIC EQUATION OF ROCKET DYNAMICS

Summary

The principal equation of rocket dynamics is here derived from the first
tormulation o1 the second basic Newton’s law of motion, where no assumptions
concerning the constancy of mass are made. In this way the following has been
avoided: first, the application of the therem on the conservation of the quantity
of motion, and second, the application of the principle of reaction or the theorem
on the impact of perfectly non-elastic be bodies, both of which cannot taken into
account without the assumption of solid contact.
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JEDAN NACIN IZVODENJA JEDNACINE RAKETODINAMIKE
ITzvod

[zaberimo neki trenutak ¢ kao polazni pa posmatrajmo, u odnosu na proiz-
voljno izabrani nepokretni sistem referencije, kretanje materiyalne tacke promen-
[jive mase m. Tada, prema Njutnovom zakonu kolic¢ine kretanja K = mv (v je br-
zina) u njegovj prvoj formulaciji, gde se ne Cine nikakve pretpostavke o masi, mora
u diferencijalnom obliku (teorema srednje vrednosti) biti (1)

Ovde je zvezdicom posebno istaknuto da se masa moze mehanicki menjati
te da se i usled toga moze menjati 1 koli¢ina kretanja i sila koja dejstvuje F.

Uporedimo sad kretanje nase materijalne tacke, kad nema promene mase sa
onim kad se masa menja. U polaznom trenutku ¢ bice svakako K*(¢) = K(z), a
posle vremena Ar bi¢e (2) pri cemu se oznaka bez zvezdica odnose na kolicine
kretanja tacke, kad se masa ne menja. A*K je onaj deo koli¢ine kretanja koji je
nastao samo usled promene brzine elementa mase Am. Tako, ako brzina tog ele-
menta posle promene bude, u odnosu na nepokretni sistem, jednka u, bice (3)
gde je ¢ = u — v relativna brzina odvojenog od pripojenog dela u odnosu na samu
osnovnu tacku.

Ako se (2) i (3) unesu u (1), podeli sa Ar i prede ka granici Az — 0, dobice
se kao jednacina kretanja (4) Pri tom je (5) tzv. aktivna sila, jednaka proizvodu
mase i ubrzanja, a (0) tzv. reaktivna sili ili sila Mescerskog, jednaka proizvodu brzi-
ne izbacivannja i brzine promene mase.
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