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Introduction

Les méthods modernes analytiques a calculer la couche limite laminaire
sont, en majeure partie, basées sur 'idée bien connue de Loitsianski [1]: a
'aide d’ensembles infinis de form-paramétres, transférés ensuite en nouvelles
variables independantes, il est possible 4 transformer les équations de la
couchs limite sous une forme universelle. Cette équation universelle peut étre
intégrée une fois pour toutes et la solution, présentée par exemple sous la
forme des tableaux numériques, sert ensuite pour le calcul des différents cas
spéciaux.

Il est a remarquer que dans le cas de la couche limite non stationnaire
cette idée d’universalisation a été utilisée par plusieurs auteurs — collabera-
teurs a la Chaire de Mécanique des fluides a la Faculté de Génie Mécanique
a Belgrade. Tous ces travaux ont été basés sous I’hypothése que dans la vitesse
extérieur de I’écoulement A potentiel les variables x et ¢t sont séparées:

(1) Ux,)=Q@)V(x),

ot Q(t) définie le mouvement du corps, tandis que la forme du corps inter-
vient a travers V(x). Cest le professeur Konstantin Voronjec qui avait fait
une remarque, il y a quelques ans, sur la validité physique de la fonction (1),
en illustrant cela par 'écoulement autour des corps déformables ou la fonction V'
dépend implicitement de deux variables (x, t) et reste d’'une forme arbitraire.
A la bace de cette remarque, Puki¢ [3] a développé une méthode pour le
traitement de la couche limite non stationnaire dans le cas ou la fonction
U(x, t) est d’'une forme quelconque. En introduisant une variable non station-
naire du type de Watson, ainsi que deux ensembles de paramétres sous la
forme de matrices, il a transformé le systéme d’équations de la couche limite
a une seule équation a dérivées partielles, traitée ensuite par la méthode de
développement en <éries.

=
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Le but de ce travail esc une extension de lidée de Purié [2] afin de
pouvoir traiter le probleme de I’écoulement autour des corps déformables,
dans le cas on la fonct'on U(x, t) est de la forme:

Ulx 1)=0(t) V(% 1),

Introduction de deux nouveaux ensembles infinis de paramétres et une
généralisation des paramétres, déja utilisés en [2], donnera la possibilité a
faire I'universalisation des équations de la couche limite.

Transformation des équations

Les équations de la couche limite non stationnaire laminaire d’un fluide
incompressible dans un systéme de coordonnées lié a I'obstacle du corps,
avec les conditions limites et initiales, sont:

0% 0y Y 9y Ry oU 90U F¢ ]
0tdy Oy dydx Ox 0y* Ot ox oy’
(2 y.=0:4}=%=0; y—>—oo:%—> G{x )
oy oy
t=ta:¢=a—¢=0 pour chaque y,
oy :

ou linstant ¢, est définie par Q(z,)=0.

Dans le cas d’une plaque plane (FV=1), les équations de la couche
limite non stationnaire (2), transformées sous la forme intégrale se raméne a:

dz
3 —2_2H,
3) =
ou
1 dQ 0 (u/Q) 52
H=C,—g, g =—"2; = ..
PR STy % [a(y/ap)]y=o Sl

Ici 8,= f (l *g—)dy représente I’éppaisseur de déplacement sur une
0

plaque plane.

Introduisons maintenant les nouvelles variables; d’abord, une variable
normale:

%) n=42
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ol A est une constante, et ensuite — au lieu des variables
ensembles infinis de parameétres de forme:

Ok+n I dQ
In =Qn+lyyn zk+n+1’ — Zk,
i oxptlofk P R e
)
ok+ny ok+ny
n_ Qnyn-1 Zk+", n_ )k Vk+1 z
e oxrorkt Tk Xk 1"
ou:
A A, T = | 15 e,

P
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limite, . .

x et t — quatre

k+n

Au moyen des expressions (3) et (5) on obtient aisément les formules

de transformation suivantes:

o 1 = 0 0 0
e B (ag —+ by +dy +ch )
O Z; fei neo)  Olgsi 08y oYk opk
(6)
0 1 °°
—_— Su = +jn ‘l“rn 3y
ox QVzpk=l,Zﬂ=0(kalk+l kapz kaYﬁ)
ou:
A=l [+ g +mpd+ 2H (k+n+1)]+ 1042,
br=02kH—g,) 8+ 8k+1>
i =y kg, + (k= 1) pl+ 2H (k+m)]+ vk,
Q) ch=prng, +(n—1)p}+2H (k +n)l+piv1,

n 0 4n n+1
sk=nY1 les1+ Ikt

ji=m—-1)y! pi+pit!

ri=(k=1) Y1 Yh+ Yier1-
Cherchons la solution de I’équation (2) sous la forme:

3,
A

®) b(x, p, )=

3

\

W e {gd ) P8 (D

ou F est une fonction réelle, continue et infinement dérivable par rapport &

toutes ses variables dans le domaine considéré.
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Aprés lintroduction de I'expression (8) dans I’équation (2) on obtient:

PF 0 F\? 0’ F | OF\ H 0*F
A0 [ LA TR Y (R W

on} A2 o on? on/ A* on?
1 - 0’ F 0*F 0*F 0’F
=— 3 (¢~ — + by — tdf e ———+
© A? k—iTn—0\ OOl 0N 0g 0N oYk 0n op;
1 e [ (()F 0*F oF 0*F\ . [0oF O0*F OF 0*°F
L3 [fr _or__orgn o or oren,
A k=1, n=0 07] d'q OI,H_. a[k-i-l ()T)z ()T; t)“q C)pﬂ ()pz ()’nz

rp|l— — - —
0n 0M0Y; Oyp O

n(dF P®F  OF ﬂ)]

avec les conditions:

=i€=0 pour %=0,
o7
oF
——>1 pour %n—oo.
o

Puisque ni I'équation (9) ni les conditions ci-avant ne dépendent des
données particuliéres du probléme considéré, cela signifie que cette équation
est universelle et peut étre intégrée une fois pour toutes.

Il reste cependant a résoudre séparement, pour Q(¢) donné, I’équation
différentielle ordinaire (3), afin de trouver z,, c’est-a-dire §,.

Traitement de I’équation universelle

Pour le moment nous avons trouvé la solution de I'équation (9) sous
la forme d’un développement en série:

105 F=F,(n, {&D+Y) Fla(n, {8)+P2Fip(n, {&})+Y" F, 10 (s {81+
+P? Fiip (0, {gk}) + Y?P? Fp, (0, {gk}) + oo

Si 'on présente ensuite les fonctions F,, F,,, ...etc. sous forme des séries
vis-a-vis des variables g,:

Fy =fo.oM+&Soa (D +8 /o0 M+ 82 0. (D) +. ..,
Fia=fia0 () + 8101 D)+ 81 fian D + & f1a () +- . -,
Fip=f16.0(M + 81 161 (D) + 831611 M) + &2 15+ .. .,
Fio=fi20M+8&Si2a D+ 8120 D+ 82122+,
et la fonction H comme suit:

(12) H=H,+g H +g}H, ,+eg, H,+ ...,

(11)
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on obtient un systéme récursif d’équations différentielles ordinaires pour les
fonctions f(n):

Lo (fo.o) e 0’
L (fo)=A4A7? (f(;.O"“ H, 't]fo'.'o— 1),
L,(fy1)=A~2(2H, foa— Hynfor— Hyy nfoo),

-------------------------------

L, (fia0) = A~2 (fos —foofo0— 1),
L, (fiar) = A~2[2(H, + 1) fiao— Hy f1a0+2fo0 fro—foi for—fy. fool,

----------------------------------------------

L, (fis0)=A"2(foo— 1),
L,(fi5.) =A~2[2H,+ 1) fis0 +fo.1 — H 0 fis0l,

-------------------------------

-------------------------------

---------------------------

ou L, est un opérateur différentiel linéaire:

& Hy d H,d

Les conditions aux limites sont:
f50(0)=f00(0)=0, foo(x)=1,
For @ =fo1, )=« - - =fo1(0)=fo11(0)= - - - =fo1()=for ()= -+ =0.

Si I'on adapte les fonctions (10) et (11) a une plaque plane et tenant
compte de la relation (3), il est possible & déterminer les coefficients dans la
série (12):

(13) H,=Afoo(0), H,=Afo1(0)—1, H,=Afo11(0), ...

D’autre part, si 'on veut que les équations différentielles ordinaires
pour les fonctions f(n), données ci-avant, deviennent résolvables analytique-
ment, il convient a choisir que:

0 s
Az
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Alors, les €quations différentielles sont du type parabolique, dont les
soluuoqs analytiques peuvent €tre présentées a I'aide des fonctions de cylindre
parabolique [4], liées A I'intégrale de la fonction de Gauss g.(m) comme suit:

1
2?—0‘ _l 2
ga="F—e 2" D_,_,.(n}2).

En voici qulques solutions:

Foo () =1+8112 (n)-——l/l—:.
T

, 1 H
for(m)=A~? [;go )+ e () (n)],

4 _ Hu H% o Hl o H1
A (24A2 48 A 96A4)g—1(n) ST

.......................................

fn'a.o(n)=%go (n) - % (3n+%) g (m)+ %g_l () - Lj—g_m ()~

£ % g1 () g, () + % g, (M),

---------------------------------------------

Siso(n) = —mg, ('f))+—:*go(7])-

--------------------

A Taide des solutions analytiques, données ci-avant, d’'une part, et des
formules (13) d’autre part, on peut calculer les constantes:

2 2 T
14 H=—, H=-—, H,=—, ....
( ) 0 - 1 3 11 72

Cependant, pour chaque cas d’écoulement particulier il faut résoudre
encore I’équation (3). Bien qu’on puisse, en principe, résoudre cette équation
différentielle non linéaire avec un ordinateur, il est plus rationnel parfois de
la linéaricer en négligeant, en premiere approximation, le terme en z2 et les
termes suivants (la ,,solution simple). On obtient, ainsi. 'intégrale:

(15) Z, (1) = Q43 f QB at,
T
fa

qui peut étre calculé facilement pour chaque €2 particulier.
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Exemple

Pour illustrer les résutlats, obtenus précédemment, prenons un cylindre
circulaire dont le rayon R grandit au cours du temps d’aprés la loi:
R=R,(1+at), étant mis brusquement en mouvement uniforme de translation
avec la vitesse U,. On a donc:

Wi It
R, (1+at)

ol a=const. A I'aide de (5) et (15) on obtient:

4
z,=—1,
T
g1=07
Y?=£“—w ! cos 0,
nt R, 1+at
p‘l’=-—i =i Octg0,
© 1+at
_ &
R(1)

En tenant compte de la condition du décollement de la couche limite:

(.

0¥/yeo

dans le cas de la ,,solution simple* on obtient que le point de déccollement
a l'obstacle du corps est déterminé par:

£00(0) + Y° fia0 (0) + P2 f15.0(0) =0,
ou

fo’.’o(0)=v%, fiao (0)= /= (1 " 34 ) f,’;.o(0)=?.

2 i1

On constate d’ici que la distance parcourue par le cylindre (Sae. = Ue tdec.)
jusqu’au moment du décollement, qui apparait dans un point & 'obstacle du
corps, est présentée par:

Sdéc. - 1

(16) — = Sdéc. =
Ry a(Bcth—l)—Z(l-f-j—)cosB

In

»
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R
ol le paramétre a=u-=qﬂd£ définie le rapport de deux vitesses: celle de

% Ue
déformation du cylindre contre la vitesse a I'infini amont. Si l'on comprend
la relation (16) comms s4. en fonction de 0, en cherchant le minimum de
cette fonction il s’en suit:

(17) oc=2(l+ ) ) By o

37/ (0—sinBcos0)
Les deux relations (16) et (17) déterminent le premier décollement en fonction

du parameétre «. Le tableau ci-aprés donne des valeurs de o et (;déc_)min. vis-a
vis 0, conformément a (16)et (17).

o° 180 170 160 150 140 130 122.9 120

o 0 0.0047 | 0.0366 | 0.1167 | 0.2570 | 0.4638 | 0.6479 0.7322

(;déc) ) 0.351 | 0.367 | 0432 | 0.549 | 0.851 2,063 |1496.78 | valeur négative
" mi

n.

On voit d’ici que 'augmentation du parameétre o fait déplacer le point
du premier décollement en amont vers le point d’impact antérieur en aug-
mentant aussi la distance du décollement parcourue par le cylindre. Pour
a~0.648, le premier décollement se passe a ~123° aprés la distance sz, égale
a infini, c’est-d-dire — jamais! Pour les plus grandes valeurs du paramétre a,
on obtient des valeurs négatives de (Sdéc')min.’ ce qui ne correspond pas a la
réalité.
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PARAMETRIC APPROXIMATIONS IN THE THEORY
OF NONSTATIONARY BOUNDARY LAYER APPLIED
TO THE FLOW AROUND DEFORMABLES BODIES

J Jovanovié, B. Askovié
Summary

The unsteady laminar boundary layer on a deformable body in non uni-
form motion U (x, t)=Q(t) V(x, t) is discussed. An universalisation of the unste-
ady boundary layar equations is first made in the sense that neither equations
nor boundary conditions depend on particular problem data The universality is
achieved by tiansfering sets of parameters which express the influence of time
and deformability conditions, charasteristic for each particular problem, into
the independent variables. Subsequently, the solution of the universal equation
is found in the form of series expansions in mentioned parameters.

ITAPAMETAPCKE ATTPOKCUMALMUIE ¥V TEOPUIU HECTAIMOHAPHOI
I'PAHUYHOTI CJIOJA NMPUMEBEHE HA CTPVYJABE
OKO OE®OPMABUJIHUX TEJA

J. Josaneuh, P. Awrxosuh
Pe3zume

O6u4HO c: y ciy4ajy HeCTAUMOHAPHOT JIAMHHAPHOT FPaHMYHOT CJioja y3uMa
na j: Op3uHa Crosballiiber MOTEHIMJAJIHOT CTpPyjarba M3pakeHa NMPOM3BOAOM [IBejy
dbynaxumja: U (x, t)=Q(¢) V(x), rone npa dyukumja Q(¢) nedunmile HauuH
(HecTanMOHApPHOTr) KpeTawa Teda, OOK Apyra V(x) mnpukasyje oOinmk Tena. Y
OBOM pany ce, Mel)yTuMm, TpeTHpa NpoOsieM HeCTAlMOHAPHOT IPaHMYHOT CJI0ja
oko aedopmabusiHor Tena, rae je cnosballma Op3uHa npeiacraBbeHa kao U (x, 1) =
=Q(t) V(x, t). YBogehu HOBy HOpMajHy NpOMeHJbMBY, Ka0 H 4eTHpu Oecko-
HayHa ckyna (opMm-mapaMeTapa yMeCcTO HPOMEHJBMBHX X, I Yy pajay je HM3BpIleHa
YHHMBep3aJM3alMja jeHaYyMHa TPaHHYHOT cjioja OkO JedopMabMIHOT Tesla NPOM3-
BoJbHOT oOymka. OBe yHMBEp3aJlHe j:AHAYMHE CY NOTOM aHAJUTUYKH TpeTHpPaHe
nomohy pa3Bujama y penoBe HemozHatux ¢yHkuuja. KonHayHo, MeToma je Tpe-
THpaHa Ha NpUMepY KPYXHOT IMJIMHApPA YMjM paaujyc R pacTe ca BpeMeHOM IO
3akoHy R=R,(1+at), a MCTOBpEMEHO Je TNOKPEHYT Tp3aj:M TPAHCIATOPHO H
cranioM 6p3uHOM. [loOuBeHM cy (HM3MYKU NPUXBAT/BMBHM PE3YJITATH.



