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SENSIBILITE DES SOLUTIONS DE L’EQUATION DES VIBRATIONS
LINEAIRES D’'UNE POUTRE REPOSES SUR UNE BASE
ELASTIQUE PAR RAPPORT AUX CHANGEMENTS
DES COEFFICIENTS

Roman Gutowski

1. Introduction et généralités

Considérons I’équation des petites vibrations transversales d’une poutre
appuiée a bascule aux deux extrémités sur une base élastique, en tenant compte
de I’amortissement extérieur proportionel a la premiére puissance de la vitesse

(1) EJai— i+p.aﬁ-|—ru Fi(x, t)
axt ot? ot
ou
EJ — rigidité a la flexion de la poutre
m — masse unitaire sur la longueur de la poutre
w — coefficient d’amortissement linéaire extérieur des vibrations trans-
versales
r — coefficient de la souplesse linéaire de la base élastique
F — force excitatrice

Introduisons les notations

EJ F 1
2) ==y, £-28 —=« —F=f

m m m m

ou vy, B, « sont constantes positives.
L’équation (1) s’écrit alors

0*u ()2
(3) Y;)*; c)t2 @—Jr“u =f(x, ).

Soient les conditions initiales sous la forme
(4) u(x, 0)=9¢, (x), ———— =4, ().
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Les conditions aux limites ont dans le cas considéré la forme
u(0, 1)=0, u(l,t1)=0

5 2 2
(5) 0*u(0, 1) 0, o’u(l, t) 0
o x* 0 x*?

On admet que la solution de I’équation (3) avec les conditions (4) et
(5) est connue. Le probléme qu’on veut étudier, c’est la sensibilité des solu-
tions de I’équation (3), par rapport au changement du paramétre ¢ qui est
égal & «, ou {3, ou y. Dans ce but nous introduisons la fonction de la sen-
sibillité sous la forme

(6) (l)(\‘ t (i)ilim Li(-‘ca_tq (-.+A(')—u(x5 f,i)ﬁﬁgu
' Ac—0 AC Jc

D’aprés (6) nous avons la relation approximative
(7 u(x, t,c+Ac)—u(x, t, )=w(x,t, c)Ac.

Si nous trouvons, ou évaluons la fonction w(x, ¢, ¢), nous pouvons en-
suite d’aprés (7) calculer approximativement, ou évaluer le changement de la
fonction u(x, ¢, ¢), selon le changement A ¢ du parameétre c.

Nous déduisons I’équation différentielle pour la fonction w(x, f, ¢). En
différentiant I’équation différentielle (3) par rapport & c=a, B, ¥ on obtient
I’équation différentielle de la sensibilité sous la forme

0w 0*w 0w
8 —+ +2—+aw=
(%) Yom Ton Py, cp
ou
- pour c=o
_2a_u pour c=f
9) p= ot
()4—“ pour c¢=
o x* L

Les conditions initiales et aux limites ont la forme

o (x, 0, C)—adu(x, 0, ¢) Mzi[au(x O,c)]=
(&

ot Jdc ot
0 0
i X =03 s X ;0
ac%() ac%()
(10) 9 9
(‘)(0: t, C)=4*u(0, 1, C):O’ (‘)(I: 1, c):__u(la £, ('):0
Jdc dc

0*w(0,t,¢) 0 [07u(0,1, 0 0 o, t,c) 0 [ou(ltc) 0
0 x? oc 0 x? ’ 0 x? dc| ox?
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Il faut étudier le comportement des solutions de I'équation (8), c’est-a-
-dire trouver les conditions suffisantes de leur limitation et de leur tendence
vers z€ro pour f-— oo,

2. Etude des comportements des solutions de I'équation de la sensibilité.

Si le coefficient ¢ ne change pas nous avons w=0. Si au contraire le
coefficient ¢ subit un changement Ae¢, alors la solution de I’équation (8)
s’écarte de la solution nulle. Cet écart nous le mesurerons par la distance

sous la forme
i
02 w\? [dw\? ow
) = +|—) +2Bw—+aw?|dx=
() I[Y(dx?) (ar) P ot 1
0
i

_f[(a—ﬁz)mz +(ﬁm+%‘f)2w(g—zx—?)2]dx

0

(11)

ol nous supposons que
(12) a—p*>0
La distance introduite satisfait les conditions
e (w)>0, e (0)=0.
On ne demande pas que cette distance satisfait les axiomes des distances

dans I’espace métrique.

En différentiant la distance (11) par rapport au temps et en substituant

0% ®

0t?
quelques transformations

au lieu de

les termes correspondants de 1’équation (8), on obtient apres

1

(13) §=—2pp+26[(ﬁm+‘;—°:)cpdx.

Il en résulte comme suit
i !

o< —2Bp+ofz!@m+%"f]w|dx< ~2Bp+f[(ﬁm+‘;—‘j)2+ @Z]dx

0
1 {

(14 p<-28 +0f[(oc—32)m2 +(Bw+cj)—(—:)2+y(32;)2]dx +0f<pz di

3 t
ég—26p+ p+f<p2dx=(l-2{3)p+fq>2dx
0 0

Désignons
1

(15) (1, )= [ (x, 1, ¢)dx
0

]t
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D’aprés (14) on obtient alors 1’évaluation

t

(16)  p<Bexp[(1-2B)t]+ [ ® (s, c)exp[(1 ~2B)(t—s)]ds, 1[0, )
0

Dans cette inégalité, suivant les conditions initiales et la formule (11) on a
B=pli—0=0

L’évaluation (16) prend alors finalement la forme

(17) o< [ @ (s, c)exp[(1—2B)(t—s)] ds, 1[0, ).
0

Puisque la solution u(x, #, ¢) est connue, alors on connait également la fonc-
tion @ (¢, ¢). Nous pouvons donc obtenir analytiquement, ou numériquement,
le domaine des paramétres pour que I'inégalité (17) soit satisfaite.

Ayant évalué la distance p, on peut évaluer la fonction de la sensibilité
comme suit. Nous avons I'inégalité

!

1
2 2 2 2
(18) f(‘) "’) dx > (‘39) dx.
%2 2 J \ox
0

0

Nous pouvons alors écrire I’inégalité

!

2 2 a_(!) : R aw :
(19) f[(a—a)m +(Bm+m) T (ax)]dxspg
0
<[ ®(s, ) exp[(1-2B)(t—5)]ds
0
d’ou il découle
(20) f(‘;‘;) dx <;%f(b(s ¢)exp[(1—2B) (t—s)] ds.

0

En outre, nous avons

o] frzafe oo fafoce g

d’ou on obtient I’évaluation de la fonction de la sensibilité

t
3

(21) 2<i— D (s, cyexp[(1 -2PB)(t—19)]ds, tc[0, o).
-,frc
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Supposons que
(22) 1-28<0

Si la fonction ® (7, ¢) est bornée pour t[0, ), la fonction de la sen-
sibilité w? est également bornée et si ® (¢, ¢)—>0 pour t— o, la fonction de
la sensibilité a également la méme propriété, c’est-a-dire w>—0, pour ¢— oo.

Soit la condition (22) satisfaite et considérons par exemple le cas, ou
la solution u(x, t, ¢) de I’équation (1), avec ses dérivées partielles de I’équati-
on (1) sont bornées. Dans ce cas la fonction est également bornée, c’est-a-dire

(23) D (1, )KA=const << o0, t&[0, o0).

L’évaluation (21) prend alors la forme

KB
24 L — (I —exp[(2B - D ¢]).
(24) <— G ~wleB-D0)
Si la solution wu(x, t, ¢) est inconnue, alors dans le cas c=a, c’est-a-dire
®= —u nous pouvons obtenir I’évaluation pour la fonction de la sensibilité

comme suit.

On peut pour la fonction u construire analogiquement comme ci-dessus
I’évaluation suivante

/)

J=f[(a—52) u2+(pu+%)2+y%(§£)z]dx

0

N

(25)

<Aexp[(1-2B) 11+ [ Q (s)exp[(1 —2B) (t—s)] ds
0

ol

1
Q@)= [frdx, A=J|izo.
0

Nous avons alors

i

(26) (D=fu2 dxg-“éé;exp [(1-2B)¢]+ L
i

oL —

) f 0 ()expl(1—28) (¢~ 5)] s

D’apres (21) I'inégalité suivante est satisfaite

w2<’—’3~ﬁ~2~)0f(14'exp[(1~2s)s1+

~ yn? (o

27)
+ [O() exp[(1 - 28) (s— )] d s ) exp[(1 - 2 B) (t—5)] ds
0
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Sur la base de I'inégalité (27), I’étude du comportement de la fonction de la
sensibilité, selon les propriétés de la fonction Q, ne présente pas de diffi-
cultés.
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YYBCTBUTEJIbBHOCTbH PEIIEHUIA ANPPEPEHLIUAJIBHOI'O
YPABHEHUA B YACTHBIX IMIPOU3BOAHBIX KOJIEBAHMU BAJIKHU

P I'ymoecku
PeswoMe

B padore paccMaTpHBaeTcs YYBCTBHTEJIBHOCTb OTHOCHTE/IbHO H3MEHEHHIl
K03 (UIMeHTOB, pelleHWil ypaBHeHHs JIMHEHHBIX KoJieDaHMH OajJKM Ha IIApHHUP-
HBIX Omopax, Jiexkalleid Ha yNpyroM OCHOBaHMHM, C Y4Y€TOM BHELIHOIO CONPOTHB-
JIEHMS. TIPOTTIOPLMOHANILHOTO K TMepBeil creneHd ckopocTH. Ilocne BBeaeHUs
(YHKUMH 4yBCTBHTEILHOCTH, BBIBOAUTCA AuddepeniuanbHoe ypaBHeHHe B YaCTHBIX
NpOoM3BOAHBIX /Ui 2Toi (yHkuuu. ITonydyena sdekTHBHAsA oOleHKa (QYHKIHH
YyBCTBUTEJLHOCTH C MOMOIIBID HEKOTOPOro YA0OHO BBIOPAHHOIO PACCTOSAHMS
MeXx1y pelieHUAMH NHGQepeHIHanbHOrO ypaBHEHHsS YyBCTBUTEJILHOCTH.

OCETJ/bMBOCT PEHMEHA JUOEPEHUMIAJIHE IMAPLMWIJAJIHE
JEAHAYMHE OCLUJIAULMIE I'PEAE

P. I'yiuoscku
Pe3zume

V pajay ce mocmaTpa OCEeT/bBMBOCT Ha TIpOMeHy KoedHLHMjeHaTa pelleba
audepeHUMjaliHe NaplyjajHe jeJiHAYMHe JIHHEAPHHUX TOTPEeYHHX OCIHIalMja Tpe/e
3r7100HO Be3aHe 3a OCJIOHIIE KOJM Jiee Ha eJJACTHYHO] OCHOBH. OTnop crnosbHe
Cpe/IiHE MPOTIOPLMOHAJIAH je TIPBOM CTereHy Op3uHe ocumiosamba rpeae. IMocne
yBoherma (yHKIMje OCEeT/BMBOCTH, M3BOAM Ce AHudepeHlMjaiHa TaplHjaiHa je-
HauMna 3a Ty ¢yHkumjy. JlobuseHa je e(bcmunm oneHa (yHKIHje OCCT/LUBOCTH
noMohy HeKOr MOrojHO M3adpaHor pacrojama peulelbuMa idepenuujante jea-
HaYMHE OCET/BMBOCTH.



