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CONTRIBUTIONS A LA FORMULATION D'UNE THEORIE GENERALISEE DE LA
STABILITE DE L'EQUILLBRE DES POUTRES A PAROIS MINCES, AVEC PROFIL
OUVERT, SOLLICITEES A LA FLEXION AVEC CISAILLEMENT ET TORSION

Fleseriu Eugen

Tandis que le calcul de résistance des poutres a parois minces, constituées
d'un seul élément principal, est trés bien mis au point, [1], [4], [6], [10], et de
méme, le calcul des poutres composées de deux ou plusieurs éléments principaux
distancés, solidarisés, est bien connu, [1], [2], [9], [10], [11], la vérification de la
stabilité souléve encore de nombreux problémes aux ingénieurs calculateurs. Les
principaux procédés de calcul, fondés sur la bifurcation, [1], [4], [5]. [6], ou ser la
divergence de I'équilibre, [2], [3], [6]. [8]. reconsidérés critiquement, montrent le
manque d'une théorie convenable pour la vérification de la stabilité des poutres
avec profil ouvert. On ne trouve habituelement que des procédés assez particuliers,
fondés soit sur la bifurcation, soit sur la divergence de I'équilibre.

En ce qui suit, I'auteur se propose de formuler une théorie plus générale, —
capable de résoudre, d’une maniére unitaire, aussi bien la divergence que la
bifurcation de I’équilibre — assez avantageuse, en ce qui concerne la structure des
équations différentielles, pour en faciliter I'intégration.

1. La formulation des équations différentielles généralisées.

On considére une poutre & parois minces, avec profil ouvert, (fig.1) pour
laquelle on connait la position des axes principaux xGy, la position des axes XCy
(paralléles aux xGy) passant par le centre de cisaillement C, la position et
Iintensité des charges. Pour obtenir une forme avantageuse des résultats, on
rapporte les inconnues du probléme a I'axe des ,,C”, [3], [5], [7]. En partant de la
position fléchie, déviée latéralement et torsionnée de la poutre, (fig.2) et des
équations différentielles de la flexion et de la torsion, [1 1. [3]. [4], on peut écrire:

ELVII=M; ELU =—M (1),(2)
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95



ou I, — le moment d'inertie sectoriel principal et I; — le moment d’inertie a la
torsion,

Pour formuler les équations différentielles du probléme, il est nécessaire de
réduire les efforts et les charges, par rapport au C, (fig.3)"), et de détérminer les
moments fléchissants M, M, . et l'intensité du moment de torsion par unité de
longueur, m, d'aprés la théorie du lle ordre. Pendant la réduction on peut mettre
en evidence le bimoment supplémentaire, (fig. 3):

Bum = M.eg (4)

Par suite on peut écrire:

*)Pour simplifier la figure, on n'a pas représenté la section de la poutre,
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— Pour les moments fléchissants, (fig.2,fig.3):
My, = My, = M, cosp — Msing = M, — M, ¢ (5)
My, = My, = M cosp + M,sing = M, + M, ¢; (sing = ¢, cosp = 1) (6)

— Pour l'intensité du moment de torsion, m, produite par:
a.— I'éxcentricité de la charge, (fig.2):

B, (p.;cos,c % pvsing)) ey + (— p,;sinqo + p.vcos{p) ey =
=—p-;(e-7+e?~p)+p.\,,(e;-—ev\p), (sing=¢; cosp=1) . (7)
b.— I'influence de la flexion sur la déformation transversale de la poutre, (fig.4):

(M) =0; M +M T"dZ —M V" dZ - (M +dM)=0;
dM =M U dF v . i +m "
B N Z—Mvv dz; m\pb——?g———qu +MVV (8)

dans laquelle on a negligé les termes trés petits par rapport a ¥;

c.— I'influence des contraintes normales sur la torsion et la déplanation de la
section transversale, (fig.5):
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M (o) = I o lorg'dA) r = J'A art'dA =

M, — M,y M, + M,y
= _ er S e o o Y X = -
[A I |K (V VG) lv (x XG;'
+ " M, ¢
— B*I 'B—M u.;' ()( + Y ‘) ;'(IA = - | il k,;, =
My BBy M)
YT T Ty R M
K~ Key ku, T
= 5 (M) + 7L (M )+ 5 (B + Byy) '] i8]
X y L

ou:B — le bimoment, w — la coordonné sectorielle principale,

ky =Ia ¥V (KP+77)dA - GAIL kg =/, X (X? +§7) dA =X A, (10),(11)

ku:_l‘A W(X?* +§?) dA, ie=1J, R*+§2)dA]/A (12), (13)
et on a négligé les influences trés petites par rapport a .
De (7) ... (9), résulte 'intensité de m:
m,=m,+m__ + m_. = =Py (ev toexo) +py ey — exy) — MXU" + Mv”v’” -
ks ne oy 55 AL |
+T(Mx¢) +T(My¢) +—|:[(B+BM);'}' (14)

En introduisant (5), (6) et (14) en (1) ...(3), on obtient les equations
généralisées des poutres & parois minces, sollicitées & la flexion gauche avec
torsion:

EIX'U”=—MK +Mycp,' EIV'CI"=—I\/1y - M (15), (16)

ke ko~
E]w@V — GITK’OH _.Tfo (Mx¢')r __Ii_(My\’:) =
k(-tf' P
= [(B+Bul' '+ M Tt — M VI + pa (exter o) —

= Py ley —exy) = 0; (17)

La formulation originale obtenue se caractérise par une forme mathématique
assez avantageuse, due a la rapportation des inconnues a I'axe ,,C" et permet la
solution du probléme de la stabilité a la flexion avec cisaillement et torsion par la
divergence, a I'aide d'un calcul de résistance du |l—e ordre, de méme que celle de
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la stabilité a la flexion avec cissaillement, fondée sur la bifurcation de I’équilibre.
On peut verifier si (15) et (16) sont véridiques en les comparant a celles des
formulations, obtenues pour la section monosymétrique, dans [3], [5], [6]. Pour
vérifier (17), il faut éliminer du systéme les déplacements u et v et particulariser la
derniére équation pour les cas étudiés jusqu’a présent en téchnigue, (voir R 2).

De (17), par élimination de u’’ et v, a 'aide de (15), (16), on peut obtenir
les équations généralisees de I'angle y:
— Pour la vérification de la stabilité des poutres solicitées a la flexion gauche avec
torsion, en vertu de la divergence, a |'aide calcul de résistance du deuxieme ordre:

k% ky k M
Elw;LV—Gl,C;” _EL(MX\':”)_RL(MW"J’),_E% [(B+BM)¢I)I]—(ET"+
Y
M3 M, M |
% i -l A e s
TE, Ot By ety egly— Tt (1o — ey ey ey oy =00 (18)
— ldem, a la flexion plane, (P =0, By =M, Xg, M, = 0) avec torsion:
ke N
Elue'V — Gl — 7% (M) == [(B + M,Xg)e']' —
x w
MX &
T (e — exv); (19)

— Pour la vérification de la stabilité a la flexion plane, (p, = 0, M, = 0, By =
M, Xg), en base de la bifurcation de I'équilibre (e = 0, B = 0):

2

k'; X k(.u " Mx
El @'V — Gl — I (M, o) — T (M X5¢') = ( El,

~ Py egly = 0; (20)

L'intégration des équations (18) ... (20)se fait en concordance avec les
conditions d’appuis. Puisque les équations établies sont des équations différentie-
lles avec coefficients variables, une solution générale (analytique) de colles—ci nest
pas connue. On peut cependant résoudre les équations (18) ... (20), avec une
précision assez élevée, a l'aide des calculateurs éléctroniques, par intégration
numérique du probléme aux conditions initiales [12]. D'une maniére approximati-
ve, on peut résoudre les équations (18) ... (20) par les procédés GALERKIN ou
RITZ, [ 3], (5] [6].

2 _ Possibilités d’utilisation des équations différentilles en fonction de la symétrie

2.1. — Le cas des poutres a section symétrique par rapport a I'axe vertical, Cy.

Dans ce sac C et G se trouvent sur I'axe de symétrie.
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— De (10) ... (12) et (18), on obtient les valeurs:

k=¥ R* +9?)  dA — A2 #0, Ke =0, ko, =0 (21),..(23)

et I’équation de la flexion gauche avec torsion:

2 2

k M
Elwkpl\/ o G|t¢|| = T;I(Mx@’)' _(?I)i-k Fllx) \P‘f (pvev + p,;e.;,) o =

M, M I
g e el _ Yy _ =

er, (1T, ) —Pyey+pyey =0 (24)
On a retrouvé , la formulation de PETTERSSON—DABROWSKI, [3]. optenue
pour la section |. Pour I'état de sollicitation correspondant a I’équation (24) on
connait les solutions établies énergetiquement par DABROWSK]| [3], en base du
procédé GALERKIN. Si on connait I'angle ¥, on peut calculer la contrainte
normale:

+ M, ¥

. + " ’
o= M, MV"oy+ MYI LT x+wE<,allz':—n"—y+—MY—l—x+va";
(25)

|x Yy X Y
¥
et remplacer la vérification de la stabilité par divergence, par un calcul de
résistance du ll—e ordre, plafonné a I'apparition de la limite d'étirage, o,
(I"écoulement de fibre), [3], [6]. [B]. ou adapté pour une plastification partielle
[2], qui ne doit pas modifier essentiellement les efforts obtenue par le calcul
élastique.

— Si on introduit (21) ... (23), dans (19), on obtient I’équation de la flexion
plane avec torsion:

ne o M5
El,¥'V— Gl ol — '—EL (M ¢)'— E—'V‘P ~ Pyley — ey = 0 28}

L'équation (26) est un cas particulier de la formulation PETTERSSON—DAB-
ROWSKI. Pour I'équation (26), on connait la solution établie par DABROWSKI
[3], en base du procédé RITZ. Avec les expréssions de ¥ et ¥, on peut déterminer
la contrainte normale: -

M, M, ¥
g = Y+ 77— x+ Ewyll (27)
I Iy

et verifier la stabilité, comme dans le cas de la formule (25),

— Si on introduit (21) ... (23), dans (20), on obtient I'équation homogéne
de la stabilité par bifurcation, correspondant a la flexion plane avec cisaillement:

M
El, ~ Py &pl¢=10 (28)

ke s
EILPY = Gl — 25 (M, ¢) —
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L'équation est identique a la formulation KOLLBRUNNER [5]. Pour cette
équaton on connait les solutions (charges critiques) obtenues par DABROWSKI
[3], KOLLBRUNNER [5], MEISSNER ) [5], [6], et BURGERMEISTER") [6], en
base des procédés RITZ et GALERKIN. L’équation (28) doit étre résolue comme
probléme de valeurs propres.

2.2. — Le cas des poutres a section doublement symétrique

Dans ce sas, les centres C et G se confondent.

— De (10)...(12) et (19)"") on obtient les valeurs:

ke =0,  ky =0, Keg =0, (29) . .. (31)
et I'équation de la flexion plane avec torsion:

M2 |
El @V — Gl — = — Py ley —ex¥) =0 (32)
Y

On a retrouvé justement la formulation de PETTERSSON—DREHER [3],
[7]. [8], obtenue par voie directe pour la section |. Pour I'équation (32) on connait
la solution exacte de PETERSSON [3], [7], et les solutions de DABROWSKI [3] et
DREHER [7], [8], établies & I'aide du procédé RITZ. Avec ¢ et ¢" du (32), on
détermine la contrainte o, par (27), et on vérifie la stabilité par divergence, comme
dans le cas de la formule (25).

— En introduisant les valeurs (29) ... (31), dans (20), on obtient |’équation
homogeéne de la stabilité par bifurcation, pour la flexion plane avec ciasaillement:
ol V m_(—-—M’z‘__ p=0 33
gl @Y= 6Ly El, - Pyey) ¥ (33)
On a retrouvé I'équation de KOLLBRUNNER [5], pour la section double-
ment symétrique, qui admet les solutions indiqueés par KOLLBRUNNER [5],
STUSSI [5], FLINT [6], TIMOSHENKO [4], etc.
2.3. — Le cas des poutres a section symétrique par rapport a l'axe horizontal, CX.
Dans cette situation, ,,C” et ,,G" se trouvent sur |'axe Cx.

— De (10) ... (12) et (19) on établie les valeurs:

ky =0, ke =f4 X (X* +7?) dA =X AL #0; k,=0; (34)...(36)

*)Par rapport a |I'axe des centres de gravité.
**)pour la flexion gauche, le procédé est similaire au § 2.1.
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et I’équation de la flexion plane avec torsion:

M2y
AV All e -
El ¥ "= Glty Ely h pv(ex"'_ e’?“’c) =0 (571

On a trouvé la formulation obtenue par LOOS—LOMMATZSCH (7], pour la
section |, L'équation (37) est identiaue a (32) et par suite admet les solutions
connues pour la section doublement symétrique (§ 2.2). Le verification de la
stabilité par divergence s'effectue avec (27, dans les conditions de (25).

— En introduisant (34) ... (36) dans (20), on obtient I'équation de la
stabilité par bifurcation:

M:
vV _ All_ X e A
E'w‘r' Glt‘r EIV p,,ce,\. ) ¥ 0 (38)

— identique & (33) — qui admet les mémes solutions que celles de la section
doublement symétrique,(§2.2).

2.4. — Le cas des poutres a section ponctuellement symétrique
Dans ce sac, les centres C et G se confondent.

— De (10)...(12) et (19) on obtient:

k=0 k=0 ko = Ja@ (X2 +¥2) dA #0; (39) ... (a1)
et I’équation de la flexion plane avec torsion:
- ki . M2
E' Al V . Al = W At e
i Gl ¥ I (By) — Elyy — Py (e?_e'»*“;) = 0: (42)

Le caractére véridique de (42) peut étre prouvé a l'aide de la formulation de
REUSCHLING (4], particularisée, par rapport a ,,C”. Le vérification de la stabilité
par divergence se fait avec (27), dans les conditions (25).

— En introduisant (39) ... (41) dans (20), on obtient I'équation de la
stabilité par bifurcation:

El¢'V— Gl #!- (EMI—" —Pyey)¥ =0 (43)
Y

On a retrouvé I'équation formulée par KOLLBRUNNER [5] — identique &
(38) et (33) qui admet les solutions indiqu’ees au 922 .

3.— Quelques considerations a I’egard de la stabilité locale

Puisque le voilement et |'interaction des parois minces dans le domaine
post—voile sont mieux réglémentés par les normes,[13], [15], [16], le probléme
peut étre résolu exclusivement en base de celles — Ci, en maintenant les régles
existentes pour la vérification de la stabilité locale des poutres prédisposées a Ia
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perte de la stabilité générale par bifurcation, [ 16], [15] et en approximant la
vérification de la stabilité des ailes comprimées des poutres prédisposées a la perte
de la stabilité par divergence, par I'intermédiaire des procédés généraux, utilisés
pour le voilement des dmes, prévus dans [16]. En général les poutres a parois
minces ne perdent pas la stabilité par voilement et |'accomplissement des
conditions limites, prévues dans les normes pour b/t, [13],[14], [15], [16]; h/t,
[14),[16], et | ,,in [15]. [16] épargne & I'ingénieur un calcul de stabilité locale.
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RESUME

On formule une théorie de la stabilitée des poutres & parois minces, capable de résoudre
aussi bien la divergence que la bifurcation de I'équilibre. On ecrit les équations différentielles
en fonction de la symétrie de la section transversale. On indique la modalité de I'intégration,
on discute les solutions existentes et on précise le procédé de calcul. On donne des indications
pour la vérification de la stabilité locale.
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