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ZUR ANWENDUNG EINES DIFFERENZENVERFAHRENS BE|I
MEHRPHASENSTROMUNGEN

Walter Zwick

1. Einleitung

Durch die Entwicklung der Rechentechnik haben sich in letzter Zeit die
numerischen Methoden zum Aufstellen und Uberprifen mathematischer Modelle
der Stromungsmechanik sowie zum Auswerten dieser Modelle bei technischen
Aufgabenstellungen einen wesentlichen Platz erobert. Einen ausfiihrlichen Uber-
blick uber die Differenzenverfahren zur Losung inkbmpressibler und kompressibler
Stromungsprobleme hat Roache [1] gegeben. Die theoretischen Grundlagen sowie
die Losung auswahlter Probleme der mathematischen Physik wurden von Janenko
[2] und Samarski [3] beschrieben. Eine Vielzahl von Ergebnissen zur numerischen
L.osung der Navier—Stokesschen Gleichungen wurde von Ladyshenskaja, Rivkind
und Kshivizki erhalten [4,5,6,7,8]. Wenn man von den Modellvorstellungen von
Rachmatulin [9] und Faisullajew[10] ausgeht, so konnen diese Methoden auch auf
Mehrphassensysteme ubertragen werden.

2. Zur Problemstellung

In einem Gebiet £ der Dimension D = 3 mit der Berandung ¥ wird im
Zeitintervall [0,T] eine M—Phasenstromung betrachtet (M = nat. Zahl). Das Gebiet
2 x [0,T] wird mit Q und dessen Berandung Zx [0,T] mit S bezeichnet. In jedem
Punkt x, t € Qu S (x —x;),...,Xp) wird jeder Phase u (u =1,2,...,M) ein
Geschwindigkeitsvektor mit den komponenten v, = v, ,(x,t) (k = 1,...,D), ein
Druck Py = py(x,t) und eine Dichte p, zugeordnet. Zum Zeitpunkt t = 0 soil eine

bekannte Stromung mit den Geschwindigkeitskomponenten agu vorhanden sein

= a0
Vip! emo = 3Ry (1)

Die Randflache ¥ kann J Offnungen Z,(u = 1,2,...,J; J = nat. Zahl) haben,
durch die Medien einer oder mehrerer Phasen ein— bzw. ausstromen. An diesen
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Offnungen sollen die den Phasen entsprechenden Gesghwindigkeiten bekannt sein.
Nimmt man an, daf auf der Restflache Z,=Z- U Z, die Haftbedingungen
n=1

gelten, dann ist Vku auf dem gesamten Rande S gleich einer bekannten Funktion

by u

Vi g = b (2)

Die Dichten p, der einzelnen Phasen sind im allgemeinen Fall Funktionen des
Ortes und der Zeit. Der Einfachheit halber sollen diese Dichten naherungsweise
konstant sein. Die Stromung im Gebiet Q wird dann durch die folgenden
Bewegungsgleichungen [9,10]

apt D az\"k

[_‘1"_.!4_+ s g Oy 4 v 9 Vkp

p'u | : 1 T aX| ] axk nu | = 1 ax:

& 2 Kuv Vip = Vi) + Gy s x1€EQ; k=1,...,D; u=12,...M (3
S

und die Kontinuitatsgleichungen

M
’1-%\:(';“—=fp; “§1p“fu=0,' x,t€Q; u=12...M (4)
beschrieben. Hierbei sind mit M - 0, Kup = Kpy =0, gy, und f,. die dynamischen
Zahigkeitsk oeffizienten, die Koefhznenten in den Koppiungsghedern die Kompo-
nenten der ausseren Krafte und die Quellenfunktionen bezeichnet. Unter der
Annahme konstanter Dichten sollen die Grossen Ny und K, konstant und f, und
9ky bekannte Funktionen sein, die vom Ort und von der Zeit abhangen konnen
Da durch diese Gleichungen der Druck nicht eindeutig bestimmt ist, sollen
zusatzlich die Bedingungen

S{p“ de=0: PE[0T; p=12 ... M (5)

erfullt sein [4]. Dieses Anfangs—Randwertproblem soll mit dem Differenzenver-
fahren gelost werden.

3. Zur Approximation kontinuierlicher Gebiete

Zur Anwendung des Differenzenverfahrens missen die kontinuierlichen
Gebiete §2 und Q durch Mengen diskreter Knotenpunkte ijm und Q,, im €ines
Raum—Zeitnetzes und die Rander  und S durch Mengen diskreter Randpunkte
Zum und Sn approximiert werden. Dabei entsprechen die Indizes i,j,m,n den
Knotennumerierungen in X; —, X3—, X3 — und t—Richtung.
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Um die Anschaulichkeit zu erhohen, soll im folgenden fiir 2 ein prismafor-
miges Gebiet angenommen werden, dessen eine Ecke im Koordinatenursprung 0
liegt und dessen Seiten parallel zu den Ebenen x; = 0,...xp = O liegen. Die
Kantenlangen dieses Prismas werden mit A, B und C bezeichnet.

Die Knotenpunkte des Raum—Zeitnetzes und entsprechende Mengen dieser
Punkte lassen sich dann in der folgenden Form darstellen:

Qijm =ihy,iha, mhg; i=1,.,Ny; j=1,...,N2; m=1,...Nj

Qi = 2m N hy ; n=01,..., N,

Eijm=ih,,jh2,mh3;i=0,N1+1 undj=0, .. Na+1;m=0,..N3+1
oderj=0,N,+tundi=1,... ,N;;m=0,..N3+1
oderm=0,Ns+lundi=1,..,N;;j=1...N;

Sﬂm=3ijm,nho ; n=1,..., Ny

Qp = U Q. sp= Y S,

Dabei wurden die Schrittweiten des Netzes in x;—, X;——, X3— und
t—Richtung mit hy, h,, hy und hy, bezeichnet. Ny, N, N3 und Ngsind ganze
Zahlen, die mit den Seitenlangen des Prismas und dem Zeitintervall durch die
Beziehungen

A=h;(N;+1), B=hy(N,+1), C=h3(N3+1), T=hgNg

zusammenhangen.

4. Zur Approximation kontinuierlicher Funktionen durch Netzfunktionen

Wird eine kontinuierliche Funktion in den Knotenpunkten des Netzes
betrachtet, so soil die Bezeichnung der Funktion beibehalten und der Charakter
diskreter Stutzwerte durch Indizes ausgedrickt werden. Ist. z.B. p = p(x,t) eine
kontinuierliche Funktion, so wird mit P, = p (i hy, j hy, m hg, n hg) der
Stiitzwert der Netzfunktion im Punkt Qp  bzw. Sj = bezeichnet. Wenn dagegen
eine kontinuierliche Funktion in einem Knotenpunkt des Netzes approximiert
wird, so soll die Bezeichnung der Funktion geandert werden, indem das Zeichen ~
iiber der Funktionsbezeichnung verwendet wird. E:}m stellt dann eine Approxima-
tion der kontinuierlichen Funktion p im Knotenpunkt Q;}m bzw. S{}m dar, bei
der z.B. neben dem Stutzwert pi';m weitere Stutzwerte der Netzfunktion

herangezogen werden konnen.
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Ahnlich we fiur kontinuierliche Funktionen konnen fir diese Netzfunktionen
verschiedene Raume eingefihrt werden. Z.B. konnen durch

D,N;,N2.N3
(V:yiim' WEui]m) =hyhyhs . E_ V:pijm er:pijm
k,i,jym=1
1
ein skalares Produkt und durch || VE“ijm | = (v[(‘mjm Vigijm! 2

eine Norm definiert werden, wobei x und n die Bedeutung von Parametern haben.
Benutzt man noch die Bezeichungen

t%n _  Ntdgg - ‘
kijm k,u,itdy g, it 9, mm mib3, ¢ c=0,1,...D;
6rg =1 fir o=7 und b,,=0 fir o#F7T,

so konnen Differenzenquotienten in der folgenden Form angegeben werden:

—0
Vn - 1 = n e n
kuim &= WVRyiim = Vigijm)/ho
vh = = n

. — n .
kuifm x e = (VR yiim = Yifijm !/ hy
n +k. N ., n
Vipiim xj = ( V. kyijm Vkpiim)/hk

A o +k —k
Vkmiim xex g L Yipm = 2V iim * VRuijm!/hi
5. Zur Approximation des Anfangs—Randwertproblems

Wenn die in den vorhergehenden Abschnitten eingefuhrten Bezeichnungen
verwendet werden, kann das Anfangs—Randwertproblem (1) — (5) durch die
folegenden Differenzengleichungen approximiert werden [4]:

ve =~° 9 (o]
Vikwiim = 3%uijm ¢ Qj, €Qp und SSm eS8 (6)
~n - n . n n
Vikuijm = Pkuijm ¢ iim €Sh
1 o ! n n n-1 n
n L ~n-y ~ & ~ -
Py [Yeugjz * 2 |=21 ( Vigiim Vipigmx; T Vigiim  Vikpiimx ,)] (7)

D
- ~n e
= = Puijmxy +ny X

M
~n . n _ e =) ‘
I= 1 Viuiimx ) +v§ 1 KF“’ Vivijm Vkuijm) +gkduijm J

Qa7

ijm

<y (8)
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D
§1v[‘“ijmx|="fzijm; iij;m=0,1,...N;; Ny; N3y mit i,i, m$¥0,0,0 (9)
Ni, N2, N3
o Puijm =0 ’ (10)
kL, J.. A = QO

Hierbei gilt k; g; n=1,..., D; M; No-

Fur ein festegaltenes n > 0 liefern die GIn. (7) und (8) so viele
Bestimmungsgleichungen wie unbekannte Stutzwerte der approximierten Gesch-
windigkeitskomponenten VEMijm vorhanden sind, und die Gln. (9) und (10)
stellen so viele Bestimmungsgleichungen dar, wie unbekannte Stitzwerte des
approximierten Druckes B;iim auftreten. Soll auch fiir den Fall n = 0 der
Druck bestimmt werden, so mussen die Gin. (8), (9) und (10) auch fur n = 0
betrachtet und in der Gl. (8) fiir die Zeitableitung ein rechtsseitiger Differen-
zenquotient gewahlt werden. Aus dem sich fir n = 0,1 ergebenden System kann
dann Py, ermittelt werden.

6. Zur eindeutigen Losbarkeit der Differenzengleichungen

Zum Nachweise der eindeutigen Losbarkeit der Differenzengleichungen
geniigt es zu zeigen, dass das sich aus den GIn. (6) — (10) ergebende homogene
Gleichungssystem nur die triviale Losung hat. Dieser Beweis kann mit Hilfe der
vollstandigen Induktion gefuhrt werden. Zum Zeitpunkt t = 0 ist auf Grund der Gl.
(6) im homogenen Fall "Jz“ijm= 0. Unter der lnduktonsannahme?ﬂzum = Okann
die Behauptung'ﬁ:“iim = Obewiesen werden. Fir diesen Beweis kann man die
Methoden aus [4], und wegen K, = Kp,. = 0 die Ungleichung

M M
n e een < Ay ~n 2
; vE: 1 Ko W Vi wijm) |\3 =, Ky Hvk“iij

anwenden. Wird h,, so klein gewahlt, dass die Ungelichung

M
2h, T

) Ky, <p, firalle u=1,... M gt so folgt IV yijm 1=0

1

und hieraus die Behauptung. Wie in [4] lasst sich dann zeigen, dass auch
Blijm = 0 ist. Damit ist die eindeutige Losbarkeit des Systems (6) — (10)
gesichert.

7. Zur Kompatibilitat der Differenzengleichungen

Sind vy = vk“(x,t) und py = Pulxt) stetigle Losungen des Anfangs—Rand-
wertproblems (1) — (5), so kann man diese kontinuierlichen Funktionen in den
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KnotenpunktenO und S” des Netzes betrachten und diese Netzfunkti-
onen Vk“,]m und pr“Ijm in die Differenzengleichungen (6) — (10) anstelle
der Grossen vk“,im und p‘“,Jnn einsetzen. Die Approximationsfehler

0 - ~0
wlkﬂﬂﬁ) Vkuum'+akuUm (11)
n - n = .
‘I’zkpijm“_"'kui;m+bkuiim’ (12)
n _ n 1 D +
Skplfm = =Py [V0ou =+ = 3 (w1 n n-1on
Mijm Py [ kwijmt © 3 & ( Iijm Vkuijmx, M sin ka‘jm7|”
. n o n o n
puijmxk n,u IZ Vkuumx 1% 1)2——:1 K,uv (Vkvijm Vk,uijrn)
~n B
O pijm:
Vo= R
sim =4 leijmxl Mijm (14)
n Np/.Na N3
VY5 ouooo = — Z pn (15)

i,i,m=0 MHijm

(wobei die noch nicht festgelegten Indizes k, y, i, j, m, n entsprechend den GIn. (6)
— (10) zu wahlen sind) streben mit der Grossenordnung O(h) (H = hg hy,.. .,hp)
gegen Null, wenn man annimmt, dass v, , zweimal nach t und dreimal nach x,
und p'u zweimal nach x,; stetig differenzierbar sind (k,1 =~1,2,,. ..D;ouo=
1,2,...,M). Ausserdem mussen die Approximationen 'Eﬁmjm, b, gr

und Afwm von a‘;u Dku. Gk und f, geeignet gewahlt werden.

Kuijme gk,uijrn

8. Zur Konvergenz der Differenzenlosungen

Sind v:uijm und Dﬂijm Losungen des Anfangs—Randwertproblems
(1)—(5) betrachtet in den Knotenpunkten des Netzes und
ViRuijm Und  PJy - Loésungen der Differenzengleichungen (6) — (10), so folgen

Ny
aus den Definitionen der Diskretisierungsfehler wku i = Vg —v:mjm und

q,uijm=ppijm_puijrn fir die Lésungen der Differenzengleichungen die

~n - ~
v . = n + yn n = AN n
Darstellungen keiim = Wiuiim ¥ Vegijm YN Plijm = Q2ijm + Phijm:

Setit man diese Ausriicke in die Differenzengleichungen (6) — (10) ein, so
ergeben sich fiir die Diskretisierungsfehler die folgenden Gleichungen

W itm = T kpijm (16)
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Wkpijm:‘l’g kgl ¢ (17)

18 M
n ~ - ~
. D n=1 n n-1 n _
Pu [Wk_uljmt b (Yigm Wkuijmx|+vluijm Wk,uijmx|)
= __ uh e E wh o +“ZA K ( o — Wi )
Wiz, T = Winiimx i, 720 Bue Wiijm ™ Wiaijm (18)
. ‘
+ Wakpijm
s &
_— n .
il W'.Uijm"| =g OMijm (19)
Nij.N2,N3 ,
- - n
= q e _\l! (20)
T-ar e LU
Dabei ist

Pu
2

+1l n-1 n n-1 n
(W im Vi iimx, T Wigiim Vipijmx,

)

]
=1

—n

\I’{3k,uijm = ‘l’gk,uijm -
und die noch nicht festgelegten Indizes sind entsprechend den Gln. (6) — (10) zu
wahlen,

Da bei geeigneter Approximation Eﬁpijm von aip die Beziehung

W yijm Il = O(h) gilt, liegt es nahe, das Verfahren der vollstandigen
onduktion anzuwenden. Man geht von der Induktionsannahme Hlwy ;o Il =0 (h)
aus und zeigt, dass auch fir Iwg,;Il = O(h) gilt. Setzt man voraus, dass
H‘"EpiimXIHIUNd “VE#;ijIH fur | = 1,...D beschrankt sind, so gilt auf

Grund der Induktionsannahme bei geeigneter Approximation
B i VON Gy s 938 (NG, =0 (h) st

Ubertragt man die entsprechenden Methoden aus den Arbeiten [4,5,6] auf
diese Aufgabenstg‘uung, so kann man bei geeigneten Approximati-
onen 7;ijm und  9xpuijm von f, und g, neben der Induktions—behauptung
auch W yijmx, l2 = O(h) fur 1 =1,...,D beweisen.?) Hieraus folgt
dann, dass qzijmyk schwach und wegen Gl. (20) auch Qﬂijm mit Verfeine-

rung der Schrittweiten des Raum—Zeitnetzes gegen Null konvergieren.

9. Zur Stabilitat der Differenzenlosungen

Bei der Untersuchung der Stabilitat der Differenzenlosungen bezuglich der
Anfangswerte und der dusseren Krafte kann man von den GIn. (6) — (10) ausgehen

1
Ng —

n = n 212
1) Dabei bedeutet Hwkyiimx|“2 [ho §=1 ”Wk,uijmxllll
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und die Randwerte und Quellenglieder vernachlassigen. In diesem Fall lasst sich
mit den Methoden aus (4] eine Aprioriabschatzung herleiten, aus der die Stabilitat
fur die Differenzenlosungen der Geschwindigkeiten bei genigend kleinem h,
gefolgert werden kann.
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ZUSAMMENFASSUNG

Ausgehend von den Modellvorstellungen von Rachmatulin und Faisullajew iiber Me- -
hrphasensysteme, wird ein Differenzenverfahren zur Losung inkompressibler Mehrphesen
gleichungen n beschrieben. Dabei kann mit den Methoden von Ladyshenskaja und anderen
gezeigt werden, dass die approximierenden Gleichungen eindeutig |6sbar und kompatibel sind,
die Losungen der Differenzengleichungen bei Verfeinerung des Raum—Zeitnetzes gegen die
Losungen der Differentialgleichungen konvergieren und bei geniigend kleinen Zeitschrittweiten
stabil bezuglich der Anfangswerte und der ausseren Krafte sind.
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