UNE SOLUTION DU PROBLE‘ME A DEUX DIMENSIONS
'DE LA THEORIE DE L’ ELASTICITE

) Par
' D. RADENKOVIC
I .

Nous allons montrer ici une solution exacte du probléme
2 deux dimensions de la Théorie de I'élasticité pour une plaque
rectangulaire. La méthode de solution est basée sur la fonction
de tension que nous construisons a la maniére proposée par
A. E. H. Love) comme une solution générale du probléme
biharmonique pour une région simplement connexe.

-Désignons la fonction cherchée par .x; les tensions sont

alors en raison directe aux dérivées secondes de x et le probleme
consiste a déterminer x satisfaisant I'équation d|fférent1elle

AAx =0 ‘ (1)

et les conditions aux llmntes que I'on peut toulours réduire 2

la forme

, o v «
g'o; LT =T : 2 ’
: X Dv Ov ( a Zb)

ol1- IV est une fonctlon harmonique. On peut “toujours ‘repré-
senter x par une série:

FX=AOX‘O+Z(IA11 Xn+Ah'Xn'). ) A (3)
1 _ ‘

1) A E.H. Love — Biharmonical Analysis. — (The Journal of The London
Matbematical ‘Society, Vol. 3, Part. 2, M-10, 1928),



128 . D. Radenkovl’c

Les fonctions x,, x» et y,’ sont construites selon le fait connu
que I'expression xv - yu satisfait I'équation biharmonique pour
une fonction arbifraire analytique u+iv de z(=x+ip) oi x, y
sont les coordonnées des points dans la région donnée. Ainsi
que nous pouvons écrire par exemple

=Re(-iz*tr+*) - @ {Re(-iz* (41}, *)

oil nous désignons' par @ { } une fonction harmonique dans la
région qui a son contour a la méme valeur que I’expression
entre parenthéses; par z* la valeur conjuguée de la variable 2
et par  la varijable dans un plan auxiliaire. Ce plan est choisi
de telle facon que la région donnée y est représentée confor-
mément a I intérieur du cercle |t] <1, ce qui s’ obtient par la
transformation de la forme

z“"“zaz +132s+l o ‘,(5)

s..0

ou les coeff:c:ents a,5.1 sont des nombres réels

" Les foncnons auxiliaires ¥, etc. exprimées en coordonnées
polaires (p, ¢) du plan ¢ ont la forme des polyndmes trigono-
métriques. Or, puisque I'équation différentielle (1) et la premlére
des conditions aux limites (2a) sont déja satisfaites par (4); pour
résoudre le probléme on n’ a qu'a représenter (0V/dv)o=; - dans
. (2b) par une série de Fourier et a déterminer les A dans (3)

pdr la comparaison des coefflcxents en formant (0x/0v)o— 1.

* En déterminant’ les’ coeffidients ' A par ce ‘procédé, nous
- sommes amenés aux systémes infinis des équations linéaires dont
chacune contient un nombre infini des coefficients inconnus A.
Pour simplifier ces systémes on introduit, par exemple, au lieu
des x, de nouvelles fonctions x® que IFon.obtient en posant

dans (4) a la place de Re(-iz*¢n*') les expressions: -
Re[iz*(g"+'+rn nel gn +Fn,n-3 gn =3, .. )] (6) '

ol lon determme les rpn_m de telle facon que dans la dérivée
(0xP/0p)o~1 tous les coefficients des coss¢ s’annulent pour

s<n (,,promotlon du rang* ). Le systéme des 6quations défi-
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nissant les A, paires devient alors:

A, =0,
Az Be=2GC,, . .
Az Bast Ay Bu—14 C4a (1)

e et e e me s s DTS

ol les Bmﬁ et les C, sont les coefficients des séries trigonGmé-
triques représentant (dx/0v)o—: et (0V/0v)o .1 respectivement,
La réduction des conditions aux limites a la forme (2)
n'est qu’ un probléme de Ianalyse harmomque a lmterleur du
cercle |p| < 1.- . S

b}

* Cette solution generale du probléme biharmonique. pour
une région simplement connexe est applicable aux problémes a
deux dimensions de la Théorie de I'élasticité et nous Pemployons
ici pour résoudre un probléme technique.

Considérons le cas d'une plaque rectangulaire soumise aux
charges comme le montre la figure 1.2 Afin de trouver la
distribution des tensions dans la plaque, nous allons déterminer
la fonction de tension pour ce cas, c’est.a dire une fonction
biharmonique satisfaisant les conditions aux hmltes montrées
sur les figures 2a et 2b.

Pour -simplifier la solution des problémes harmoniques
nous adoptons la fonction x,, définie par les condmons aux
limites ci-dessus, sous la forme '

KieX= T 0 (9), . ®

oit P(6) est une fonction harmonique dans la régioh dbnlpé\e,‘
ayant sur son contour ftelle valeur que x s’y annule partout.

2) Au point de vue technique nous avons icl le probleme de 1 distri-’
bution des tensions dans les fondations ou bien dans les articulations formées
en plerre de taille, qui est déjd traité dans la littérature. Ainsi dans le ,Beton
und Kisen“ (Mt 4, 1985) F1. Bay et R. Bortsch ont doune deux solutwns indé-
pendantes du méme probléme.

Publications de U'Institut Mathématique 9
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Notre probléme revient alors a:
Trouver une fonction biharmonique y avec les conditions
aux limites du rectangle:
' ; ox ]
Fx=0; 2=_-Z (e 9
X - 5. 70 9
ol ©(8) est une fonction harmonique avec les conditions aux
limites: ‘

9=+§(—2x—2——x+%) pour y=+b6 0<x<a,
v P [ x? a (10)
= +—|—+x+— ” w —a<x<0,
.2 (Za 2) <x<
= 0 sur le reste du contour, |
Y
2
i
2 1
T ~-2
b 2a__ , Fgt

7
i
WD

=
H

T
2]

X

f{ E\_? ) b}/’(fv
e ,425\3{ fig2a. ' Fig 2b

Les conditions aux limites (9) correspondent a (3a, 3b) et
pour les obtenir dans cette forme nous n’avons a résoudre qu’un
-probléme harmonique.

Solution du probléme harmonique. — En cas d’une plaque
rectangulaire la transformation (5) est donnée par:

S

2= 22 @ni 1) Py os2 g, (1)
n=0
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ot P, sont les coefficients de Legendre, et o« un angle aigu,
réel, tel que sina (=k) est le module de la fonction elliptique
de Jacobi snu, dont les périodes 4K et 2 i K’ sont en rapport
K'/K=b/a. '

Nous nous bornerons dans ce qui suit au cas d'une plaque
carree. '

Alors a = b; oc=£~; cos 2a=0; k=sina=0,707; K=1,8541

et la transformation prend la forme:

_ o j2ef 1 1 S 13‘ 85 i 3 ) 12)
¢ ‘K(g 0% 22> 208° tame® 6 ) (P

Il ne faut pas perdre de vue qu’ ici I'axe ¢ =0 correspond
au sens négatif de 'axe des p; le sens positif du circuit est de
gauche a droite. '

Pour transformer les conditions aux limites (10) nous avons:

X =Re(z) ’
(13)
x2=—;—[Re(zz)+zz*]
ou bien sur le contour (p=1):
2a, . . .
x=?(sm<p~0,1005m5<p+0,042 sin9¢ -
-0,024sin 13¢--+)
(19

z |
Xt = (%-{f‘-) (0,506 - 0,500 cos 2 ¢ ~ 0,105 Cos 4 o+

+0,100cos 6 ¢ + 0,045 cos 8 ¢ — 0,052 cos 10 ¢ -
-0,026 cos 129 +0,028 cos 14 ¢ - - -).

Le probléme harmonique devient alors:
_ 0
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Trouver une fonction harmonique @ (6), paire en ¢, dont

les valeurs sur la circonférence du cercle p =1 sont:

3\

OzPa{—l——Rl-(sin<p—0,100$in5<p+0,0428in9'p—
~0,0245in 13-+ ) + RLZ (0,506 — 0,500 Cos 2 ¢ -
- ——0,105cos4(p+0,100c056'p-~-)} L (15)

pour 3-:—<<p<¢r

6=0 . 0<<p<3%

et symétriquement sur le reste du contour. -
Posant pour & (6):

¢(9)=thp‘cost<p ()

et dévéloppant les conditions (15) en une série de Fourier nous
obtenons au moyen de la comparaison des coefficients:
® (6) = Pa (0,030 -0,057 p cos ¢ + 0,049 p2 cos 2 -
-0,031p® cos 3¢ +0,025 p* cos 4 ¢ - 0,015 p% cos 5S¢+ 17
+0,007p® cos 6 ¢ - 0,003 p” cos 7 ¢ + 0,001 p® cos8g---).
Foactions auxiliaires x®. — En raison de symétrie des

charges par rapport a I'axe des p, la fonction biharmonique
cherchée prend la forme

[ ! -

x= 2> Aax® (18)
n=1 : .

oit les fonctions auxiliaires X@ ne dépendent que de la forme

du contour. Nous donnons ici les expressions pour ces fonctions
jusqu'a x® en cas de la plaque carrée:

x® =~Zl_?[(p3— p)cos ¢ -0,1 (b’-p3) cos3 ¢+

+0,042(p" - p7) cos Tp—0,024 (p*5 — pt1) cos 11 p--];

2a

Bu=2000 28 £.4=04007%; 0,000,
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x® ‘*"%%[(P‘*O,l-p“—O,Q 0%)CoS 2+

+0,042 (p12—p%) O3 6.p - 0,024 (' - p1°) COS 10 @

7 2a 2
Bas = 1,400 K By, =0,000; B = 0,250 _[g .

K - 25 0-010-055% -0+

+ (0,950 p% + 0,042 p** - 0,992 p*) cos 4 P -
- (0,024 p** - 0,021 p*°.—- 0,003 p%) cos 8¢ +
+0,012 (p™ - p'*) cos 12 ¢-];.

8., ~2316 2: . By =0,000.

X9 = ZKq- [(-0,100p" +0,0160°+ 0,435p" - 0,351 p) cos ¢ +

1 (0,0420" - 0,163p°—0,043 97 + 0,165 %) cos 3p +
+(p" - 0,0070'* -0,9930%) cos So + |
£ (~0,024p"+ 00180 +0,00607) cos Tgp1;

2a

=19242
Bss K
XO = %g [(~0,100p" +0,042p' + 0,207 p* 6,030 p* -

-0,210p%) cos 2¢ + (p® - 0,024 p*° + 0,012 p** -
- 0,088 0%) cos 69 — 0,007 (p'® - p'°) cos 10 -];

: 2a
- Bes= 1,§76—K—.
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Comme exemple nous allons montrer ici comment o
obtient x®: |
XQ=Re[ - iz* (6° ~r, 0 )] - P{Re[—iz* (¢° ~ r, , )]}

. a 2a 1 1
Re [ -iz* (§5~r, =—[(p® cOs4p——p1°+ —ptcos4p—
[ (€ -ri00)] K,[(p P 10P TP ®

S 1 1
———p¥cos8q)—r >——pbcos49+—p®cos8¢--)].
208° P)— a0 (P o PP ¢ )]

P{Re[—iz* (=740 L)1} = B+ By p*cos4 ¢+ By p®cos 8 ¢+ - -

2a, 1 2a 1 1
Bi="—(-—==ry0); By=""(1+—+—r,,); etc.
1 K( 10 4:0) 24 K( 24 10 4y0)
2a 1 1
(:)=—k‘[_(“1—0910"'4,0pz+l—6+"‘4,o)+"']-
2 (g ptatir, om0,
dp - 10 0 10 *°
ro= L
4,0 2
2a[( 1 1 2\ (19 .1 119
(4)3____ - 10+__ 2_ " +(_ 6+__ 14__ 77 4)COS4 oo |
X K[( 107 2P 5) 20 T94" T120° q’]
Le calcul des coefficients., A,. — Lorsque le probleme

harmonique est résolu et que les fonctions auxiliaires sont
connues, il est facile de déterminer les’ 4, dans (18) au moyen
de la seconde condition (9). Deux systémes d’équations ana-
logues a (7) donnent: ’

A, =0,0285 : 1
Ay= -0,0700
A, =0,0565 .
A, = -0,0432 (19)
A; =0,0291 :
Pk

As=—0,0146 X ==

En introduisant x = £ 4, x® avec les A, déterminés ci-

dessus et @ 6) exprimé par (17) dans (8) nous obtenons la
fonction de tension cherchée et par Ia notre probléme est résolu.
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Le calcul des tensions. — Nous allons calculer ici encore

2
les tensions cx=%—>§2 le long de l'axe des y qui sont les plus
a4

intéressantes pour les applications. La fonction de tension étant
donnée en termes de p, ¢ nous devons d’abord donner les expres-
sions pour la transformation des dérivées. On a:

0%x 0x ox o
— Xy T 2xpye X X
302 ( PPy Jop Oy) pYpXp  XpXp
ooy _ 1 0%x oy ox

—— | xpp=E Yo 2xp yo XoXe | (2
0y2 ~ e e ( e J’ppoy> P Yo ¢ Xe (40)
0% ( ox

Xo¥p + XpPp) XaX
30 00 p{,ox-l-}’ppoy)(p) pVp) XaXp

) _
oil p-| ** 7° 1)
xcp .ycp

ox ~ 0x ox, _0x
o o _drrTae?t ox % et
ox D ’ oy D

—

ce qui, en raison de symétrie par p
rapport a I’axe des y, devient: ?

(22)

» O?X_ 1 0 X yPP QX \23) “

0y® yo? Op*  yp' 0p :

Bien entendu les dérivées

de la fonction @ (6) sont données

par les expressions de la méme
forme. ,

Par un calcul simple mais
assez long nous obtenons la _
distribution des tensions norma- F"‘ig
les en direction des x le long 2a |
de laxe des y montrée sur la fig.3
figure 3. Les données numé- ' :
riques sont en trés bon accord avec les valeurs calculées preé-
cédemment par Bay et par Bortsch.

2a




t36 .. . . D. Radenkovi¢

Nous ajoutons ici encore un tableau des valeurs des deux
premieres dérivées des fonctions X(”) et y (p, ¢) par rapport a p,

le long de 'axe des . Pu1sque les fonctions x( sont indé-

prendantes des charges, on peut utiliser ce tableau pour le
cafcut ‘des ténsions en dlfferents cas des charges.

TABLEATU

" des valeurs des dérivies ‘deslx(g) et y(p, 9)

) 2.(1) (2) 2, (2)
LR P J’p .yp.o %, OL f).\z 0_\?
' . Op gp* | . 0p 0p*

, | 088 | x| 029|-0402| -0254| ~3,660| - 0,184] +2,512
v, | 031 | = | 0895]-0060 0,684 ;2,029‘ —0440| - 0,665
i Lol o !-1000] o |-1000] o 0‘ -1,800|
~y, | 031 | 0 -0l995 0,060 ~0,684| +2,029| 0,440 | - 0,665

“%, | 063 | 0 | -0929+0402 +0,254| +3,669| - 0,184 ) +2,512

y dx(g) ozx(g) ox(:) ozx(‘i) ox(g) ozx(g) ox(g)‘ 0zx(g)
|l % 1 | % o | o |or | o | o

2y | +0244 | Z2,218| +0401 +-0,631 | +0,133| ~0,412| —0,320| - 0,380
Y | +0,418| +0,474 | +0,208] +-0,120 | +0,226 | — 0,544 | —0,110| —0,302
*0 =080 0 | o0 {+1000{-0351| o | o |-0420]

~1y | —0418| - 0,474 | +0,208| 40,120 | ~0,226 | +-0,544 | — 0,110 | —0,302

=2y | ~0244| +2,218| +0,191 | +0,631 | ~0,133| 10,412 | ~0,320] —0,380 |
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