ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES ET ENSEMBLES
PARTIELLEMENT BIEN ORDONNES
’ ) P;uf
GEORGES KUREPA

A plusieurs reprises (v. [2], [3], [4], [5]) javais affaire 2
une classe d’ensembles partiellement ordonnés, a savoir ceux
vérifiant la condition suivante:

Tout sous-ensemble ordonné de l’ensemble est bien ordonné.

Un pareil ensemble sera dit partiellement bien ordonné ou
ensemble rangé. - :

1. Notation. Pour un élément a et un sous-ensemble F d’ un
ensemble partlellement ordonné
(E;:<) ' (1
nous désignerons par R .
(" R a]F’ (" oQ, a)F: (a’ °°)F et [as °°)F (2)
respectivement -
Pensemble de tous les xeF vérifiant
x<a x<a,a<lx et ax 3)
respectivement. _ : _ i
Il va sans dire que < désigne la relation binaire, par
rapport a laquelle I'ensemble E est partiellement ordonné.
Nous désignerons par

] ‘ (" o, a, °°)F . (4)
ensemble de tous les points de F dont chacun est comparable
a a; par conséquent,_ '

(- 0,8, 00)p=(~ 00, a)r UL, )¢ = (- 00,a]r U (a,0)z. (5)



2. L'énoncé du théoréme. Le but de la Note sera d’établir le
théoréeme suivant: ' ‘

Tout ensemble partiellement ordonné (E; <) contient un
sous-ensemble partiellement bien ordonné W tel que

E:l;‘j(—oo, Xlg, (xeW); _ (ﬁj

par conséquent quel que soit le point acE, il existe au moins
un point xe W tel que a<x.

Dans- le cas’ olt I'ensemble E est ordonné, le théoréme
est presque évident (v, Hausdor ff, [1] p.86); en se servant d’une
terminologiede F. Hausdor ff (remontant peut-étre 2 Du Bois
Reymond), le théoréme pourrait s’énoncer de la fagon suivante:

Tout ensemble partiellemnent ordonné est confinal') a un
de ses sous-ensembles partiel ement bien ordonnés.

"Remarque. Tout ‘ensemble partiellément ordonne est
cofnitial avec I'in de ses sous-ensembles. 7

En effet, en considérant un sous-ensemble X de (F; <)
avec lequel I’ensemble (E,>) est confinal, lensemble primitif
(E; <) est coinitial avec X. .

3. Opérateur R Lemme. Tout ensemble par‘t‘iellemént or-
donné coritient un sous-ensemble anti-ordonné®) — nous en dé-
signerons I'un quelconque par, . o
RX ’ (1)
tel que tout point de X soit comparable a un point de RX et
dés lors: .

X=U(—°°',x,oo)x, (xSRX) o
x - .

1) G, H étant deux sous-ensembles d’un ensemble partiellement
ordonné, nous dirons que G et H sont confingux, $i on a le systéme:'
sulvant .

G=U (-, Hlg, (hcH),
H=U( 00, gH, (ch)

Dans les mémes hypotheses a et H sont couuttaux sl
G”U {4, °°)g9 (h GH)»

H=U [g,OO)H, {g=q).
%) Clest-d-dire sans points distincts comparables.
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En effet, -
Xoy Xgyenony Xgpuonny (65<8) 07 9)
étant une bonne ordination-quelconque de X (par conséquent,
nous admettons la possibilité d’une bonne ordmatlon de X),
déterminons par récurrence I‘ensetﬁble ‘~ '

@y, Q5. . aflq,.;r--; (n<w) o ,(w)

de Ia facon suivante: ’ -
Pour commencer, nous peserans. @, = X,; 50it g um ordinal
quelconque et supposons que les points a; (5<(8) soient

extraits de (9) et qu’ils soient deux a deux mcomparables
Alors, en considérant l’ensemble

X\U( 0,05, o), (& <BJ, - any

celui-ci est ou bien v1de,0u bien non vide. Dans le premier cas
la construction est terminée et 'on désignera par RX I’ensemble
des ag (5<<B). Dans le cas oil I'ensemble (11) n’est pas vide,
le procés ne sera par terminé et nous désignerons par -ag fe
premmier pomt de Ta suite (9) ne fajsant pas partie de (.

Or, il est manifeste que le procédé prendra fin au plus tard
pour le nombre B =8 et que I'ensemble (10) sera déterminé.

4, Ensembles £, et le nombre y. Ceci étant, définissons le
nombre y etles sous—ensembles»

Eo EtyeinEayeveon. (@< Y) - (12)
de la fagon suivante:
’ ‘Ey= RE
El=R(E\;J(-°<?,x]E). (xeEp); = - (13)

e e e . —— cem e e e e

e e i e e e e o e —— —

L’ordinal y sera le premier nombre v tel que l’ensemble 15‘v
soit vide, donc L

Egov, (§<Y), ] (14)

~E\,-V, (V>Y)



i22 ) Kureps
85, L’anssmbla W. Posons |
W-UEu: (¢<Y) L (15)

Nous prouverons que PPensemble . W ainsi constrmt est parﬁel-
lement bien ordonné et confinal a E.

Tout d’abord, d’aprés la définition du nombre Y, ona

E\U(~co,x]g==vxde, {xe y E«),

a <Y

ce qui, vu la relation s
E.:?.(-’oo,x]g,
veut dire que ' ‘
E=y (-oo x]B, (an) c - (16)

. Donc W est confmal a E

6. Lo rang YW et les ungées ReW de W. Il ‘s’agit_' de
prouverwque W est partiellement bien ordonné. Nous prouverons
méme que') :

RW=Eey @<yl (1)
YW=y, = ’ - M (18)

Pour abréger, posons

'su-E\g(—-oo, x]E,,.g(x's'u‘ Eg) )

“1) Pour un onsemble partienoment blen ordonné W: 12 rangée imtxate
R, W de W c'est V'ensemble de tous les points {nitlaux de W; d’une fagon
- générale 'on pose

’R« W=R, W(\ YR W)

ot Ton désfgne par vyW 1 premier ordinal ¥ tel que R}.W soit vide on &
ainsl le rang yW de W ei la suite

- ' CRiW, g<YW)
des rangées de W. ' ’ .



Bnsembles partiellement ordonnés et ems. particllement bien ordonués 123

donc ' o
E=u(-o0, x]zUS,, .(xeéu Eg). (20)
x : < .

La décomposition (20) est une coupnre de Tensemble E.YY
Tout d’abord, les deux ensembles: S et son complément

U (- oo, x]g (xe U E%) 2

sont sans point commun. D’autre part, il est bien évident que
I’ ensemble (21) est une portion initiale de E sans &tre identique
a E, ce qui veut dire que, pour tout « <y W, I'ensemble S, est
une portion finale non vide de E. Par conséquent S, étant une -
portion finale de E, on a:

[ o) =[5 )s (650) (22

pour tout a<yW.
Prouvons que, pour tout o < Y:

Ey =R (Ulx =)z), (x8S,). (23)
Vu les relations (>22)',Ekla :}élat"ion (23) ést'équxivalente a »
Eq = Ry(UL%, =)s,), (xeSq ) (24)

Or, d’aprés (13) et (19), lensemble E_ est un sous- ensemble
anti-ordonné de S, vérifiant I'égalité

S« =U(-o0, x5, U UL eo)s‘.,;(xésa)- O (25)

‘Etant donné que Eq est un sous-ensemble antj-ordopné de la

section finale
’ u[x oo)sa, (er )

de la section finale Sy de E, la formule (24) et donc (23) en
résulte immédiatement.

v 1) Chaque décomposition d’un ensemble partiellement oidonné Een
deux parties disjointes non vides dont I’une est une portion initiale de £ (et
donc ¥ autre une portion finale de E) s’appelle une coupure de E. Il va sans

dire qu'un ensemble F C E est une portion H’l};ilie de E si 1a relation xeF

entraine respectivement:
(~00, x]E EF'

[xv “’)E c F!
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Pliisque , R
+ Eq C:Sa E¢ cEXNSar §<0t), (26)
les ensembles (12) sont deux a deux sans point commun. De
plus, " :
B - So:S,D-f'-:S’a:‘-‘-;-, (a<y),
ce qui, avec (26), entrainé . ,
Ex S pour tout o<(§<y). - (27
Des lors, sn §>a lensemb]e Eg au551 blen que Eo appar-
nennent au co'nposant supéneur de la. coupure (20) c est’-a dlre
Ex c:u[x 00)s, (= d’aprés (22))—

=U[% ') g, (eru a §<Y) - (28)
Vu la relation (24), on en dédult pour tout o < Y o
-R(UEg), (a<§,<r) (29)

Ceci étant, prouvons la vahdlté des formules (1'7) et (18).

Tout & abord
R,W=E,, pour tout o<y. (30)

En -effet, dans .le cas «=0, la formule (30) provient de (29)
en y posant a=0. Soit 0<Ta <y et supposons que la for-
mule (30) ait lieu pour tout . < a cest- a-dire que

Ry W~ Ey, (§<a) @

Pronvons alors que o -
: R, W~ E , e (32)

En effet d’aprés sa déflmtion méme, ['ensemble R, W vérifie:

R W= RO(W\ u ng (a cause de- (31))=; '
=R0(W\ u Eg) (a la suite de la défmltxon de

W et du fait que Jes Eg sont deux é deux dxsyomts)a
=R, R: = (a la suite de (29))=F
°(a<(§<) s < e de (29)-Ea ce qui

prouve la formule (32).
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Ainsi par I'induction, I éga!ité (30) est prouvée complétement.
De plus, puisque d’aprés (15) et (14):
W=y Eqx=(a lasuitede (31)= y RaW
&<y a<y

et que Eo #v pour tout o<y, cela prouve que y W=y
ce qui prouve enfin que I’ensemble W est un sous-ensemble
partiellement bien ordonné de E et que son rang y W coincide
avec le nombre vy de (14.

Ainsi Je théoréme est complétement démontré.

7. la condition (C) Dans la théorie des tableaux ramifiés
(These, Paris, 1935) j’ai fait ressortir I'intérét qu’on a a étudier
des ensembles partiellement ordonnés vérifiant la condition (C)
que voici:

Quel que soif I’ élément a de l’ensemble I ensemble ( — oo, a)
de tous les prédécesseurs de a est ordonné.

C’est qu’un tableau ramifié c’est un ensemble partiellement
bien ordonné vérifiant la condition (C).

En conséquence du théoréme que rous venons de démontrer

on a le théoréme suivant: ;
Tout ensemble partiellement ordonné verzfmnt la condition C
est confinal a un de ses tableaux ramifiés.

I Institut Mathématique de I'Université de Zagreb.
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