SUR LA DEFINITION ET L’'ORDINATION DE L’ENSEMBLE
DES NOMBRES COMPLEXES

Par
GEORGES KUREPA

Le but de la Note sera de définir T'ensemble K des
nombres complexes comme des transformations réelles de I’en-
semble {0,1} constitué des éléments neutres O et 1 du corps
C des nombres réels, la transformaiion identique i y jouant le
role de Punité imaginaire. En élargissant I’ ordre complet de C
on ordonnera partielement I'ensemble K de telle maniére a
obtenir un corps commutatif partiellement ordonné archimédien
induisant la topologie usuelle au sein de l'ensemble K.

1. Les ensembles C et {0, 1). Sans aucun doute, les
éléments les plus distingués du continu linéaire ‘ -

. C , (1.1)
de tous les nombres réels sont les nombres
0etl, ‘ ©(1.2)

0 étant I’ élément neutre du groupe (C;+)') et 1 étant I'élément
neutre du groupe (C\ (0).}) ,

Par conséquent, la paire la plus distinguée tirée de C Clest
I’ ensemble - .

0,1} (1.3)
constitué précisément des éléments neutres 0 et 1.. '
1) 11 va sans dire que (C;+) veut dire l’enser‘nﬂ'é ¢ ‘a‘a‘ryfs‘ leﬁnel est

détinl Vopérateur binaire; motons que C\ (0) est l'ensemble qn'on obtient
de C en lui enlevant I'ensemble (0) composé du nombre 0.
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~ Ceci étant, si nous considérons une transformatlon umforme

quelconque
f de {0, 1} en C (1.49)

on aura les deux nombres réels bien déterminés f(O) et £(1),
et schématiquement la fonction f peut &tre représentée comme
»la paire ordonnée“

(£(0); F(1)). | (1.5)

Voici quatre exemples de certaines {ransformations de {0,1}
en C:
(0,0); (0, 1); (1,0); (1,1).

Les deux transformations (0,0), (1, 1) sont des constantes,
zéro et I'unité respectivement; la transformation-{0,1) coincide
avec Pidentité = la transformation identique de {0,1} et, de ce
fait, peut étre désngnée par [ de telle mamére que la transfor—
mation

i est définie par: i(0)=0, i(1)=1, (1.6)
donc- i est.représenté par le schéma (0;1):
T i=(0, 1) (1.7)

2. Définition de I'ensemble K des nombres complexes.
Ceci étant, définissons I'ensemble des nombres complexes comme
I'ensemble : : r

, K 2.1)

de toutes les fonctions umformes reelles définies dans {0,1}
organisé¢ de maniére 2 vénfler les quatre condmons -1V que
voici:

"1, Lordination partielle de K. Si £, ge K , alors la relation =

: f<g (oug>r) (22
sera équwalente au systéme: | A
£(0)<g(0)

fm<g®. - (2.3)

il. Addition dans K. La somme de deux nombres complexes

f,g, symboliquement ..
f+g, 2.4)
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. N \

est la transformation de {0,1} en C définie parﬁ le systéme:
(f+£)(0)=£(0)+£(0),

 (f+9) (1) f()+g(l). (2.5)
Nl. Multiplication dans K. Le produit
' fg (2.6)

des deux nombres complexes f,g estla transformatlon suivante
de {0,1} en C:

(fo) (0)=f\_0)g(0) -f(1)g(l)
(fg)(1)=£(0)g(1)+£(1)£(0). 2.1

V. Le plongement du contlnu linéaire C dans P'ensemble K se fait
par Pidentification
x=(x;0) (xeC), ' (2.8)

C’est-a-dire ‘en considérant tout nombre réel x comme Ia
transformation de {0, 1} faisant correspondre a O et 1 les nom-
bres réels x et 0, respectivement. En particulier, les nombres
réels 0 et 1 coincident ainsi avec les fonctions: -

0(0)=0(1)=0-

et
1(0)=1, i(1)=0 respectivement.

On se rend facilement compte que (K;+) est un groupe com-
mutatif; le nombre réel 0 étant son élément neutre; de: méme;
(K\(0); - ) est un groupe commutatif, le nombre réel 1 étant
son élément neutre.

On voit immédiatement que, pour tout nombre complexe
Z, on a : -

) z=(z(0);2(1))=(2(0); 0) + (0; 2 (1)) = (1;0) 2(0) +(0; 1) 2 (1),
onc
z2=(1;0)2(0)+(0; 1) 2(1)

et, A la suite de (1.7) et (2.8),

: z=1-z'(0)+i.z(1)
et finalement : , _
z2=2(0) +’i\ z(1), (zeK). {2.9)
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On a ainsi la décomposition bien connue de tout nombre
complexe en ,partie réelle* z(0) et ,partie imaginaire* i z(1).
En particulier, = (0,1)-(0,1)=(0-0-1.1,0-1 + 1.0) = (- 10)— -5
donc

ii=~1.

Bref, le nombre complexe i (I’unité imaginaire) est la trans-
formation identique de I'ensemble {01} en soi méme, ce qui
montre. la commodité et I’ intérét de le désigner par la lettre
. initiale i du mot ,identité“,

3. Les signes =, <,> et ||. En convenant que pour deux
nombres complexes f,g on définit: I’ égalité

f=g ’ (3.1)
par le systéme - ‘ ‘
f<g et gf __ (3.2)
et P'inégalité IR
: f<g ou g>f 3.3)
par le systéme 4

f<g f*g : (39

et 'incomparabilité .
' fllg ou fli<g (3.5)
par le fait quaucune des relations . )
<8 gft . (3:6)

n’ait liet, on se rend compte que I'ensemble K -des nombres
complexes devient partiellement ordonné par rapport a la rela-
tion . o

L’ordination partielle ainsi introduite dans K généralise
Fordination compléte du continu C des nombres réels, et nous
verrons qu’elle suffit a définir I'espace des nombres complexes

en attachant a tout /E € K son ensemble de fermeture E.

4. Nombres complexes positifs. Calcul avec des inéga-
lités. Un nombre complexe f sera dit positif, si f> 0. Dans le
plan des nombres complexes, I'ensemble des nombres positifs
est constitué par T'ensemble des points du demi-axe des x
positifs, du premier quadrart et du demi-axe positif y; son
symétrique par rapport a I origine 0 constitue I’ensemble de
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tous les nombres complexes négatifs. Les nombres complexes
appartenant au troisiéme ou au quatridme quadrant sont incom-
parables a 0: ils ne sont ni ‘
positifs ni negatifs ni 0.

Lemme.4.1. Pour que
f=g, il faut et il suffit que
f(O) =g(0), f(l) =g(1), en
particulier, la constante 0%)
est le seul nombre complexe .
égal au nombre réel 0. '

Lemme 4.2. Pour que
f<< g il faut et il suffit que
f-g<0, donc

£(0)-g(0)<0
f(1)-g(1)<0.
Lemme 4.3. Pour que’

fllg, (4.1
il faut et il suffit que ‘
_ (f(0)-g(0))(£(1) -g (1)) <O. (4.2)
En effet, si
* fllg
alors on n’a pas plus
F<g

que g<f.
Or, la relation f non < g veut dire que le systéme

£(0)<<g(0), F(1)<g(D)
ne subsiste pas; il en est de méme du systéme
£0)-g(0)<<0, f(1)-g(h<O
ce qui-veut dire qu'on n’a pas ,
() -g(0))y(f(N~g(1)) >0 (4.3)
et donc qu'on a (4.2). ’
La méme conclusion subsiste dans le cas oit g non <_f.

1) Bien entendﬁ, nous ne considérons que des fonctions réelles uni-
formes dans {0,1},
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Inversement, si I'inégalité (4.2) a lieu, cela veut dire qu’on n’a
pas (4.3) et par conséquent qu'on n’a ni

f0)-2g(0)<<0, 1)< g(l)

£(0)-£(0) >0, f(1)-g(1)>0

C est-a-dlre quonn’ani f g ni f>g, ce qui, par définition,
veut dire que f||g. '

Lemme 4.4 S|f<g g
alors f+f'<g+g.
Lemme 4.5. Si f>0, g0 ou si <0, g£€0, alors
ou bien fg>>0 ou bien fg||0, ce qu’on peut exprimer par
fg non<0, fg<o0.
Si f<0'g->0 alors fg>o.
Prenons le cask f>0, g>0 donc f(0)>0 g(1

)
£(0)>0 g(l)
et par conséquent

f(0)g(1)+£(1)g(0)>0
ce qui, d’aprés (2.7), veut dire précisément que
(fg (1) >o0.
Si, de plus, (fg) (0) est >0, cela voudra dlre que fg>0 si,
par contre (fg)(0) <O, ‘cela voudra dire que (fg)(0) <0,
(fg)(l)>0 donc f||g. _
" De la méme fagon, on.démontre le reste du lemme 4.5.

Lemme 4.6.Si f< g et z>0, alors 2f > 28, Cest-
a-dire ou bien z2f<zg ou bien zf|[zg. Si < g et 2o,
alors

ni

>0
=

. fz<€ez.
En particulier, si >0, -alors —-f<0; si f||0, alors~f}|0.

Prenons le cas £ g,2>>0; cela veut dire que g-f>0,
et 4 la suite du lemme 4.5:

(g—f)g{O’
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et par conséquenti)
gz - fz non <0,

d’oli gz, non < fz, c’est-a-dire fz non > gz.

5. Sur le postlilat d’Archimeéde.

- Lemme 35.1. Sile nombre complexe f est positif, alors,
quel que soit le nombre complexe g:

nf¥g, c'est-a-dire ou bien nf>g ou bien nfﬂg, pour
presque tous les entiers positifs 7.

En effet, le nombre complexe f etant >0, au moins I'un

des nombres réels
1(0), f(-l) “est >0;

par conséquent N étant enserhble des nombres naturels, pour
presque tous les neN subsiste: au moins une des inégalités

nf(0)>£(0)
nf(1)>g(1).
Dés lors, il 0’y a qu'un nombre fini d’entiers ne N vérifiant
| nf(0)<g(0)-
nf()<e®

et donc nf<g ce qui veut dire que pour presque tous les ,
neN on a v

nfLg.
En particulier, si non seulement £(0) >0, f (1) >0 mais encore
f(0)>0, £(1)>0, ; (6.1

ce qu'on peut exprimer en disant que I'élément f est complé-
tement positif, et le désigner par

. no, (5. 2)
I'on a le ’

Lem me 5.2. Quel que soit le nombre complexe g, si
f))0, alors nf))g pour presque tous les neN.

1) C'est que dans K Vopération de multiplication est distributive par
rapport & I'addition et & son inverse (soustraction),
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Bien entendu, la relation
nfyy g veut dire nf-g >0 c'est-a dire
nf(0)>g(0) (5.3)
nf(1)>g(0). (5.4)
En disant qu’un groupe additif, et en particulier un corps

de nombres, partiellement ordonné est archimédien- si, pour tout
couple de ses éléments positifs ¢ et b, la relation

‘ . na¥b
ne subsiste que pour un nombre fini (ou zéro) de fois, les con-
sidérations précédentes montrent qu'on a le :

Theoréme 5.1. Lensemble (K;<;+;-) des nombres
complexes est un corps partiellement ordonné archimédien dans
lequel est plongé le corps ordonné de nombres re‘els

6. L’opérateur sup E (E € K).

Un ensemble E < K sera dit borné_supérieurement, s’il y
a un xs K vérifiant

E < (- o0 x]kY); 6.1
un pareil nombre x sera dit le majorant de E.

Theoréme 6.1. sur la non-lacunarité de I’ensemble par-
tiellement ordonné (K '<):

E étant un ensemble non vide borné supérieurement extrazt
de (K;<), il y @ un et un seul élément de K: la borne supe-
rieure ou le supremum de E:

sup E ou sup x (6.2)
. xeE
vérifiant la relation
: Ec (-0, 2)k (6.3)

sans que celle-ci soit verifiée pour un élément z <supE.
En effet, en désignant respectivement par

E (O) et E(1)
I'ensemble de tous les coefficients des parties réelles et des
parties imaginaires des éléments de E respectivement, les

1) Notons que (—oo,x]K désigne l'ensemble de tous les éléments
Z s K vérifiant Z < x,
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ensembles linéaires E£(0) et E(1) sont non vides et bornés
supérieurement; dés lors, les nombres réels

sup E(0) et sup E(1)
sont bien déterminés et on voit sans peine que le nombre com’plexe"
sup E(0) + isup E(1)

et le supremum cherché de I’ensemble E.

D’une maniére analogue, on définit I'infimum (borne infé-
rieure) d’'un ensemble £ <K borné inférieurement, et on dé-
monire son existence; on le désigne par

inf E. (6.4)

~Si un ensemble £ de nombres complexes est borné supérieure-
ment et inférieurement, alors le segment

[inf E; sup E]x

et le plus petit segment de I'ensemble (K; <) contenant I'en-
semble E.1)] ; )

7. L’espace des nombres complexes. Tout d’abord, pour
deux nombres complexes a, b nous définirons [’ intervalle ab
(ou b @) comme §’ensemble de tous les nombres complexes z
vérifiant

a<z<b;
il sera désigné par
(@,b)c ou (ba). (1.1)
Un intervalle simple de K sera, par définition, n’importe lequel
(a,b)x avec a,beK. : (1.2)

Si a, b sont deux points incomparables ou égaux, alors I’ inter-
valle a b est vide. Si o, b sont distincts et comparables, alors

1) Si a,be K, alors le segment ab de E, symboliquement
[a, 8], '
est 1’enser;1ble de tous les ze K véritlant I'une des relations
a<<Lz<<bhb ou bKza.
Bien enteudu, si a//b, alors [a, b]K=v (vide).
Publications de U'Institut Mathématique
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on voit que [’intervalle (a, b)x est constitué des points du
»rectangle“ délimité par les droites paralléles aux axes et pas-
sant par les points @ et b respectivement; les extrémités a, b ne

font pas partie du rectangle (a, b)x.

successeurs de 2

L____— pré ‘.

‘Fig. 2 ‘ Fig. 3

Ceci étant, définissons les voisinages d’un nombre complexe
quelconque z. Si, quelle que soit-la famille F d’intervalles
simples telle que la partie commune de tous les Xe F coincide
avec I’élément 2, un ensemble

V. €K

contient au moins un élément de la famille F, I'ensemble V,
sera dit un voisinage du nombre 2. , _

Lemme 7.1. Chaque voisinage V, de tout zeK con-
tient un cercle dont le centre est e point z.

En effet, si nous considérons la famille des intervalles
simples '

(z————-—; z+—+——) y (n=1,2,...)
n K '

la partie commune des éléments de celle-ci est précisément le
point z. A la suite de la définition de V., V. contient au moins
un rectangle ) ‘ :

n n. n o n
dont le centre est au point z; par conséquent, V, contient
également I'intérieur de tout cercle dont le centre est au z et
qui. appartient au rectangle considéré. _

Ainsi, 2 tout nombre complexe z correspond une-famille
de voisinages. : '
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Ceci étant, on définit I’ensemble de fermeture F de tout
E € K comme I'ensemble de tous nombres complexes z vérifiant
la condition suivante:’ ‘

Tout voisinage V, de 2z contient au moins un élément

de E:
V.nEov (=ensemble vide). (7.3)

Ainsi I'ensemble partiellement ordonné K devient lespace partiel-
lement ordonné K, et cet espace coincide avec [I'espace des
nombres complexes tel qu'il est défini couramment par I'inter-
médiaire de la distance ou du module de la différence.

En particulier, en disant qu’une suite
Zy,%2,2g5. .. T (7’4)

de nombres complexes est convergente s’il existe un nombre
complexe dont tout voisinage contient presque tous les termes
de la suite, on voit sans peine que la condition nécessaire et
suffisante pour la convergence de la suite (7.4) c’est le critére
de convergence de Cauchy disant que, quel que soit le nombre
réel €§>0, il y a un sphéroide de diametre < 2& contenant
presque tous les termes de la suite. Bien entendu, 'espace par-
tiellement ordonné K peut étre défini moyennant une distance,
en particulier au moyen de la distance

g6, 8) =V ©0)-g )+ (f(1)-g M)y,

et I'on peut prendre pour voisinage de z tout-sphéroide conte-
nant 2, le sphéroide étant I'ensemble de tous les points dont la
“distance d’un point de P’espace est < r, r étant un nombre réel
quelconque.

Remarquons que les considérations précédentes s’étendent
a des classes plus étendues d’espaces partiellement ordonnés.
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