QUELQUES THEOREMES INVERSES RELATIFS AUX
PROCEDES DE SOMMABILITE DE CESARO ET RIESZ

Par
~J. KARAMATA

1. 1. Lorsque la suite s, est sommable-(C, k) ou -(R, k)
et satisfait 4 une condition de convergence de la forme

lim inf° Min {5 -s,) >0(1), €20, (1.1) -

a9 n<r<<n+en .
elle doit forcément converger. — Nous nous proposons d’examiner
ce qu'on peut conclure quant a I'ordre de grandeur de la suite
Sy, (n— o0) lorsque la longueur de I'intervalle (n, n+en) auquel
se rapporte la condition de convergence (1.1), est asymptoti-
quement plus petite que en, en particulier, lorsque cet inter-
valle est de la forme ‘

(n,n+en—% avec 0<<OLI.
1.2. Une réponse a cette question peut se déduire du théoréme
suivant: - .

Théordme 1. Soit s(x) a variation bornée dans tout inter-
valle fini, k entier >1 et

rl x V
. ;
f(l -i) ds(f)-sx0 + S +0(x?), xso00,  (1.2)
X

avec )
a>b, ou bien a=b et s=0.
Alors g

s(x)N(a+l)(a+2)~- (a+.k)‘

k!

§x%, X~ o0, (1.3)



x
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lorsque Pune des trois conditions Suivantes (dont chacune est
contenue dans la précédente) est satisfaite:

a) liminf Min. SE=S® o 0y L0 (14
e xS <x+d(x) x°

avec

d(x)=ext—5;

b) lim inf - Min {s(x)-s(x)}>o0(1), 50, (1.5)
xF» XX x+6(x) . : :
avec ’

8(x)= le_a_g_;_b;

9 x>0k, xow, (1.6)

lorsqae la dérivée s'(x) existe.

- Lorqu'il s’agit des séries, c. a d. lorsque s(x) est de la
forme T ' -
v<Cx

S@-u,

v=1

toutes les expressions qui: figurent dans ce théoréme ainsi que
les conditions a) et b) restent applicables, tandis que la condi- -
- tion ¢) est & remplacer par

<) . ‘ nun>0(n“+‘!%'), n-oo,

Ce genre de théorémes a été traité par Hyslop. {1}, en
particulier le cas oli a=0, '§'=0 et avec la condition de con-
vergence de la forme c’) mais ou le signe > est remplacé par
=; un autre théoréme de cette nature se trouve démonitré dans
ma Note {2}, correspondant toutefois a la sommabilité -G, 1),
mais ol la condition de convergence se rapporte a lintervalle
plus général (n,n+ed,). '

En posant ‘dans le théoréeme 1

s§=0 et a+1—-=e,
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c. ad o
_ko+b

k+1’
on obtient comme réponse a la question posée au début le
Théordme 2. De :

f(l ——) ds(t) ~s'x, x> 00,
V]

il résulte

s(x)= o(xk::.b) X 00, | \(1.7)

lorsque lune des deux conditions suivantes est satisfaite:

d) lim inf Min  {s(x)-s(x)}>0(1), &+0;
xP0 XA Ca+exI—0

e) xs'(£)>0(x%), x-o0. (1.8)
En particulier, lorsque 5=0 on en déduit le
Téordme 2'. De

X

f(l ———) ds(t)-+s, ;§+w,
& x '
il résulte ' (1.9

k
s(x)=o(xi:ﬂ°), X300,

lorsque l'une des deux conditions d) ou e) est satisfaite.
Dans ce théoréme I’ exposant kk 0 est le plus petit pos-

sible. Au § 3, j’en donne un exemple, pour lequel les limites
sont effectivement atteintes dans le cas k=1.

Un théoréme semblable, correspondant a la sommabilité-A
a été donné par B. Popovi¢ {3}, a savoir:

De :

fe"‘”ds(t)=0(1), 60,
0
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il résulte ‘

5(x)=0(x%), x- o0,
lorsque lune des deux conditions d) ou e) est satisfaite; dans
cette affirmation non plus l’expgsant 0 ne peut étre abaissé.

1.3. En restant dans le méme ordre d’idées, on peut donner
une réponse a la question posée au début sous la forme bien
plus générale suivante:

Théordme 3, Soit s(x) & variation bornée dans tout inter-
valle fini, k entier >1, 8,>c>0, a et b réels quel-
conques, a=>b, 0 X,y <<Xp,>00, n- oo,

Lorsque la relation asymptotique

f(l - %)%ds(t) ~0(x%), n- oo,

nest satisfaite que pour les valeurs de 'x. situées dans les
intervalles . ~»

‘ ’ a—b
X X< Xn+ 8, X, %,

alors
S(%)=0(%,%), n>oo,

toutes les fois que lune des deux conditions de convergence
suivantes, (dont la seconde est contenue dans la premiére) est
satisfaite :

f limsup  Max 5@ =SG Lo 40 (1.10)
nrew anX<Xn}d(Xn) Xt

avec
- —b
d(x)=ext—-F;

g) lim sup Max |s(x)-s(x,)|»0, 50, (1.11)
. a9y Xn<<x < Xn+8(xn)
avec ‘
6(x)=sx1-9~;—b.
Dans le cas ou : o
$(x') = s(x,) pour tout x' tel que x,<<¥<x, n=123,...,

avec ,
xn < xn+1 ]
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et lorsque pour un g, et pour tout n

a—b .
& x’_?l—a— k < xu’ ~Xn,

alor$. la condition de convergence g) est identiquement satisfaite;
on peut donc en déduire, d' une part, les théorémes de la nature
suivante: '

De la sommabilité (C,k) d’ une suite w8, it résulte toujours
| Sp=0(n*), nsoo.
Ou bien, d’'une maniére plus générale, le théoréme:
Soit ) '
0< 0 <ov . <My < Xy 00, N> 00,

et
s(a)= z u,,
alors de s x
A k
Z (1 -——;") u,=0(x%), x-o00,
oy <x : ’

il résulite

n
D u,=0(n*+41), n oo,

ve=x(
lorsque
“Ap~cnk, pooo,
et
n
z u,=0o(n), n-oo,
v=0
lorsque

Mis S o5,
A,
D’ autre part, lorsque la suite x, croit assez vite, le:
théoréme 3 a, dans le cas considéré, le caractére des théorémes
lacunaires que I'on peut formuler de Ia maniére suivante:
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Lorsque la série P

n

Sy = 2 u,

) v=0

est sommable -(C, k) ou -(R, k) et lorsque des groupes suffi-
samment grands de termes u, qui suivent le terme un, San-
nulent, alors la suite. partielle s,, converge.

Du théoréme 3~ on peut méme déduire certaines genérali-
sations de ces théorémes lacunaires, en remplagant, d’ une part,
la convergénce par des relations asymptotiques et, d’autre part,
en n’assujettissant les termes u, relatifs a des intervalles (n,,n,")
suffisamment grands, qu’a des conditions semblables a celles des
conditions de convergence, sans qu’il soit nécessaire de le/s/
annuler. _

L’on obtient .ainsi, entre autres, certains théorémes dfis a
Meyer-Konig {4}.

titre d’exemple citons le théoréme suivant:
Soit e>0 et = o
n, <y, 00, Voo,
lorsque la relation
vsx ,
v
2(1 ———) U, ~ SX% X-»o00,
x
v=1
est satisfaite pour les valeurs de x situées dans les intervalles
n<x<(1+¢)n,, v=12,3,...,
et lorsque :

u,=0(n*1Y), n- oo,
pour les valeurs de n situées dans les intervalles

<< n< (1+&)n,,

(e+tl)(@+2)---(e+k)

n
v k! ‘
2. 1. 1l suffit de démontrer le théoréme 1 en supposant que la
fonction s(x) satisfait a la condition a), c.’ad. (1.4). Car, la
condition c) est contenue dans la condition b), et la condition
b) dans la condition a), comme cela résulte du lemme suivant:

alors

sn,%, n,» oo,
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Lemme 1.,’Soit a>B>0; la condition

lim inf  Min  S&)=S()

>o0(l), &-0, (.1
x=o  xH<xtex P xoP (),. ( )

sera toujours satisfaite lorsque la fonction s(x) satisfait a la
condition

lim inf ‘Min . u{s(x’)—s(x)}>o(1), s»b. 2.2)

x=o XXX T

‘Lorsque, en outre, s(x) est dérivable, alors, cette derniére
condition sera toujours remplie lorsque

xs'(x) > 0(x%), x-oc, (2.3)

Supposons que la condition (2.3) est satisfaite, c. a d. que
s’(x)>—Mx°‘—1; _pour tout x>>0;

‘en intégrant cette inégalite de x 2 x’<x+ex‘~“, on en déduit

$(x) =509 > -2 (e - x9) >

> - M (v exi-a)e - xe)
o

ez

limint  Min _ {s(¥)-s(9)>-"e0, es0.
X =00 x<x<x+ex OC

Il en résulte que Ia condition (2.2) est bien satisfaite lorsque la
condition (2.3) lest.

Pour démontrer que Ila condition (2.2) est contenue dans
la condition (2.1) posons

Ag(x) = ex*, . Vq(x) = (Ig x)Ve,

Va(x) étant la fonction inverse de Aa(x), et supposons
d’abord que B>0 En désignant par A un nombre > 1,
on aura

Va{X Aa(x)}—x=(x“+lg)»)”°‘ x~l—g—x1—°‘, X300,

par suite
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de sorte que la condition (2.1) est équivalente a
imint  Min  SETSB 050, a1, (24)
x=o xS X@By) X*F

avec :
X3, %)= Va{hAp (%)},

et la:condition (2.2) a

lim inf Min {s(x)-s(x)} =-w(r)>0,11, 2.5)
x=0 x<x’<X((1,X) .

avec !
X (e, %)= Ve Aa(x)).

Il s’agit donc de montrer que,]a condition (2.4) sera satis-
faite lorsque la condition (2.5) est remplie. Dans ce but posons

Xnp1=Va{dAa (X)) = Va {AnH1 Ag (5)},

pour n=0,1,2,...., avec X =x.
En déterminant % de maniére que

X <IX¥ < Xigqs
on aura '

s(x)-s(x)=
={s(%)-s ()} +{s () - s(x)}+ -+ +{s(x) - s ()} +

+{s() - s(x)) >
k
>  Min ({s()-s(x)).

soo T SISHa
En supposant que
o ESESXB ),
et en déterminant n de maniére que

Xn <KX (B X) <Xnoss

n

S@W-s@>3 Min  {s()-s(x)}

yo St I

on en déduit
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c.ad. b

n -

Min {s(x)—'s(x)}>z Min  {s(8) -s(x,)}. (2.6)

<X < XB, X) yoo X SES K

Pour le nombre n ainsi déterminé, on a
Ve (M Aa ()} < Ve (2 Ap (%)) < Ve (A1 Ag (%)),
c.ad ,
(nlgn+xo e (IgA +x )< ((n+ 1) 1g X+ x% )V

(xP +1g 2)%ls —x

n< lgn

<n+l,

donc

= [(xl3 +1g )P — xo
~ g2 )

Par suite, en divisant I’ inégalité (2.6) par x*—#, on en
déduit '
n

Min S -s@. # 1 Min  {s(f)-s(x)) >
xS <X(BH) X°P Xe=P ey <t < dv '

X +1gN)P - xe 1 &
> 1
= lghxe-e ‘nvz

Min {s(®)-s(x)}.
<< v

Ainsi, en supposant la condition (1.5) remplie, on obtient
finalement que

lim inf  Min. SF)-S®)
r=o ASHKX@By)  xO7P

(P +IGN)P — %% e Min (s()-s(0)} =

> lim lim
T x=w Ig A xo—8 x=0  xLi< X(a,X)
>‘_°g_-w ()‘-);
¢. ad. '

mw<§ww,
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d’our il résulte que la condition (2.4) sera bien satisfaite, lorsque
(2,5) l'est. : .

" Ceci démontre le lemme 1 dans le cas ot B>O Lorsque
-0, la démonstration du lemme 1 est la méme, mais a la
place de la fonction

Ap(x) =P,
il faut prendre la fonction
Ag(x) =x.

En suivant la meme vone de demonstratlon I’on obtient dans ce
cas que

wl(l)g)‘“ ;’ w.

Le lemme 1 est ainsi entlérement démontré

2,2, En posant dans le lemme 1

a-a+228 o g-27b
k k
les conditions (2.1), (2.2) et (2.3) se réduisent respectivement
“aux conditions (1.4), (1.5) et (1.6) de sorte que, d’aprés ce lemme,
il suffit de démontrer le théoréme 1 seulement sous I’hypothése
“que la condition a), c.ad. (1.4) soit remplie. Pour en simplifier
~la démonstration, remarquons que I'on peut, en restant dans le
cas général, supposer que s=0..
En effet, il suffit de remplacer dans ce théoréme la fonction

)' (a+ 1)(a+:') @B,

puisque dans ce cas I’Ahypqthése (1.2) se réduit a

s(x) par s(x

‘ f(l —i)kds(t)=s’x"+o(x”), X400,
X .

et I’ affirmation (1.3) a

s(x) =o(x“); X oor,
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Quant 34 ]a conditic;n (1.4), elle garde la méme forme puisque

X't xa :
——20, X500,
X

’ —b
pour tout xgx'<x+sxl—a—,;.
Il nous reste donc a démontrer le

v

Théordme 1. Soit s(x) a variation bornée dans tout inter-
valle fini, k entier >1 et a>b. De la relation

f(l‘—.—)ds(t)rwsx”v X 00, @2
d R \

il résulte : , ,
s_(x) =0(x%), X 00, (2.8)

lorsque la fonction s(x) satisfait en outre & la condition

liminf  Min S S® o 0y 650, (29)

¥=w xZXN<x+dx) X
avec

d(x)=¢ xl*a;—b
A cet effet démontrons d’abord les deux lemmes suivants:

Lemme 2. Soit

Sa(x) = f Sny (2) dt 2.10)
0 .

pour 'r\z=‘1, 2,3..., avec So(X) = s (%),
c. dad. v ' ' . {

S, (x) =,%nb[(1 —Ti-)n ds(f), avec s(0)=0,
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et soit d>0; alors, pour tout 'en‘tt'er k,

d d d .
f»--ffs(x+t,+t2+---+tk)dt1dt2--'-dtk=
0 00

) |
= > —v(k & . .
g;( 1)k (v)s (x+vd) @m

Ce lemme se démontre facilement par I’ induction. En effet,
il est évident que (2.11) est valable pour £=1. En supposant
que cette identité est valable pour un %, eny remplacant X
par Xx+# .4, puis en [I’intégrant par rapport 4 d, on en
déduit, en tenant compte de (2.10), que cette identité est de
méme valable pour k+1,

Lemme 3. La condition (2.9) étant supposee remplie, on "
aura de méme

' 1 —
lim inf - Min s(xrex a") SO 0(1),840, 2 12)
SXx =00 x<<tsx+d(x) X

pour d(x)=ex'— “"}b .

En effet, quelque soit ¢ de I'intervalle

a—h
Xt x+extt

on a I’ inégalité

s(x+ex'—)—s(t)> Min s(t’)~s(t)>
x® x“t<t’<t+d(t) ¢

‘ . s()-s(®
>(+exr- % Min —_—,
= ROV 1

¢’ ol il résulte, d’ apres (2.9), I’ affirmation (2. 12) du lemme 3.
Passons maintenant 4 la démonstration du théoréme 1'.
- D’ aprés (2.10), I'hypothése (2.7) peut étre mise sous la forme

Sk(X)=k—s:x"+”+o(x"+"), X900,
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et on en déduit, d’aprés I'identité (2.11) que

d d d
f-~-ffs(x+t,+t,+~«+t,,)dt1dt,---dtk=
0 00

, k
z% 2=k (f) (#+vad)*** +o{(x+kd)*+?}, X oo.

v=0

En y posant

d-d(x)=en-%2,

il est clair que
k
2(—1/‘4(’;)(xnd)ﬂuo(xkﬂ), X oo,
v=0 ’
et I'on obtient ainsi la relation
f ffs(x+t1+t, ) dt, dty - dtg =0 (x*+Y), x> co.

Afm de normer l'intégrale k-iéme de cette relatlon, divi-
sons la par. o
x@ 478" X+,
kR
on en déduit

i £ (x+t,+t, + --+t’,)
Eifffs 1 ;a K dtydty---dty=0(1), k- oo,

Puisque, quelque soit y,
k!
si-”) f ffs(y)da:it, dty,

il en résulte fmalement la relation

j@h(_) () _
X

x? e
d d d
1 ) -
LI ; S(x+t-b) s(y)dt,---dtk+o(l), X 0o,
a* x¢ ‘
0 00

Publications de Vinstitut Mathématique 5
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ou I'on a posé _
d-d(x)-ext-32.
Posons, a présent,

Min  SXK)=s)_ o (2.14)
A< < x+d(x) X

avec
b

d(x)=ext—~,
il s’ensuit, la condition (2.9) du théoréme étant supposée
remplie, que
lim sup w,(e)= w(e)—»O £-0.
X=w
D’autre part, en posant dans la relation 2. 13) y x, il s’ensuit,
d’aprés (2. 14), que
$(x)
xe

L wy(ke)+o(1), X o0,

Par suite, on en déduit en premier lieu, que
lim sup &) (") <w(ke)-0, 0. (2.15)
X =00

Posons, en second lleu,

—&
Min | SGHex=T) -s(y) ~w*@E), (2.16)
x<I< X+ d(x) Coxe T |

avec
d(x)=gex1— Tb,
il s’ensuit, d’aprés le lemme 3, c. A d. la condition 2. 12), que

lim sup w.*(e)=w*(e)+0, £-0.

X== 00

D’autre part, en posant dans la relation (2.13)
Y = kd(x) =x+ksx1-a—;b,

il s’ensuit, d’aprés (2. 16), que

(1+kex—~)s(y) —wr(ke)+o(l), x .
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On en déduit que

lim inf (y)> w* (ke) -0, &-0. 2. 17)
y=w »e
Des relations (2.15) et (2.17) il rgsulte enfin, ['affirmation
(2.9).
Le théoréme 1’ se trouve ainsi démontré, et par cela méme
les théorémes 1 et 2.

Quant a la démonstration du théoréme 3, remarquons que
tout le raisonnement de la démonstration du théoréme 1, a
I'exception de celui du lemme 3, s’applique sans aucun chan- -
gement lorsqu’on suppose que x, au.lieu de tendre vers Vinfini
d’une maniére continue, devient infiniment grand en parcourant
une suite discréte de valeurs x, (ou méme, plus généralement,
en parcourant les valeurs d’un ensemble donné de Pintervalle
(0, )). Vu que ce raisonnement ne s’applique pas au lemme 3,
c. a d. que ce lemme n’est plus valable lorsqu’on suppose que
la condition (1.4), ou bien que (2.9) n’est remplie que pour

une suite de valeurs x=x,, n=1,2,3,..., on est obligé de
remplacer dans ces conditions, ainsi que dans (2.5) et (2.6), le
signe > par le signe =. Dans ce cas le lemme 3 devient

supperfiu et dans le théoréme 3 on doit remplacer ces COl’ldl—
tions par (1.10) et (1.11).

3. Afin de montrer que dans le théoréme 2, et ses conséquences,
la limite donnée par (1.7) de I'ordre de croissance de la fonction
s(x) est la plus précise possible, nous construirons un exemple
qui nous montrera, dans le cas particulier k=1 du théoréme 2/,
que I'ordre de croissance donné par la relation (1.9) est le plus
précis possible méme lorsqu’on y remplace I'hypothése (1 8)
par Phypothése plus restrictive

xs’(x)=0(;c9), X-» 0o, 3.1)

Nous allons montrer en effet que dans les deux théorémes:
La condition (3.1) étant satisfaite, de

—l-fs(t)dt=0(1), X 00, ,(3-2)
X ; .

5*
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il résulte
§(x)=0(x%2), x- o0, 3.3)

La condition (3. 1) étant supposée satisfaite, de
x .
-'—fs(t)dt=0(1), £ oo, (.4)
X 0
il résulte

5(%)=0(x%2), x- oo, 3.5)

L'ordre de grandeur donné par les relations (3.3) et (3.5) est le
plus précis possible. En d’autres termes, nous allons montrer
qu’il existent des fonctions s(x) qui satisfont aux conditions
(3.1) et (3.2), respectivement au (3.4), telles que pour une
suite donnée 1, de valeurs dé x la suite

§ (hn) 202

tend vers zéro aussi lentement que possible, respectivement reste
supérieure a un nombre positif.
Dans ce but posons

s(x)=u(x%) et %—»=a> 1.

La condition (3.1) se transforme alors en
u(x)=0(1), x-o0, (3.6)

les relations (3. 2), respectivement (3.4), en
x : )
—%—Jt““u(t)dhd(l), resp. =0(1), x+00, (3.7)
X

tandis que les conditions (3.3), resp. (3.5), en
u(x)=0(Vx), resp. =0(Vx), x- oo. (3.8)
Definissons la fonction u(x) de la maniére suivante
0 pour 0<Cx<CX, -1, '
X—=An
u (x)= Pn & (

ta )pour Ay — oy XN+ 100, #=1,2,3,. ..,
0 S pour Xt KX Mgt~ Pty
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la fonction g(f) étant donnée dans I'intervalle (-1,+1) par
g(t)={ 1+¢ pour —1<C¢<0,
1-¢t pour " 0t 1,
et olt 'on a posé

A,=2", n=12 3,....;
quant & la suite p, nous poserons
Pn=8. VAy=6,2"2 p=1,2 3, ..,

respectivement .
Pa=VA,=2%, n=123,....,

suivant qu'il s’agit, dans (3.7) ou (3.8), du ,,0“ ou du ,0% et
oil la suite &, peut tendre vers zéro aussi lentement qu’on le veut.

Il est évident que la fonction u(x) ainsi définie satistait
a la condition (3. 6), puisque

o' (x)| <1 pour tout x>0.
D’autre part, en désignant par n le plus grand entier tel que

on a hatpa < X,

X
< f te=1(f) dt =
x“o

C‘C — t—}‘-v o ; —
- E:p,,ft“ 'g(-——-)dt+-——ft°‘ ly(H)dt=
By X<

v=1 Ay—Py Aytly

n +1
- L g f (A + 1 8)*=1 g (O dt + R(x) =
Xx¢ )

v=1
n +1 ) .
S [ Cutmiog@dt+RE -

1
o
¥ y=1 -1

n 1 )

1 « By )a ( B )3]

=— B4, T+ =) —{1-2¢) {dt+R(x)=
** v=1 pvJ{( }'V }‘-v R( )

&y ol
- A }\——+R(x)+o(l), X 00,
4

y=1
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ol :
R(x)=0 lorsque x<{Xpy1—Pniqs
et

4
2
R(x) =22 [yt 1) ()t
21

lorsque  x=2,, +PPnyy, (P[]
I en résulte que

X
X fta—'u(t)dmo, P
X%, i
respectivement

ll_m sup—ft“ Tu(t)dt = ,___I.

suivant que
Pn=28n VX; =_6n 2n/2 ’

Pn=m=2"/2-

Par suite les fonctions u(x) ainsi définies satisfont bien
aux relations (3. 7). ,

Enfin, pour x=»X,, on a .
u(hn)=pn=8,YN,, resp. =V,

d’our il résulte que, d’une part,
u(x)
Vx
tend vers zéro, pour x=1,, aussi lentement que I'on veut, et
que, d’autre part,
( s (%) _ =1.

respectivement

lim sup

X= 00

Il s’ensuit que les relations (3.8) sont les plus précises
possibles les conditions (3. 6) et (3. T) étant supposées remplies.



Queiqnes théordmes inverses relatifs aux procédés de sommabilité etc. i}
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