EINIGE SATZE UBER LAPLACESCHE INTEGRALE

- yon
VOJISLAV G. AVAKUMOVIC

1. Im Folgenden wird stets vorausgesetzt dass A (u) von
seschrédnkter Schwankung auf jeder endlichen Strecke und

L(t)= fe—f” dA(u)
0

konvergent fiir R(f) > 0 ist. _

In der Note ,Bemerkung iiber einen Satz des Herrn T.
Carleman®, (Math. Zeit. 53,1 (1950), 53 —58), habe ich, anschlies-
send an einen Satz des Herrn T. Carleman,!) bewiesen:

Wenn L (t) der Bedingung

L
L#-0le"7), £20
und A (u) der Bedingung ,
Vul{d () -A@)}>m fir alle a<v<u+Vu
geniigt, so ist 3 ‘ ”
- YuA(w)=0(1), u- .

In der vorliegenden Note beweise ich einige Sétze die sich
auf diejenigen L.(¢) beziehen die der aligemeineren Bedingung

) _' L(t) = 0le=), 120

1) Die. Abhandlung des Herrn T. Carleman (Proc. of the Scandinavian
Math, Congress 1934) kenne ich nicht. Den Wortlaut des gedachten Carle-
manschen Satzes entnahm ich einer Abhandlung des Herrn N. Wiener (The
science reports of national Tsing-Hua University (A), III (1936), 291—298).
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mit
0<9<1
geniigen. - . !
Satz 1. Wenn L (t) der Bedingung 1) und A (u) der Bedingung

1 , ) 1

(K-0) u™**{AW)-AW)>-m fir alle u<v<ut+u'*?
" geniigt, so ist ‘
' 2T A @)= 0(1), uo oo,

Ausserdem gilt folgende Ergéinzuﬁg des Satzes 1.

Satz 2. Wird im Satz 1 die Bedingung (K- O) durch die
wesentlich mehr fordernde Bedingung

[

1

(K~-0) lim inf u'*%{A(v) - A (u)} =0 fiir alle u<v<u+u

+
(=2

ersetzt, so ist
1

't A ) =o0(1), u oo,
.Beide Sitze werden aus folgendem Satz A hergeleitet.

Satz A. Wenn L (t) der Bedingung 1) geniigt, so konvergiert
| @ a1
L (s);fe-su u"-A(u'*‘})du

fiir R(s)>0 und die infolgedessen daselbst regulire Funktion
L*(s) ist noch im Punkte s=0 regulir. : :

Eine nichttriviale Abschatzung fiber A(u) ldsst sich auch
dann erhalten wenn A(u) keiner Konvergenzbedmgung geniigt.
" Es gilt ndmlich folgender

Satz 3. Wenn L (t) der Bedingung 1) geniigt, so ist
LEICINS

' |+&

lim sup =~

U=
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Dieser Satz ist eine unmlttelbare Folge der Tatsache
dass auch

L4 (9)- [e-naalas?
| (s)'ofe—— (a3

fir R(s)>0 konvergiert (und im Punkte s=0 reguldr ist,
welche Eigenschaft zum Beweis des Satzes 3 nicht gebraucht
wird). Der Beweis dieser Behauptung ist vollstandlg analog dem
Beweise des Satzes A.

Satz 3 erméglicht einen dusserst kurzen Zugang zu einigen
Sdtzen der Partitio numerorum.
‘ 2. Bevor ich zum Beweis des Satzes A ubergehe leite ich
die, Sdtze 1 und 2 aus dem Satz A ab.

Bewels der Sitze 1 und 2. Ich beweise zunichst: Fiir jedes
v>u und geniigend grosses u, ist
; L

: 1y
: —-mu F-mlig wenn =1 o
A=Ay L e e |
-muy Y- m”(u‘“+1 - v“"“) wenn 0<9< 1
falls nur m' und m" passend gewdhit werden. ' '

: 3
Zu diesem Zwecke setze ich abkiirzend o (f) = exp [tﬁs‘]
: 149
und bezeichne mit B(¢f) die zu «(f) inverse Funktion (Igt) 3 .
Ferner bestimme ich ein A > 1 derart dass '
1
B(a(x)<x+x't

fiir geniigend grosse x ist, was wegen

14+ 9 1
B()\a(x)) x+( 7) ‘+”lg)\+0(x‘+‘°’) X 00

offenbar mdglich ist. Dann ist fiir jedes x der Strecke

(x, B (ha (%)),

A - A@)}>-m. | @)

Publications de I’Institut Mathématique 19
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Sei y irgendeine Zahl die > x ist, Ich setze zur Abkiirzung
Xor1=B(ra(x)) =B a(x) fir v=0,1,..., n

und grenze die Zahl n derart ab dass x,<Cy <xX,.; Ferner
setze ich in (2) zundchst x, statt x' und x,_, statt x, wobei
v=1,2,..., n—1 sein soll; und schliesslich y statt x' und x,
statt x. Werden die auf diese Weise geblldeten Ungleichungen
‘addiert, so erhdlt man

1 . n . ___'_l_ . .
A) -A@)>—mx S -m S (@ wa@)| T
v=1 . ’
Das zweite Glied rechter Hand lisst sich r.nittels'
| n _ ' |
[{poratn] o - @)
0 b : - -
majorieren welche:s Integral den Wert -
— lg zn falls 9 =1

Zlg}\

ﬁnd den Wert
s ("‘};‘. “}_t_‘). ' ‘
S ——— L R falls 0 <3< 1
(1-9) lgx < <

hat, wie dies thitiels der Substltutlon AT a(x)=exp [v1+3]unm1t-

~ telbar aus (3) folgt.- Damit ist die aufgestellte Behauptung schon
. bewiesen da. x,  y ist.

Aus (1) folgt: man kann die Zahlen my und rmy, derart
~ wihlen dass

<
|

1

A(v) A(u)> moa”tfiir e <v<{2u - 4)

und falls noch
3 —1

;4(&)=0(u"—+_’), u-o0 - | : (5)
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A vorausgesetzt wird, dass

R A RS

v"A‘v & )—u“’ A<u v )>—m2 filr a<r<lu+1 (6)
ist wenn nur u geniigend gross. -

Die erste Béhauptung.ist in (1) unmittelbar enthalten da
J— v-1 P ’

filr x> 1, x "*'<x%+1 ist, die zweite folgt aus (1) und der
Identitat '

T+ " 1+ 9

v A.(v 3 )-\ugA u—"—)=u—l‘§{}4(v 3 )—A(u 3 ) ‘

|-

1+9 1+0}
.+.

I
+(v".—"u")A(‘v ¥ )

'iﬁdem man beachtet, dass gemdss (5) und der fir a<{v<{u+1

1 1+ 9 1 1 149,

1
giltigen Ungleichung »* - 2° =0 (v ), (% )4l ™ Jriiralte
e v<_u+1 gleichmissig beschriankt bleibt.
Nun schliesse ich weiter: Aus I) (gebraucht wird inur
]__")-

L(t)=0l1+%, £50) und (4) folgt (5)%). Folglich ist (6) richtig.

Damit ist aber der Beweis des Satzes schon beendet. Denn

- aus (6) und dem reguldren Verhalten von L*(s) im Punkte s=0
j 3 1+ )

folgt u* A (u ¥ )=0(1) wenn u- oo wie dies die Herren A.E.

Ingham?®) und J. Karamata*) im Anschluss an die Arbeiten der

Herren N. Wiener~S. lkehara und H. Heilbron —E. Landau

bewiesen ‘haben. . ' :

?) Insofern mir bekannt, ist diese Behauptung bisher nicht ausge'spro-

- chen. Da aber der Beweis dieser ‘Behauptung eine triviale Ubertragung des’

bekannten Beweises im Falle 3 =1 darstellt und ttberdies der entsprechende o —

Inversionssatz bekannt ist (J. Karamata, Studia Mathematica, IV (1934) 4—17)
80 glaube ich diesen Bewels unterlassen zu kénnen. ‘

3) A. E. Ingham — Proc. London Math, Soc, 38 (1935), 458—480.
4) J. Karamata — Publ.‘Math’. de 1'Univ. de Belgrade, V. (1936), 28—38.

19*
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Satz 2 érgif)t sich auf dieselbe Weise indem man beachtet
. y-1 . ,
dass aus (K — O) und I) (gebraucht wird nur L (t)=o( 13+ ‘), t-0),
die Ungleichung (5) folgt, woraus sich zusammen mit (K - o),
Lo s 148 -
lim i‘nf{v“} A(v & )—w’ A(u s )}=.o fiir u < v<{u+1 ergibt.

. =00

3. Der Beweis des Satses A stiitzt sich auf folgenden
Hilfssatz. Sei
k>2
und fiir positive z,
i e+ oo
: x(z)=—1—_ rV—mdv,_ > 0.
2niJ | T(v/k)
: e~[® -
Dann ist x(2) eine ganze Funktion und geniigt der Un-
gleichung

% k
2T exp [(k ~1) (f;ﬂ x@|<c®.

Vorerst leite ich den Satz A ab.
Bewels des Satzes . a) O.B. d. A sei A (0)=0. Dann ist, wenn

[+4

° 9= [emaaw

gesetzt wird,
u

et A ()= e—tu f evdg(a)
. [/} ’
woraus fiir jedes ¢ >0,

e A@)=o(l), usoo (1)
folgt, da der Voraussetzung nach lim ¢ («) vorhanden ist. Wegen
- . o = 80

g (a)=e—1o A () +-tfe—’”“A (n) du



Einige Sitze iiber Laplacesche Integrale . 203

ist also
L(®)= liin g(a)=t fe—’" A(u) du. ®)

b) Abkiirzend werde
1
k-1

=

gesetzt (also k> 2).
Wegen (1) ist' L (¢)=0(1), t-» oo woraus zusammen mit

I) und der Behauptung des Hilfssatzes die Ungleichung

o) <e ol (-]

fiir jedes komplexwertige s folgt.

Also ist
L*(5) = f L@)x(3) 2,
fiir _
k
|S|<—““z—:1
~1)F
vorhanden und folglich L*(s) daselbst reguldr.

k—1
Wird 0 <s <#k/(k-1). k angenommen und im letzten Inte-
gral die rechte Seite von (8) eingesetzt so ldsst sich, wie
leicht nachzupriifen ist, im resultierenden wiederholten Integral die
Folge der Integration vertauschen. Auf diese Weise erhélt man

L*(s) = J .A (u) f _v°° IF((vl;)k) f e—t*u p—1 gt

=__fA( u) 2 f(suk)‘ L) dr

1 1
- f e—su* A(a) du,

0
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Daraus folgt: Die im Punkte s=0 regulire Funktion L*(s)
ist fiir s >0 als konvergentes Laplace- Integral darstellbar und
stellt folglich die analytische Fortsetzung von L*(s) in der
rechten Halbebene dar. :

4. Beweis des Hilfssatzes a) Auf Grund des Cauchyschen Satzes
" und der fiir ]edes o giltigen Ungleichung
]

IC(e+it)|=0(|2° ¢ e‘?f), tro0 9)

karn in x (z) der Integrationsweg beliebig weit nach links ver-
schoben werden wenn man nur jeweils die Residuen der dabej
liberschrittenen Pole von I'(v) in Abrechnung bringt. Auf diese
Weise erhilt man

X(Z)_ =»+ Z{Resnduum von z— fI‘(—(;/Z) in v= -—v} +

1 en+ioo r
+ — f v (V) dv
2xiJ . T(v/k)
En—1lw
wobéi'—n—l<a,,< n ist. :
Da wegen (9) das letztgennante lntegral zu Null strebt wenn

&> ~ oo und I'(v) im Pole v= -v dasResiduum (- 1)"/T'(v+1)
hat, 50 wird

: 3 hd (—Z)" . . .
X(Z)—+§I‘(v+l)l‘(—v/k) ' (10

“womit der erste Teil der Behauptung bewiesen ist.
b) Wegen

1 X . ’
————————= ——sinxXx
FE@T(-1) =

erhélt man aus (10)

x (&)= 2 (= zii’(I‘)(v/k) sinxv/k,

V::
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Nun ist, wie; leicht nachzupriifen

-]

| : +lrr/k
Jexp[ uk - ze“/ku] du= -

S 2L (1) g i

zk T'(v)

5 va=1

und somit

Lﬂ/k

(z) f exp [~ ut-ze— "k y}du

.0

vink [ .
zz_ﬂei ' fexp[—u"—ze“"/l‘u] du =

0

z fexp[ék s1ay
K:r/k

wc.)be'.i der Weg K,y aus den von o in der Richtung =/k aus-
gehenden Strahl C,; und den in o in der Richtung--n/k ein-
miindenen Strahl C_;, zusammengesetzt ist.

Damit ist im Falle k=2 die Behauptung schon bewiesen.
Denn es ist :

' j e 25 gt = A——je—"z ‘z"dv———e (“)
Z:rz

K

Nun sei %>>2. Unter Benutzung von (9) wende ich den
Cauchy\schen Satz noch einmal an und versch‘iebe'den Weg K.
parallel zu sich selbst um eins nach rechts. Das iiber den zu C_
parallelen Strahl C* ., erstreckte Integral nenne ich x, (2) und
~ das iiber den zu C_, parallelen Strahl C*_, erstreckte xo (2).

Wird in xlz(z), z zundchst als reell und positiv ange-
nommen und

1
s EY
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gesetzt, so. erhdlt man -

ooy

- [exp [(%)'{-l(vk—kvqtk— 1)] dv.

.C*:r/k

Auf Grund dés Cauchyschen Satzes dsst sich in (11) der
Weg C*x durch jeden anderen von 1 in der Richtung 6, aus-
,8ehenden Strahl C*s, ersetzen wenn nur ‘

(11 -

~Cs

g7

e

NI

V=0 - Vat

Fig. 1

" 33’(
‘ ko .

2 SHE% < 2 .
ist. ‘
Ich setze noch abkiirzend

und
' 9o, (x) = fexp [x (v* kv k- 1)] dv.
c¥g, ‘ '
P9, (x) konvergiert fiir alle diejenigen x deren Argument

argx=w
der Ungleichung

%<w+k‘eo<%’t . (12)
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geniigt und stellt demnach die analytische Fortsetzung von (11)
fiir alle mittels (10) definierte x. Durch wiederholte Anwendung
dieser Schlussweise gelangt man zu dem Ergebnis dass Pg, (X)

die analytische Fortsetzung der urspriinglich nur fiir reelle und
positive x bzw. z erkldrten Funktion ¢, (x) bzw. (11) auch dann

" darstellt wenn zwischen 6, und » die Ungleichung (12) besteht.

Auf dieselbe Weise sieht man dass das iiber den Weg
C* =4, erstreckte Integral in der ganzen komplexen Ebene ana-
Iytisch forisetzbar ist und durch das iiber ‘C*_, genommene
Integral darstellbar ist wenn nur

3 'st
-— - kb —
2 <w 0 << >

Dieses Integral bezeichne ich mit P—g, (X)-
Ich habe zu zeigen dass g, (x) und ¢_q (x) fiir jedes |z|
und alle w dem Betrage nach kleiner als C/y/Tx] bleiben. Wird

unter Beachtung der Ungleichung (12) w um 2= vermehrt, so
geht 6, in 0, iiber und man erhilt

3n T

-— +RY -
. g SOt -7
d. h , :
Qo (@ +27) = (g ) (w).

Demnach braucht man nur die eime der Ungleichungen zu
beweisen, etwa diejenige fiir 9, (w) und zwar fiir alle @ einer
Strecke der Linge 2 .

Sei 6>0 und es bezeichne D den mittels

k—0

~5 (13
2k-4 =-8 {3

k-6 3%-2
s <w<2n (2005
TS oS2n Qk—4 + ) 2h—4

erklarten Winkelraum. D bezeichne den zu D komplementaren
Winkelfraum
3k—2ﬂ—6<w< 2n+ k-6

6!
2%—4 %4
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Ich bewelse Die Unglezchung

[V % 90, ()| < C(H)
gilt fiir

C) jedes x aus D
und .
d) jedes x der Begrenzung von D

wenn nur & geniigend klein gewdhit wird.
e) Innerhalb D gilt fiir jedes & > 0,

n

V205, (X)| = O(exple] x Fo]), x| » o0

wobel 2a dze kaeloffnung von D ist.

(14)

Aus c) d) und e) folgt auf Grund des bekannten E. Phrag-
mén - E. Lindel6fschen®) Satzes die Behauptung des Hllfssatzes

Es werde i .
v=1%pel=rei®
CC=xV-kv+k-1)
und
L 8;2—ki*s
' o 2k-4
gesetzt. :
c) 1. Zunichst sei
k-6 T
Qo —
k-4 2
alsp ’ -
- <r© £<i’_‘_ﬁl+i

5 E. Phrz\wg‘mén. — E. Lindelof, Acta Math, 31 (_1908); 381—408.

(15)
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festgesetzt. Wegen 08 <8, ist 20,<C 20+ (k- 2)6 < k6,
und somit wegen (15, o '

—72(—+8<w+2'60+(k—2)9<3?ﬂ—8. - (16)

RIE)- R & (%) o)

=k(k-1)]x|r=2cos(w+286,+(k-2)8),

Nun ist

: oy : _
also wegen (16), R{g—%}<0 wennp>0. Da R{{}=0 wenn
: ) p
p=0, so ist fiir alle p >0,
| R{t} <0
2. Nun sei’ -
i ‘3=
Wenn
T
?<w<“
so werde 6, mittels .
: € T €
B WP G
- 2 <<%
“und weénn
ﬂ<w<%
mittels .
.. b8 £ 8 ..
<< =
T Sh<3

festgezetzt. In beiden AF dllen ist, wié leicht nachzupriifen,
L 4 ‘ , In '
?+8< w+28,+(k-2) 6<7—s

‘woraus wie vorhin R{t} <0 wenn p >0 und =0 wenn p =0 folgt,
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3. Schliesslich sei

3 32
< o< E % s
2 SCSus
also
T W e 37 w & .
P LA L ~ L0.
2k k+k<4 2 2</
Dann werde 6, mittels der Ungleichung
n‘w e - 3 w s ‘
—— B, B 17
2 R RSN STT5 (17

festgesetzt. Wegen 0, << 6. 0 ist £6, < 2 b0+ (£-2)0 26, und
somit wegen (17), : - :
3x

%_—{—s<w+260+(k-2)9<§~—e

woraus wie ad 1, R{t}<0 wenn p>0 und =0 wenn p=0,
folgt. ‘

Da, wie aus dem Vorhergehenden ersichtliqh, fiir jedes w
aus D sowohl :

b " 3x
—+e +20, <—-¢
> <w o<2

als auch
3
| _g—+s<w+keo<—zf—s
ist, so folgt _
timRE_E D w20,
p=0 p? 2
<—¢2—le[sina
und ,
' lim'mglxl cos (w +k9,)
p=e pk

<—|x]sing—:.
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Aus diesen zwei Ungleichungen ergibt sich, dass fiir alle x aus D
ein von x unabhéngiges A=A (k) > 0 vorhanden ist derart dass
langst C*s,

: R{L} <-A|x|p*
ist. _ :
Fiir alle x aus D ist 'somit

V¥ 9 (x)|<wx|f -Alx'f“dp C (k).

Wenn 2<k<6 so ist_damit die Behauptung des Hilfs-
satzes schon bewiesen. Denn in diesem Falle kann man &=3 (k)
derart einschrinken, dass die WinkelSffnung von D grosser als
2 ist.

d) Sei k> 6. Die Begrenzung des Winkelraumes D besteht
aus den_zwei Strahlen in den Richtungen

k- 6n—6 und 2ﬂ+'k 6
2k

-+ 6.

2x-
-2

Léngst des ersten Strahles (der die gemeirisame Begrenzung
von D und D bildet) ist geméss c) die Ungleichung (14) erfillt.

V-0 vt

Fig. 2°

Um dieselbe Ab’sch‘ﬁtzung Tangst des zweiten Strahles d. h.

—6n+8 zu erhalten, ersetze ich, auf Grund des

k
fiir w=2n+
C=EITY

Cauchyschen Satzes, den Weg C* durch den aus der Strecke
von v=1 bis v=1+i1g6, und den von v=1+i1g6, in der Rich-
tung 9, ausgehenden Strahl zusammengesetzten Weg (vergléiche
Fig. 2). -
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Wird 6, mittels der Ungleichung

festgesetzt und e>0 genugend klein .gewihlt, so wird fiir alle
0, <00, :

§é’—‘+e<w+(k-z)e<7“-e ‘ (18)

und zugleich , ' - ,
. ‘m 3n

z E<2T, 19

5 SOk | | (19)

Auf dem ersten Teil des Weges setze ich

v=1+pe—ig=re®.

Dann ist

R{%p—é]——k(k—l)[x|r’<‘£cos(w+(k 2)9

woraus wegen (18), R {L}<O folgt.

Auf - dem zwelten Teil des Weges ist, wenn v=p ei% ge-
" setzt wird,

3 s (e
R{dp} —k (k- l)iiclr. cos (w+k9,)

e
woraus wegen (19), R {d—“’} < 0 folgt. -

Daraus folgt auf dleselbe Weise wie in ¢) dass die Unglei-
chung (14) fiir alle x ldngst des Strahles in der Richtung

k-
2+
2k

Z n+ 8 besteht.

e) Sei ‘wieder £>6 und x gehore zu D. Auf Grund des
Cauchyschen Satzes kann man C*,, durch den aus der Strecke

von 1 bis O und den Strahl Coo zusammengesetzten Weg
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ersetzen. Offenbar ist

1
'fegdv
0

'Abkiirzend werde w=2n+w' gesetzt. Wenn

< etk—D)lxt |

so werde 9, mittels

3n, k-6

n
2k 2k—4 k& "ok k

eingeschridnkt und wenn

k-6
0< < 22048
DSOS
mittels .
' .3x =€ k-6x e+98
St < S b S
2k k °< 2k 2k-4k k

In beiden Fallen ist, wie - leicht. nachzupriifen,

4 3=
—+8& +hO—-¢
) <w o<2

und zugleich

Fiir v =re%, d. h. ldngst Ceo ist also

303

R{t}=|x| (r* cos (w+k0,) - kr cbs (w +86,)+ (k- 1) cos w) -

< ~|x}r¢sin ‘s+!x.| (k-1)
und somit

fegdv

<e(k—1) Ilee nxlr" sine d,-< ¢ (k)
Ceo

0 |xlk
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Fiir alle x aus D ist also

l' | - .k—l X 1
l<peo(x)l<lofl+lcfeol<c(k)e‘ ) 'max[I,[—xi,T}. @

gar+2 8. Fiir ge-

Die Winkeloffnung 2« von D betrigt 22

niigend Kleines 8 ist also 2£> 1. Wegen (20) ist also fiir alle
(94

x aus D und jedes & >0,

|1/% 90, ()] =0 (exp[e x]), [ ]+ .

Mitgeteilt den 3-V1II-1050.
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