BEULUNG DER GURTPLATTEN
VON RIPPENKONSTRUKTIONEN

Von'
V. BOGUNOVI(

Es wird ein Plattenbalken untersucht, welcher einem System
parallel liegender, gleichartiger und gleichartig belasteter Balken

Abb. 1

angehort (Abb. 1). Der Plattenbalken ist frei aufliegend, die Stiitz-
weite . betrdgt 2a. Die iibrigen Bezeichnungen sind aus der
- Abb. 2 ersichtlich. Wir setzen voraus, dass die gleichmissige
Belastung g¢¢, in der Rlppenebene wirkt.

Bei relativ diinnen Gurtplatten besteht die Gefahr einer
Ausbeulung der Gurtplatte. Wir nehmen an, dass die Belastung ¢
langsam von "Null an anwichst und suchen den kritischen
Wert g.,, bei"welchem die biegungsfreie Gleichgewichtslage der
Platte unstabil wird und neben dieser Lage noch eine unendlich
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kleine Beulung entstehen kann. Die Gurtplatte wiirde somit unter
dieser kritischen Last ihre Stabilitdtsgrenze erreichen.
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Bevor man diese Stabilitdtsaufgabe angreift, muss zuerst
der Spannungszustand des Plattenbalkens untersucht werden.

|. Spannugszustand des Plattenbalkens

Wir nehmen an, dass es sich (Abb. 2) um ein diinnes Blech von
unbedeutend kleiner Biegesteifigkeit handelt, so dass der Span-
nungszustand als eben betrachtet werden kann. Die Stirke ¢, der
Rippe sei auch klein im Vergleich mit ihren iibrigen Abmessun-
gen, so dass der Spannungszustand in ihr auch als eben aufge-
fasst werden darf.

Die Belastung greift direkt die Rippe an, die mit den bei-
den Gurtscheiben ldngs einer (in Gurtmittelebene liegenden) Linie
verbunden ist. Auf diese Weise zwingt die Rippe den beiden Gurt-
scheiben ldngs der Verbindungslinie ihre Dehnung auf und veranlasst
sie zum Mittragen. Dadurch werden von der Rippe auf die Gurt-
scheiben Schubkréfte 1/, ¢, r iibertragen, die nach einem vorldufig
noch unbekannten Gesetze verteilt sind. Die Gurtscheiben iiben
die gleichen, aber entgegengesetzt gerichteten Schubkrifte ldngs
der Kontaktlinien auf die Rippe aus. Durch die Schubkifte 1/, rt,
entsteht in der Gurtplatte ein ebener Spannungszustand.

Die Spannugsfunktionen &, fiir die Rippe und @, fiir die
Gurtplatte sind biharmonische Funktionen, die an den Quer-
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rdndern x= +a, Randbedingungen fiir frei gestiitzte Scheiben
erfiillen miissen. o

Die Spannungsfunktion der Rippenscheibe die nur mit den
langs der Kontaktlinien wirkenden Schubkriften rt, belastet ist,
hat folgende Randbedingungen zu erfiillen.

Léngs des unteren Randes z= —#4 miissen die Normal-
und Schubspannungen verschwinden, d. h.

02®D,/0x>=0 und 0*P,/0x0z=0;

léings des oberen Randes verschwinden die Normalspannungen
auch, die Schubspannungen sind jedoch gleich r, d. h. .

0*®,/0x* <0 und 0*®,/0x0z=r.

Fiir die QGurtscheibe gelten folgende Randbedingungen:
mit Riicksicht auf die Symmetrie der Verzerrung muss die quer
~zur Balkenachse gerichtete Verschiebungskomponente v lidngs
der Geraden y-0 und y=b verschwinden. Lings der Gera-
den y=0 verschwinden auch die Schubspannungen, lidngs der
Geraden y = b miissen sie gleich — rt,/2¢ sein. ~
Diese vier Bedingungen fiir jede Scheibe wiirden die Span-
nungsfunktionen bestimmen, falls die Schubkréfte r#, schon be-
kannt wéren. Die letzten bestimmt man aus der bedingten Uber-
einstimmung der Gurtdehnung (e,),., mit der Dehnung der
Rippe an derselben Stelle.
Publications de I'Institut Mgthémaﬂque A 18
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‘Die Spannungsfunktion fiir die Rippe die die Bedingungen
an.den Scheibenrdndern x=a und x= - ¢ erfiillt, lautet

o«

d, = Z f;(2) cos inx/2a, (1y
©i=1,3,5,... : -
wo

f - (A1,+Bl,l.ﬂz>ChT—z (Cl,-+D ”’z)Shﬂz-
2 2a : 2a 2a

und démentsprechend

’02<I)1 = (in inz inz
x=—T = 2B+ Cyi+Dy; Sh —=+
¢ 0z? 2 (2a> [( ! ! ) ) 2a

i=135,..

<A1,+2D1,+Bl, -’“Z)Chﬂ
\ 2a

)

02D, . - in inz inz -
—1= Ayi+ Dy + By —= |Sh—=+
C0x0z i:%; (Za) [( ' ! ! Za) 2a

2a 2a

(B +Cy+ D ”‘Z>Ch‘“—z siniX
i 1i 11 Za . -

Die Konstanten A;, By, Cy und D,; ergeben sich aus den
Bedingungen an dem oberen und unteren Rande der Ri'ppe, d. h.

' ' vy o T inx
fi(-h)=0, f,~(—/z)—.0,‘ f.(h) =0, o 2 f(h)sm =r.

i=1,35,.

Die Spannungsfunktion @, stelit den Spannungszustand einer
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Scheibe’ dar, d1e am oberen Rand durch Schubkréite
r= 2)\ sm utx
i=1,3,5,...

beansprucht wird, wo die Konstanten X; noch vorldufig unbe-
stimmt bleiben und

A== 1 A h? — ot uli Y W
2 i (Ui +*/2Sh2uy)
. Bli= —-L}\.ihz 2 ShUIi ’
2 uii(uy — /2 Sh2uy;) L '

1 Ch uy, @
Cpi=—2; b2 et , ‘
L2 uyi (ugi — /2 Sh2u)

Dy Lo pe Chi
2 uli(ani +1/2Sh2u,;) /

WO Uy = ix h/2a bedeutet.
‘ Ausser den Schubkriften rt, wirkt auf die Rippe noch die
gleichmissig verteilte Belastung g. Wenn man Werte der Grdssen-
ordnung h*/a* vernachldssigt, hat man fiir die Norma]spannungen
die bekannten Ausdriicke

3 a2z x?
Oy= - ——| 1--"—}gq, o,=0, 4
4 B ( a* )q ' - @
oder in Form trngonometrlscher Reihe ‘
Y (i—1)
24 a2y (— 1) mx N
- . 5

 Mit Hilfe von Gl (2) u (5) kann d1e- Dehnung der Rippen-
fasern im Punkte des oberen Randes berechnet werden, wobei .
E die ubhche Bezelchnung fiir den Elastizitdtsmodul ist.

)
] e (-1) -
-2 5 XG0 s 20
* t=135 )
. o0 ) . .——1'. . R
+_]_ A 221111‘ /2 81‘2141111 cos _l_"ff_] . (6)
o 2 s vt S 20y 20 '

18#
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Der Spannungszustand der Gurtplatte wird durch die
Funktion ‘

Oy~ X ¢: () cosinx/2a,

§

gegeben, wo
o (v) = (Az, + By, ”‘y> chir, (c2, + Dy ‘iy) Shimy,
2 2a _2a 2a’
und Ay, Boiy, Coiy Doy, i=1,3,5. .. die Imegrationskonstanten sind.
Infolge der Symmetrie der Belastung hat man
B = Cm = O

Dann werden dle Konstanten A,;, D,; aus den Bedmgungen am
Rand y =6 durch die Beznehungen

I /2a\ X

\'{)

1 2a P /
Dyi= —— (1 + - Lo ZL
2 _— ( P')() Sh, ¢

in
bestimmt, wobei u, =inb/2a und p den Poissonschen Koeffizien-
ten bezeichnet. Aus der Spannungsfunktxon D, -erhdlt man dle
- Spannungskomponenten

\
2

o= L2 _ ( ) [( 2D2,+A2, chitr, |
0x2 2a

+Dg,l yShmy cosmx,
2a 2a 2a
. 0D, in my
= = ~ — A2Ch -
% ox? Z(Za) ( z 2a -

{ SR ()]
iny iny inx
+Di Sh )
: * 2a 2a )COS 2a

B '02(1) iny
B ()xdy z( )[ 2a ChZa

lﬂ’y . inx
+ A,'+Di Sh—=—|sin —— .
(t2 2) 2a ] 2(1‘ J
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Die Dehnung langs der Linie y=b betrigt

Lf_lz (L p)?uy = (14+p) 3 —p) Shuy Chuy, o inx
4F 1t Sh? 2¢

9)

Die Bedingung, dass die Rippe und die Platte ldngs der
Linie y=b gleiche Dehnungen haben, ergibt, wenn man die
(6) u. (9) in Betracht zieht, folgende Beziehung

. [(1 + )y — s (1+p) (3-p)Sh2uy 8,

2Sh%uy; t
2y - Y3 Sh4uy =~i§(_1)£;_‘(£2 (10)
ul; - 1/,Sh*2u,; DA bJ ’

-aus der sich X; und die Konstanten Ay, B.,,..., Ax, Dy be-
stimmen lassen, die alle gestellten Bedingungen erfiillen.

Dies¢ Werte sind fiir zwei Fille mit #=0,3 in der Tab. |
" zusammengefasst:

~Fall At a/b=1, hla= 1/]0 t/t,=l.
Fall B: a/b=1, hla=1]10, t/t,="/,.

Tab. 1
Fall &
‘ 'y Ayi ‘ D,
1 +568 ¢ | +0,940 2a/2g —0,801Q2a/x) ¢
3 —0582¢ | —0,129510—1(2a/3x)2 ¢ | +3,105.10—3 (22/3x)2 q.
s +0,1606°g | 40206103 (2a/Sutg | —40510—5(2a/5)2 ¢
‘ | ; Fall B
1 +536¢ | +1,776 (2a/a)2q 1,512 (2a/)t ¢
3 —045Tq | 0222101 (2B | +534103 20312
5 40131 | +0483.10—% (2a/50)t¢ | —6,61.10—5 (22/55) ¢
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il. Beulung der'Gurtplatte

L Al/gememes

Die Ausbiegung w (x, y) der Platte geniigt bekanntlich der
Differentialgleichung ‘

4 40, FI 2 i 2 )
2(M+2_?W‘_+QLV o W _ I 5 O
t \ox*  0x*0y* oyt Ov T op? 0x 0y

-0. (11)

Hier bedeutet' D die Plattensteifigkeit Ez*/12 (1-p3), wo ¢ die
Plattendicke bezeichnet. Die Spannungskomponenten Gy Oy, T
sind durch Gl. (8) bestimmt.

Da die Platte an den Rindern frei aufliegt, setzen wir fiir
die Ausbiegung ’

Z Z @pn COS ———cos 2by | (12)

=1,8,5,... n==1,3,5,.

an, was offenbar die .Grenzbedingunged _erfﬁllt.

Setzt man den Ansatz (12) und die Ausdriicke (8) fiir die
Spannungskomponenten in die Differentialgleichung (ll) ein, so-
erhdlt man nach einigen Umformungen

-—azzzamn( - 32) c_os”;%xcos'%%—
EEEamnz {[[ mZ)A 2m2DJCh ”(-ZV

. 2 .
b* "2¢ 7 2a 2a 2a 2b R

a iny lfty
-2 222:1,”” mnz“’[ ey Ch Za

+ (A; + D;) Sh iy sin l—ﬂfsm MIXsin™*2 _ 0.
. 2a 2a 2a 2b

L . -

Man multipliziert die linke Seite der Gleichung der Reihe

nach mit cos pnx/2a-cos ray/2b (p=1,3,5,..., r=1,3,5,..), inte-
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griert iiber die ganze Plattenflache ‘und setzt die so erhaltenen
Integrale gleich Null. Setzt man zur Abkiirzung

Oci}zr=—ﬂ— Ch Y cos "X cosITL dy,
2a 2a 2b 26

COS -

a-cff iny Sh iny nay oo 1Y dy
2¢ © 22 20 2 '

Sh 2™ sin ™ cos I g4
2a 2b 2b

lﬂyCh lJty y— cOS ray

dy,
2a 20" ,21;, 26 7

7 inx mmx _ prx
Pimp = Y COS —— COS —— COS —— dx,
22l

2a 2a 2a
—a
+a .
imx mmsx X
Vimp sin ——~sin cos PTX gx,
20 2a a

und fiihrt statt A;, D; dimensionslose Koeffizienten
_ ; 2 _ ' 2 ’
Ai:_l—(ﬂ)Ai’ Di=i<l—ﬂ—> D; -
_ g \2a g \2a
ein, so erhdlt man

D(zia) (v +*’2) @pr = EEZamn{[(kmnA_

qcrt

- Zmzlj—i)ain} + kmn Di Binr]‘Pimp'i'Z? mn[(AH_ } (]4)

+ B,) Yinr +‘5i 8inr] ‘l’imp} =0

Mit ko = a2n2/6% - m?
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Das auf diese Weise erhaltene, lineare und homogene,
Gleichungssystem hat nur dann eine L6sung fiir die Koeffizienten
‘@, der eine ausgebogene Gleichgewichtslage entspricht, wenn
die Eliminante des Systems verschwindet. Auf diese Weise erhilt
man die Beulbedingung, aus der die kritischen Werte der
Belastung berechnet werden konnen.

Die  grésste Wurzel 1/q.. dieser Beulbedingung entspricht
dem kleinsten Wert der kritischen Belastung Ger.

lll. Beispiel: Berechnung der kritischen Belastung

Es wird die kritische Belastung g., fiir die Rippenkonstruk-
tion mit a'b=1, h'a=1/10, t/t;~ 1 gesucht, :

Statt des allgemeinen Ausdriickes (12) fiir die Beulflsiche
nehmen wir den einfacheren Ansatz °

ny - ¢ mmx
W=C0S — E amq COS y "
Zam=l,8,51,... 2(1 (15)

was der Annahme entspricht, dass sich die Gurtplatte in der
y-Richtung in eine Halbwelle ausbeult. Setzt man a=b, n=1,
r=1in die Gl. (14) ein, so erhidit man folgendes Gleichungs-
system ' |

D o\t _
—\| a?(p®>+ 1)2a,, -
qc,t(Za) (p )2 ap,

4“2 2 Qmy {[(kdu Ai- 2m2D;) oz + kmlbi Birs] Pimp + (16)
m i .

+2m[(A;+ D)) Yin +56111]\lfimp } =0.
Setzt man zur Abkiirzung
Lim = (kmy A; - 2m? 51) ®iqq + km, D; Biz1s

Nim=2m [(Zr +—Di) Yig +D; 8i11]
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- ein, so folgt -
D 4 ,
; t(g";) @ (P + 12y — > D2ty (Lim®imp + NemVamp) = 0. (17)

Aus diesen Gleichungen, die in den a,,, homogen sind, erhdlt
man nur dann von Null verschiedene Werte von a,,, wenn die
Eliminante verschwindet. Diese Bedingung ergibt die Gleichung,
aus der man die kritische Belastung ¢, nach der Methode der
sukzessiven Approximation berechnen kann.

Vernachldssigt man alle Koeffizienten a,;, ausser a,;, so
ergibt die erste der Gleichungen (16)
D =t
gert (24)

T 2[(A1 +Dy) Y111+ D181V = 0,

wobei fiir die Spannungskomponenten ebenfalls nur das erste Glied
der Reihe in Betracht gezogen wird. Setzt man die berech-
neten Werte fiir die Konstanten aus der Tab. 1 in Gl. (18) ein,
so erhilt man nach Durchfiihrung der Integrationen den ersten
Niherungswert |

- [ (&g Zl - 2[_)1) Oyqqt ki 51 3111] P11 —

(18)

\

e 3;50-?—(%)2._

Um die zweite Néherung zu erhalten, nimmt man zwei
Gleichungen mit den Koeffizienten @;, und a; und erhélt

D =t : \
d“[ - (Lyy (P111+N11‘1f111)]"

gert (2a)°
— G (L13 Prar T Nla‘]fizn) =0,

, . D = g
- ay, (Lyy (P113+N11‘1f113),+as1 [25————«—‘— (19)
‘ g.rt (2a)*

- (Lia Pigg + N13 \]flaa):l =0: J
Nullsefzung der Eliminante ergibt die zweite Anndherung fiir ¢, :
D 1 i . : .
=339 (-) - 20
| q 20 (20
die nur um etwa 3,2 v. H. kleiner"als die erste ist,
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Nimmt man drei Gleichungen des Gleichungssystems, so
erhilt man
D at
a; [ (lcrtéfl—)z = (Lyg @49, + Ny Vi) ] e
- a3 (Lla Pia1 + NigVigy) - (7%} (Ly; P151+ Ny \1’151)': 0,
D =

— a4 (_Lu‘ P1sg T Ny Vys5) + @y, [25 ;];‘2 (2a)* -

- (Ll‘a (P1$3.+ NygViss) ] = a5 (Lys P15+ Nis ¥ys3) = 0, _

21)

=@y (Lyy Pra5+ Ny Vi15) — g (Lyg Pi35 + Nyg Vigs) +

+ @y [169 _Q‘ i - (L15 P155 + st Vis5) ] =0.
. Gert(2a)? ,

Berechnet man die Eliminante dieses Gleichungssystems

und sucht die grosste Wurzel 1/g., der Gleichung A =0 auf,
so ergibt sich ‘

D [ x\2 .
7 =330 (za> , (22
d. h. der gleiche Wert (in Grenzen der Genauigkeit unserer '
Rechnung) wie in der zweiten Anniherung.

Die gleiche Rechnung haben wir mit drei Gliedern der
Reihe fiir die Spannungskomponenten durchgefiihrt. Der erhal-
tene Wert fiir die Kritische Belastung unterscheidet sich vom
oben angefiihrten um etwa 02 v. H. Aus obigen Ld&sungen
lésst sich schliessen, dass man in Grenzen der praktischen An-
wendung die zweite Anndherung als ausreichend fiir die kri-
tische Belastung betrachten kann. :

Mit £=2100t/cm* und p=0,3 geht die Gl. (22) in
ger = 6440 (¢/2a)? in tjcm? B (23)

iiber. - : :
Auf dhnliche Weise haben wir fiir den Fall a/6 = 1, hja =1/10,
t/t,=1/2 die kritische Belastung :

o \2
ger = 1,19 % (5’:—1) (24)
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erhalten, die fiir Baustahl mit £=2100t/cm® und p.=0,3

g.r—3400 (¢/2a)?.in t/cm* (25)
ergibt.*) : |

V. ,Mitwirkende Breite** mit Riicksicht auf die Beulung der Guftplatte

Die Bemessung der Rippenkonstruktion erfolgt praktisch
in der Annahme eines ideellen Plattenbalkens, der aus der vor-
handenen Rippe und einem anschliessenden Plattenstreifen von
der Breite &, s. g. ,mitwirkender Brelte“ besteht. Zur Bemessung
des Plattenbalkens auf Grund der ,zuldssigen Spannung® ist in
der Regel die Rippenrandspannung der Biegezugseite entschei-
dend. Wir bestimmen die mitwirkende Breite b, dieses ,Ersatz-
balkens“ aus der Bedingung, dass die elementare Biegetheorie
fiir die Randspannung der Rippe genau den gleichen Wert  ergibt -
den man bei Zugrundelegung der strengeren Theorie erhilt.

Aus Gl. (2) u. (4) erhdlt man mit Riicksicht auf Gl. (3)
nach einigen Umformungen die Normalspannung o des Rippen-
randes. ’
3 (a)2 1 }“j 2 Ch 2 = Sh2u1,

(=0, =% s a9

h 2 i=1,3,5..

Wenn man die Werte der Grossenordaung £/24 vernachlés-
sigt und das Widerstandsmoment des Rippenquerschnittes mit W,
bezeichnet, .erhilt man fiir das Widerstandsmoment W des Ersatz-
balkens den Ausdruck

1'+4?f’h f
W=Wo-—b——t‘—, , | (1)
1+2 =2 ,
2h t,
oder , ‘
: W=xW,, (28)

#) Der Kontrolle wegen, haben wir die kritische Belastung ¢¢r guch nach
dem Ritzschen Verfahren berechnet; wie zu erwarten war, haben wir das-
selbe Ergebnis erhalten. ‘
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wo der Beiwert ¥ durch die Gleichung

by
1+42—
2h t

Ke =00 71
(29)
1425 2 '

2ht,
bestimmt ist.

Wir. erhalien die Randspannung fiir den Ersatzbalken, mit
Riicksicht au® Gl (28), nach einfacher Umrechnung aus

1 3/a\? : '
ou=— (2} q. . - (30
K 4 (/l) 7 (30)
Setzt man beide Spannungen einander gleich, so erhilt man
fiir die Hilfsgrésse x mittels der Gleichungen (26) u. (30) nach
einigen Umformungen '
e S @
1__2_(/Z)2_1_2}\g£lllC/22u“—Shzu“

3\a) ¢ <" W2 14520,

Fiir eine Konstruktion von gegebenen Abmessungen erhilt
man mittels der Gl (30) u. (34) die Randspannung der Rippe
und mittels Gl. (297 u. (31) die mittragende Breite. Auf dijese
Weise kann man auf Grund der elementaren Biegetheorie den
genauen Wert der Randspannung der Rippe bestimmen.

. Bezeichnet man die Randspannung der Rippe, die der kriti-

chen Belastung. ¢, entspricht, mit o, so erhilt man aus GI_. (30)

- 1 3/ay
Opr=——{—1 qpr. 32)
x 4 (h) 7 . (32)
Die Stabilitit der Gurtplatte kann formell auf dieselbe Weise
in Betracht gezogen werden. Multipliziert man das Widerstands-
moment W mit dem Verhéltnis o. 'cr, wobei oy die iibliche
Bezeichnung fiir die Fliessgrenze ist, so erhdlt man

Wrea=2 W, (33)

OF
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oder mit Riicksicht auf Gl." (28)

Wrea =& Wo, T (34)
wenn man . o
) Ger
O=x— 35
. or [(35)

~

setzt. Dabei bedeutet W, das Widerstandsmoment eines idellen.
Querschnittes, der aus der vorhandenen Rippe und aus einem
anschliessenden Plattenstreifen der Breite B besteht.

Mit Riicksicht auf GI. (31) kann man den Beiwert durch
den einfacheren Ausdruck ;
. 2 )
@zi(i) Ger - (36)
. 4 \h OF ’
ersetzen. Ist der Koeffizient & bekannt, so kann man die Spannung
nach elementdrer Biegetheorie ermitteln, ohne Riicksicht auf die
Gefahr der Gurtbeulung. Die reduzierte Breite B bestimmt man

mittels Gl. (27), wenn man W durch W,,, und b, durch B ersetzt.
Die mittels der Gleluhung

Muax _ 'Mmax_zli(_“__ 2(, 37
Wi W, >4 \%) @D

G =

w

erhaltene Spannung o, ist nicht die wirkliche, sondern nur eine
idelle, die zum Vergleich mit der zuldssigen Spannung o,
dient, unter Voraussetzung des gleichen Wertes fiir Beulsicherheit
und Sicherheit gegen Fliessen, d:h. v=2,4/1,4=1,71.

V. Numerisches Beispiel

Es wird eine beiderseits frei aufliegende Rippenkonstruktion
untersucht die eine Stiitzweite 2¢ =180 cm hat und gleichférmig
mit gf,=4,02 t/m belastet ist. Dicke der Gurtplatte ¢=0,6 cm,
Rippenhohe 24108 cm, Rippenbreite #,—=1,2 cm, Rippenabstand
26=180 cm.

Mittels der Gl. (31) besummen wir den Beiwert x=1,795,
mit drei Gliedern der Reihe.

Ohne Riicksicht auf die Gefahr der Plattenbeulung, wiirde
man fiir die Randspannung aus GI. (30) den zuldssigen Hochstwert
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o.=1,4t/cm® erhalten. Die Sicherheit gegen Fliessen wiirde
dann veor/c,=24/1,4=1,71 betragen. Aus Gl. (29) ermittelt
man b,/2h=3,9, oder b,/2a=0,39, d. h. die mlttragende Breite.
betragt b=10,2 cm.

Um den Stabilititsnachweis auf dieselbe Weise wie den
Spannungsnachweis durchzufiihren rechnet man wie folgt. Aus
GIl. (36) ermittelt- man ® und mittels der Beziehung 6o =M/w W,
findet man 63=2,13t/cm? Diese Spannung ist grosser als die -
zulassnge o.=1,4 t/cm® Die Beulsicherheit betrigt daher nur

v=24/2,13=1,13, was kleiner als die vorausgesetzte Sicherheit
1,71 ist.
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