SUR L’INTEGRALE DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE
DE THOMAS-FERMI AUTOUR DU POINT x~0, y - |

Par
MIODRAG V. MIHAILOVIC

1. Dans ce qui suit on traitera le cas particulier suivant
Y=xapb a>-2,56>0, n
de I'équation différentielle '
y'=f(x)y : @)
qui contient comme particulier Péquation différentielle de
Thomas-Fermi connue de la Physique atomique, & savoir

B

yn_-}\_’_ (0)— 1 limy(x)=0. ) (]I)

Ces équations ont déja fait 'objet de maintes recherches.
Ainsi, quant a Pexistence de lintégrale de ces équatlons les
résultats suivants ont été obtenus.

1°. Scorca- Dragoni G. a démontré [2] I'existence de I'inté-
grale de P’équation différentielle

_ yll=xayb
satisfaisant les conditions
y©©)=1, limy(x) 0
. pour a>-"1et b>0. e
2° V. Q. Avakumovié a généralisé le probléme et démontré

[3] que Iléquation (2) pour &>>0 n’a qu'une seule intégrale
satisfaisant les conditions

y©0)=1, limy(x)=0
x-) 00
lorsque f(x) satisfait les conditions:
f(x)>0
17%
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et continue pour tout x>0,

f(x)v=0(—-l—), x50
. x!+6

et : c '
f(x)>m, X300, ¢>0,
avec o< 1.
Quant a la recherche de Pintégrale différentielle (1), les
résultats suivants ont été obtenus.

1°. Fermi s’est occupé ([1] et [4]) de l intégration de cette
équation en se servant du procédé numérique.

- 2% Par la méthode numérique, mais & I’aide de la machine
a intégrer, ont procédé H. Buch et S. H. Caldwel [4].

3°. Carlo Miranda en a également effectué Iintégration
numérique et a calculé des tables avec les valeurs numériques
de y(x) pour y'(0) donné.

4°. Sommerfeld a [3] trouvé une expressmn approchée de
I'intégrale de I'équation differentielle (1') pour x-oo, sans,
cependant, la valeur de Pécart.

3% V. G. Avakumovié s’est occupé de léquatlon (2) et a
donné un développement asymptotique des intégrales particuliéres
qui tendent vers zéro lorsque x- co,

Il restait a examiner le developpement asymptotique de
I'intégrale aux environs de point x=0, y=1. Dans cette note
nous traitons ce développement asymptotique pour [I’équation
différentielle (1), lorsque 6>0, -2<<a# - 1.

. 2. Pour faciliter I"énoncé du théoréme nous commencerons
par donner la- signification des constantes dont nous nous
servirons. '

¢ étant un nombre entier posmf les constantes sont définies
de la maniére suivante:

a) mg=[q(e+2)];

b) ‘7k=[‘7‘L], k= ])v2:-~-)mq;
a+2

¢) la suite des nombres
Aogw="Aon(a, b) (v=1,2,...,9)
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(qui. ne dépendent de la constante d’intégration C), et la suite
des nombres .

Ak, v=Ak,v(@,0,C)= A v (C) (k=1,2,...,my; v=1,2,...,9)
(qui dépendent de la constante d’intégration C) sont définis par
les formules recurrentes suivantes:
v(ea+2)[v(a+2)-11Akv+1=Bx,»
BO,O‘_' ]’ ’41,0= C; Bk,v =

. _ .
S0 Sl =S
\ kol k) e '
=1 KotFy ootk = A kM‘}.‘""*‘kono:ko ko bkt t kg =k
o d2 Im
‘( Ekl,i)+2( Ekg’,-)+-w+m Z‘kmgi)=k
{==0 i=1 i=l1 ¢

o a1 9m
Ziko i+ Z ikt g4+ 2 ik, g=v (3)
i=1 i=1 i=1

: k,! k!
PP >< >< « s e ><
> kool .. k kool iyl . b |

Ono!
+km,l+"'+km,nm=km

!
XL"XA:";---ARO""X- CX

... 0,70
kgl < b, |

X A™ L A M H (k=1,...mg v=0,1,..q).

Théoréme A. Soient a un nombre rationnel (c’est-a-dire
a =g—., o et B étant entiers)
a>-1

et y(x) une des intégrales particuli¢res de U'équation différen-
tielle (1) passant par le point

x=0, y=1.

Alors il existe un nombre C (constante d'intégration) tel
que pour tout n entier positif on a

y(x)=1 +Cx+2 a, (xYe) + O ((xVe)r+1), 50

f=1
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=2Ak,v.

Bk+v(2B+a)=1i
Pour a= -1, cas interessant du point de vue de la Physi-
que atomique (I'équation différentielle (1’)) on a

YA =1+Cx+ D ayxit+ O(xn+1?), x50, 4)

i=3
ol
= z Ak
2k+3 =i
Pour n=9, par exemple les coefficients seront:
4 2 1

aa=Ao,1='?: a,=0, (15=A1_1=3—C, Ag=App=—.

3 2 1/7 1
_%Cz | a8=A,,2=]—5—?, a9=A0'3+A8'1=63(_—_C3)
de sorte qu'on obtient '

y(x)=1+ Cx+i X324 L] C)c5/2+l x3+i C2x72 4

3 "5 3 10 »

+£Cx812+ L(l_
15 63\ 3

Le théoréme A est un cas spécial du théoréme Il qu’on
démontrera plus loin. En d’autres termes, I'intégrale (4) s’obtient
de (10) en réunissant les termes avec les mémes exposants figu-
" rant sous différents signes de sommes et rangeant clairement
suivant les exposants croissants.

Théoréme 1. Soient:

1. n une nombre entier positif,

-2<a<-1, b>0
=[n(a+2)]

nk=[n——k—-], k=1,2,...m,

—;—C3> x92 4 O(x“), x-0.

et

a+2
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2.

‘1

. n
@n(x)=1+Cx+ on,vx”("+2)+ xz A, xv@+d 4o

) v=l v=1
‘ nk+1 . nm+1
+ x* zAk,ux”<“+2>+ ceo XMn ZAm,v xv(@+2)
v=1 ’ I v=1 .

nk+1

(avec 2=0, quand }zk+1=0)).
v=1 ‘

Alors

ou

suivant que

ou

et

Y(X)=@n(x)+ O (xtntHa+2) x50

=Pn (X) +Am+l,l xm+l+(@+d) 4 O(x(n+1)(a+2))’ Ax +0

[(r+1)(a+2)]-m
| [(n+1)(@+2)]=m+1.
Théordme Il. Soient: '
n un nombre entier positif,

a>-1,
my=[n(a+2)], m._1=[(n-1)(e+2)]

nk=[nfj—], k=1,2,...m,.
a+2 o :
Alors

ny 41 | \

n
y(x) =1+Cx+ 2 Ao,v xv(@+2 ¢ x zAl,vxv(d+2)+

, v=1 v-‘sl
ng+1 » . ng+1
+ x2ZA2,vxv(a+2)+... + xk 2: Ay @+ 4 ol 4
v=1 v=1
+ ede + XMn—y Amn—p” xvia+2) 4
v=1 )
+ xa+2 (Amq—1+l’l qu—1+1 + Amq—1+2'1 xmq——1+2 +

263

©

®)
)

L (10)

e+ Amery x’"—‘+Am!1xm)+\0(x<n+'?<a+-2>), x—»O.J
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3. Démonstration du Théerdme |

a) De
y(x)=1+0(1), x>0

et I'équation différentielle (1) il s’ensuit
Y(x)=1+0(x*t2); x-0.
En posant y(x)=1+E,(x), ol

E,(x)=0(1), x-0 (11D

dans I'équation différentielle (1) on a ’
| E/"(x) = xo {14 Ey(x))?

C’est-a-dire d’aprés (11)

E/"(x)=0(x2), x-0

et, puisque -2<a<<-1
3 .
E/ (%) '=VC1+0(fxadx) = 0(x**!), x-0

et par suite

El(x)=C2+0(fxa+‘dx> = C+0(x92), x40,
0
D’aprés (11) on doit avoir C,=0, donc
E(x)=0(x**%, x-0.

b) Soit :
vl N
Alors pour tout
| 0<r<p
de .
r—1 ) .
y(x)=1 +vz Appx? @t L O(xra+2), x50
v=1 '
il suit

r
}’(x)=1+2Ao,vx”““)+0(x"+1>(“+2)), x50,

v=1
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Posons
r—1

y(x)= 1+2A0,va‘“+2)+E,(x) (13)

v==1
ol
E(x)=0(x"*2) x-0.

. En portant P'expression (13) dans I’équation différentielle
on a ’

r—1
2 [v(a+2) {via+2)—1]A,, x*@tD=2 4L E"(x) =
v=1
. r—1 ] b
=x.“{ L gy x¥es? +0(xr<a+2>)},. x50
v=1 :
n—1
: =x“{ L+ Byyxt@rd g 0(xr<a+2>)}, x0.
v=1
Comme
vi@+2)-2=(w-1)(a+2)+a
et .
via+2)[v(e+2)-1]1Apv=Byyv (v=1,2,...,7)
on a ‘

E,”(X) =Bo,rx(r—l)(a+2)+a+O(Xr(a+2)+a)’ X _)O
d’ot il suit

8
Er/=_._§_0-’_xr(a+2)—l+K1+O<fxr(a+2)+adx)’
rie+2)+1

X

— Bo,r xr(a+2)—1+0(xir+1)(a+2)_1), x50

_r(a+2)+1
puisque (r+1)(a+2)-1<0. Donc
Er(x)=Agr1 x4+ K+ O (xrt D@2y x5 (Q,
Comme E,(0)=0, on a K, -0 et I'on obtient

Er(x)= Agryi x0T 4+ O (xr+ D@4 D), x50,
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Comme précédemment on démontre:

C) En prenant p comme précédemment, c'est-a-dire si D est.
un nombre entier, défini par (12), alors de

p—1

y(x)=1+ ZAO,Vx”‘“+2)+O(xP(a+2)), x>0
v=1

il suit :
: ! »
J(x)=1+Cx+ 2 Aoy x84 O (xPH+D@+2)  x ,(,
. v=1 :
d) Soient

1 - p= _..1_.
' ' a+2

et q un nombre entier et positif satisfaisant Uinégalité

g>p-1.
2.
. mg=[q(a+2)]
et
k
= -1, k=],2,...ﬂl.
7 [ a+2:I g
. qg—1 . 0
(P; (X)= 1+Cx+ EAO,va(a+2)+xEAl,vxu(a+2)+ et
v=1 v=1 :
-9k _ Im, v
+x"2Ak,,,x"(“+2)+ +xqu Amq,vxv(a+2)
v=1 v=1
9y
oit 2,=0, quand g, =0.
v=1 ’ ,
Alors de
| F(x) =g (x)+0(x4a+2), x50
il suit ‘ o .
7 () =g (x) + O (x(eF @) x50
ou

P () =9q (X) + Ap 1,1 x1 @42 4 O (x@t D@ty x40
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suivant que ‘
g+ N@+2))=m (8)

[@+D)(@+2]=m+1. %)

ou

Afm que la démonstration du theoreme soit plus claire,
nous ne donnerons ici que le cas ou [(¢+ 1)(a+2)]=m.

En posant '
J(x) = o (x) +x Ag(x),
ol o
Ag(x)=0(x16@+D-1) x50, . (14)
dans P'équation différentielle (1) on obtient

q . -
D v@+2)[v(a+2) = 114, x7@ D=2 4 .o 4
v=1 )

tmq ‘ L (15)

+ 2[m+v(a+2)][m+v(a+2)—I]Am +v<“+?)+i
+ XA (0)+24 (8 = x4 0" () + x Ay (9. )

En tenant compte de (14) le second membre de cette
_équation devient

m Ik
xa{zsz xk+vat2) 4 O(xq(a+2>)} x50,

k=0v=1
(avec n,=q—1). De (15) il suit
xA r:(x)+2A '(x) = x@ { . q_lx(q—l)(a+2)+Bl xltaa+2 g '

+ +Bm qm xmq+qm (a+2)+0(xq(a+2)), X"')O

Sont Az (x) l’mtegrale partlcuhére de I'équation dlfféren-
tielle qu’on obtient de I'équation précedente en omettant le
terme O (x9(¢+?), c’est-a-dire

m .
q

A‘; (x) = z Ak, g +1 XFH @t D@+ D=1
k=90
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En posant
Aq(x) = Az (x)+ Ry (x), (16)
ou1 on a d’aprés (14)
R,(x)=0(1), x>0, {am
on obtient

xR/ (x)+2R,/ (x)=0(x9@+d+a), x50,
Si I'on écrit
xR (X)+2R; (x) =V (x),

avec ‘ .
Vq(x)=0(x1@+d¥a) x50, (18)

et 'on pose R, (x)=x~-2C(x), on aura

C(x)=Cq+ f 2y (%) dx,
0

d’our il suit, d’aprés (18), que

C(x)=Cy+0O(xta+ D@+ x50,
Donc :
Ryi(x)=Cg x40 (x(a+Da+D=2) x5, (19)

En vertu de (17), on doit avoir C;, =0, de sorte que, en
tenant compte de (16) et (19), on trouve_
mq o
Aq(x)= ZAk'qk_Hxk+(qk+l)(a+2)—l+O(x(q+l)(a+2)—l)’ x>0.
k=0 .

4. Démonstration du Théorégme Il

Le Théoréme Il peut étre démontré de la méme fagon
que la Théoréme I. Pour cette raison nous donnons ici seulem-
ment les passages principaux.

a) De y(x)=1+0(1), x>0 et I'équation différentielle (1)
il suit y(x)=14+0(x), x->0. ,

b) De y(x)=1+0(x), x>0 il suit p(x)=1+Cx+0(x2%?),
x-0.
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c) Soient: q un nombre entier >1,

. k ’ ’
qe=|q-——1, (k=1,2,..., X
% [q 2+a] ( my)

me=[q(2+a)] et m—1=[(¢-1)(2+a)].

Alors de

: g—1 : 3]
y(x)zl +Cx+ E:Aolvxv(a+2)+x 2 :Al’i}xv(a+2)+'

p=1 ve=1

't Tk
+x22A2,vx"(‘”2)+ +xk2Ak’vxv(a+2)+ cee

v=1 y=1

+XM Ay x@HD+ 0 (x4@FD), x50

il suit
q q1+1 3\
PR =T4+Crt S A 2@ D2 S A, xes D4
v=1 ye=1 . )
g2 +1 qp +1
+ x? 2 Ag,vxv(a+2) Foeee + xkz Ak.vxv(a+2)+
=1 - .
v = L (o)

,
doon +xmq—12Amq,va(a+2).h. RS

v==1

X (A XM A g x4

toee ot Am 1 X7) 4 O (@ DEFD), x50,

Communiqué le 3 adut 19‘.(19.
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