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La forme de Pfaff
n
®= > X,dx, (D
L o

ol X; sont des fonctions des variables indépendantes x;, peut
étre mise [1] sous forme du produit scalaire

O =% - dg, 2)

si on considére les fonctions' X; comme les coordonnées d’un
vecteur X dans I’espace a n dimensions, et x; comme les co-
ordonnées du rayon vecteur ¢ dans ce méme espace. D’autre part,
3k de ces n fonctions X; peuvent étre interprétées aussi comme
les coordonnées de certains £ vecteurs R, (A=1,2,...%) dans
Pespace euclidien a trois dimensions, et les £, autres comme
les fonctions scalaires Qu (p=1,2,...k,), avec n=3k+k,. Dans
ce cas la forme de Pfaff peut s’exprimer sous la forme

k , Ky
b= Ry-dr, + > Qudgy, 3)
p=1

A=t

les 3k variables indépendantes étant comprises dans les rayons
vecteurs 1y (A=1,2,...,k) et les k, autres étant des variables
scalaires qu (n=1,2,...,k&)."
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Alors, pour tout vecteur R, on peut écrire I'équation de
Pfaff correspondante sous la forme
R, =V, @, )]
oli V4 désigne Popération du gradient partiel par-rapport au -
vecteur r,. Pour toute grandeur scalarre Qu on aura P'équation
de Pfaff de la forme :
0
dQ}l ‘“ a qp . . (5)
Le but de ce travail, de méme que celui des mes travaux
-précédents, est de montrer I’applicabilité générale de la méthode
de Piaff tant dans la dynamique des corps solides que dans
celle des milieux déformables, et, en méme temps, de faire res-
sortir toute ['utilisabilité en dynamique de la théorie des sys-
témes de Pfaff.
L’ application de la méthode de Pfaff comme on vient de
'exposer [1], exige que, dans le probléme dynamique donné,
I’élément d’action au sens d’Hamilton, c'est-a-dire

(T+U)dt-@T-Hydt, 16)

oit H=T--U, soit exprimé par une forme de Pfaff appropriée.
Ici T représente, comme d'habitude, la force vive du systéme
dynamique considéré et U le travail des forces appliquées a
ce systéme a partir d’une ‘position initiale jusquwa une certaine
position finale.

) Toutes ces quantités seront exprlmées comme ¢ "est I’ usage
en Mécanique des corps déformables, par rapport a Punité de
masse.

Considérons, donc, un élément 8V d’un mllleu contmu
déformable. Soit v la vitesse d’une particule de cet élément.
Commnre on ne considére que les déformations infinitésimales,
en désignant le vecteur d'un déplacement infinitésimal par
s={u,, uy, u,}, on aura

0s
b=—- ()
On aura aussi

0s '
ds=__dt. 8
5 ®)
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Ceci étant, [a force vive de lelement du continu, de volume
8V, est donnée par Pintégrale :

ds -0s '
dV 9
f p(dt az) ©)
p étant la densité. Si on la calcule pour I'unité de mésSe, en

évaluant la dérivée de I’intégrale (9) par rapport au volume et
divisant par p, la force vive peut étre exprimée sous la forme

Os 05
10
ot ot (10)

Soit maintenant § la résultante des forces extérieures agis-
sant sur P'élément du continu considéré, prise pour I'unité de
masse. Désignons par N la tension en un point de la surface o
enveloppant I'élément considéré 6V. Or, la tension étant une
fonction vectorielle linéaire de direction, elle peut s’écrire

RN=N - n, . 1y

n étant le vecteur unité de la normale a la surface ¢ au point
choisi, orienté vers Pextérieur, et NV le tenseur de tension

Vis Vig Vg, ‘ _
N=3{ vey Ve Vi - (12)

Var Vsz Vs )
La tension élémentaire par rapport 2 l’é!ement de surface df sera

: N -undf=N . df, . ‘ ) (13)
‘oll df est Pélément de surface orienté. Pour la tension sur toute

la surface o on aura
f N - df

ce qui, aprés la‘transformation de Gauss en une mtégrale de
volume, donne : : ’

‘fN.df=f(v.N)’dV. 4
b sv o ~
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On en déduit pour I'unité de volume V.N et, enfin, pouf
I'unité de masse, la tension
. g-lyy 5)
[

Par conséquient, le fravail total de toutes les forces extérieures
et tensions pour un déplacement élémentaire de S, a s, sera

U=U,+U, (16)
ol
L - ]
Ul=f§§-ds,, U2=f$ods. (17)
By Sy
On a ainsi
H- T-U=—1-("—5-"—5)-U
2 \or ot

de sorte que, finalement, 'expression cherchée de I’élément
d’action peut étre donnée par le pfaffian sous la forme vec-
tor_iel}e ‘

0s
O=".ds-Hdt ; 18
ot 3 ’ (18)

ou, sous la forme scalaire,

3
d>=29ﬂdu,-—ﬁdz. (19)
1w 1 ot
Si, pour la forme de Pfaff (18), on forme maintenant les
équations yectorielles de Pfaff, on aura immédiatement, en vertu

de (4), pour le vecteur de vitesse Z—j
d(‘;—j)ws@: -~V Hdt,
d’oil 'on a s , .
d (0s\ 0%s .
L(B8\.T5 g .y +v. U,
dt(()t) o STt TeTE

Or, comme on a de (17)
V,U, -G, vsuz=s=%v-zv‘, (20)
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on peut écrire finalement

0%s 1

Y &+ . VN, 2n
c’est-a-dire |'équation fondamentale de la dynamique du milieu
continu déformable, d’olt I'on peut déduire, par les procédés
déja connus, toutes les autres équations de la théorie de I'éla-
sticité.

Ainsi donc, on vient de montrer que les équations fonda-
mentales d’élasticité aussi peuvent étre considérées comme les
équations de Pfaff déduites de I'élément d’action au sens
hamiltonien donné sous la forme d’un pfaffian.
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