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INTRODUCTION

Il s’agit dans les lignes qui vont suivre d’étudier la théorie
des équations aux différentielles totales linéaires par rapport aux
variables paramétriques. On appliquera la théorie en question a
la démonstration de l'unicité de [Iintégrale de Cauchy d’un
systéme d’équations aux différentielles totales de la forme la
plus générale. D’autre part, on va’ exposer une nouvelle méthode
d’intégration des équations en question a coefficients constants.
Celle-ci généralise les procédés classiques d’intégration des
équations différentielles ordinaires. Remarquons, enfin, que les
équations aux différentielles totales linéaires par rapport
. aux variables paramétriques se présentent dans la théorie des
équations aux différentielles totales de la forme générale. Leurs
transformations infinitésimales et leurs facteurs intégrants sont
définis par les dites équations (v. N. Saltykow — Sur les trans-
formations infinitésimales des équations différentielles, Journal
Jordan 1897 p. 429 et Etude sur les transformations infinitési-
males, Journal Jordan 1905, p. 33). ‘
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CHAPITRE 1
IHEORIE GENERALE

1. Intégrales des équations aux différentielles totales linéaires par
rapport aux variables paramétriques. — Les équations c0n51derées
homogénes admettent la forme suivante

m n—m41 : .
dinir= 3 3 Alpns) dre, 0
k=1 i=1
(r=1,2,...,n-m+1})

les coelficients AJ;, a trois indices r, i et k désignant les
‘fonctions des variables principales. .

Ces équations se présentent dans la théorie des fonctions
hypergéométriques (1) ainsi que dans celle des solutions com-
plétes des équations aux dérivées partielles du second ordre [2].

Il est aisé de formuler la solution du probléme de I'inté-
gration des équations (1), engendrant un systéme d’équations
aux différentielles totales, d’une maniére analogue a celle des
équations différentielles ordinaires linéaires homogenes. En effet,
la théorie des équations étudiées peut étre constituée par les
‘propositions suivantes: )

0 — Silensemble de n— m+ 1 fonctions distinctes des vari-
ables principales
Uy, Uyye o oy un—m+1
représente une solution du systéme (1), les expressions
Cuyy, Cittyy.oo.y Cilly_piq,

C désignant une constante arbitraire, constituent de méme une
solution du systéme considéré. 7
La démonstration de ce théoréme est évidente, car les
équations (1) sont linéaires et homogénes par rapport aux fonc-
tions inconnues.
- 2° — Si lon avait plusieurs systemes des solutions distinctes
des équations (1), a savoir:

Bij,Uz2,c« oy Bn—ms1,is

G=12,...,p; pn-m+1)
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les expressions

. B ‘ B B
ZC] Uy j, ZC] Upjyonny ZC] Unm+yq,i

, =1 j= i=1

Gy, Co,..., C, désignant des constantes arbitraires, représente-
raient encore les solutions du systéme étudié (1).

La démonstration de cette assertion se fait de la méme
maniére que celle du théoréme précédent.

30 — L"inte’grale générale du systéme (1) est donnée par les
formules
0 n—m41 .
, Xnyr= 2 Cjurl’ A (2)
i=1

(r=142,..., n-m+1),

Ci, Coy..oy Colpyyy désignant les constantes arbitraires et les
u:j élant les solutions fondamentales distinctes du systéme (1)
vérifiant la condition

Uyy Uye S Uy n—myg
Ugy Uz ot Uy n—myy
A= =0 @3)
Un—m+1,1 Bn—mit,2 ° ° * Bn—miy, n—mq

Il est aisé de‘démontrer le théoréme cité, en observant que la
condition (3) est non seulement nécessaire mais aussi suffisante
" pour que les formules (2) définissent I'intégrale générale du
systéme considéré (1).
Différentions, en effet, I'une des formules (2), de sorte que
Pon ait '
n—m+1
X r = 2 Cj du,j.
i=1
Publications de I'Institut Mathématique 10
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. Le résultat de-I'élimination de toutes les constantes C; de cette
-derniére relation et de celles (2) devient .

dxm +4r dUrl dur2 o dur, n—m -1
Xm 41 gy, Uy Tt o Bynemag
Xm+2 U Ugo Lo Usyn—m 4y =0
)
»
Xn+1  Bn—m+i1,1 Un—mig,2 0 0 Un—miy nimay

et cela pour chaque valeur de I’indice r, de I jusqu’a n—m+ 1.

,On met aisément les relations obtenues sous la forme sui-
vante, en développant les déterminants de leurs parties gauches,
par rapport aux éléments de la premiére ligne

n—m-+31
Adrpy— > Ajduy=0 (r=1,2,...,n—m+1)" (%)
j=1
oii A; signifie ce que devient le déterminant A, en y remplagant
-les éléments de la j-iéme colonne respectivement par X,
XmigseoesXnie

Il résulte des formules (4) que la condition (3) est néces-
saire pour que I’intégrale (2) soit générale, car dans le cas con-
traire, les relations (4) seraient indépendantes des dlfferentlelles
des varjables paramétriques.

La condiiion est de plus suffisante. En effet, on démontre
aisément que les relations obtenues (4) représentent les équa-
tions étudiées (1). Pour le démontrer observons que les fonctions
u,; étant les solutions du systéme (1), on a les identités

n—m-+-1

dur,- Z( 2 A” u,,)a‘xk,

i=1 .
’ (r==l,2,...,n—m+1; J=1»,.27---sn“m+l)',
Par conséquent, les équations (4) deviennent

n—m+41 m k—m+1

Adxp 4y - Z Z( Ar’; Z Aj”ij)dxk=0'

i=1 k=1 . =1
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En y substituant les expressions A, résultant des formules (2)
qui donnent

A
’

Ci=

> | B

on obtient les égalités

n—m-+1 m n—m +1 ‘
A[dxm+, > Z(A Z C; u,,)dxk]zo
- i=1 =1

Si nous y remplagons les sommes

n—m-+1
E Cj /i
ji=1

par leurs valeurs Xxn,; résultant des formules (2), A étant di-
stinct de zéro, les équations (4) prennent blen la forme du sy—
stéme primitif (1).

Cela démontre que lmtegrale (2), sous I’ hypothése 3y
est générale. K

— Le systéme étudi¢ (1) admet toujours une intégrale gé-
nérale (2) vérifiant la condition (3). Cela résulte de théoreme de
Cauchy pour le champ de régularité du systéme intégrable (1)
(v.E. Goursat — Lecons sur I'intégration des équations aux derivées
partielles du premier ordre, 2-e Ed. p. 105). En effet, il existe
un systéme des solutions distinctes réductibles, pour les valeurs
initiales données des variables principales, aux valeurs initiales
des variables paramétriques d’ailleurs arbitraires; il est toujours
possible de leur attribuer de telles significations que -les inté-
grales correspondantes représentent le systéme fondamental.des
solutions du systéme (1). Alors la valeur initiale de leur déter-
minant devient distincte de zéro. Donc, dans un certain domaine,
le déterminant A différe de zéro. : }

Ce résultat est analogue a celui de la théorie des équations
- différentielles. ordinaires linéaires [3].

Par conséquent, le probléeme de I'intégration des équations
étudiées (1) revient a la recherche du systéme fondamental de
leurs solutions particuliéres.

5% — Considérons, a présent, un systéme linéaire mais non
homogéne par rapport aux variables paramétriques.

lo*
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L’intégrale générale du systéme s'obtient en ajoutant la
solutiom particuliére quelconque a Vintégrale générale du systéme
correspondant homogéne. } :

Prenons, a titre d’exemple, le systéeme de Stodokiewicz

du=(u+x)dx+@+y+ 1) dy+(w+z+1) dz,
dv=(v+y+1)de+(w+z)dy+(u+x+1) dz,  (5)
aw=(w+2z+1) dx+(u+x+1)dy+ (v+y) dz.

Ce dernier est linéaire, mais non homogéne par rapport aux
variables parameétriques u, v, w.

Or, on remarque immédiatement ‘que le systéeme donné
admet une solution particuliére:

U=-x-1, v--p-—1, w=—z—1. (6)

Supprimant les termes qui rendent le systéme (5) hétérogene, .
on obtient un autre systéme d’équations homogenes qui "a, été
de méme considéré par Stodokiewicz, a savoir

du=u dx+v dy+wdz,
dv =v dx+wdy+u d, _ (7
dw=wdx+u dy+v dz. '

Par conséquent, I'intégrale générale du systéme (5) s’obtient
en ajoutant respectivement aux seconds membres des formules
de I'intégrale générale du systéme (7), donnant les valeurs des
fonctions cherchées u, v et w, les solutions particuliéres (6) du
premier systéme (5).

2. Unicité de Iintégrale de Cauthy pour un systdme quelconque
d’équations aux différentielles totales. — Considérons le systéme des
n-m+1 équations aux différentielles totales complétement intég-
rables de la forme la plus générale ' ‘

X = > XX dxy, ] 8)
k=1
(r=1,2,...,n-m+1)
de sorte que I'on ait
dxm+r k .
— ==X, (r=1,2,...,n—m+1
ox, ‘ - l ©)
(=1, 2,..., m)
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les coefficients X% n'étant plus linéaires par rapport ‘aux vari-
ables paramétriques.

Le systéme (8)- admet dans un certain domaine de
régularité, I'intégrale de Cauchy deflmssant les valeurs des
inconnues

Xmt1s Xmtese oy Xnyy : (IO)

comme fonctions des variables prmcipales Xy, Xs, .. xm.

Suppcsons pour démontrer que la solution (10) est unique,
que le systéme (8) admette une seconde intégrale

xmq—l; xm+2;~--s xn+1a . ‘ (11y

vérifiant les mémes conditions initiales que la solution (10).
On a, de cette maniére, outre les relations (9) qui sont identi-
quement satisfaites par les quantités (10), les nouvelles identités

%%?=Xﬁ (r=1,2...,n-m+1) (12)
(k=1,2,..., m). R

X* désignant le résultat de Ia substitution de la solution
(11) en les coefficients X%.

Soustrayons les identités (12) respectivement de celles (9)
de meémes indices. On obtient, graice au théoréeme sur les
accroissements finis, les nouvelles identités suivantes

n——m+x

0u,
= A u,
LS

foml
(k=12,...,m; r=1,2,..., n—m+1),

oit 'on a posé
U= X gy — Xmdrs -

(r=1,2,...., n-m+1),

!es coefficients - A% représentant les ‘ fonctions des variables
principales.

Considérons le systéme correspondant d’équations aux diffé-
rentielles totales, traitant les .fonctionns & comme fonctions:
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inconnues
m n—m+1

dur—z( 2 EAI‘I a,)ka, (13)
k=1 i=1 '
(r=142,..., n=m+1).

Le systéme obtenu (13) est aux différentielles totales
complétement intégrable linéaire et homogéne, par rapport aux
variables paramétriques u,, us,..., Up—my,. Par conséquent,
intégrale générale de ce dernier systéme se présente sous la
forme

Ur = z CjUrj, (]4)

(r=1.2,..., n-m+1)

C; étant des constantes arbitraires et les u,; désignant les solu-
tions particuliéres du systéme considéré vérifiant la condition (3).
Pour en tirer I'intégrale de Cauchy s’annulant pour les valeurs
initiales des variables principales, formons les conditions cor-

respondantes
: n—m-+1

Cul:=0, ’
| 2 Y (15)

(r=142,..., n-m+1)

u‘,’, désignant les valeurs initiales des solutions u,; appartenant
au domaine de régularité des équations (8). Par conséquent, la
condition (3) doit de méme avoir lieu pour les valeurs initiales
des variables principales. On obtiendra, dans cette derniére
hypothése, le systéme (15) étant linéaire et homogéne par tap-
port aux quantités des C;, leurs valeurs

Ci=0, (j=1,2,..., n—m+1).
Alors, les formules (14) deviennent o
=0, (r=1,2,..., n—m+1).

On en conclut que, contrairement a I’hypothése introduite, Ié
systéme étudiée (8) ne peut pas avoir une seconde intégrale de
Cauchy, pour les mémes valeurs initiales des variables. L’inté-
grale de Cauchy est donc unique, :
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'CHAPITRE I

INTEGRATIUN DES SYSTEMES D'EQUATIONS COMPLETEMENT

NTEGRABLES AUX DIFFERENTIELLES TOTALES, LINEAIRES

A COEFFICIENTS CONSTANTS PAR RAPPORT AUX VARIABLES
PARAMETRIQUES

3. Solutions particulidres. —- Certains cas particuliers des .
équations considérées ont été étudiés par E. Goursat, P. Appell
et N. Saltykow signalés antérieurement. Leur théorie générale
est exposée au chapitre précédent.

Il s’agit, dans les pages qui vont suivre, d’étendre la théorie
classique des équations linéaires différentielles ordinaires a coef-
ficients constants, aux équations aux différentielles totales

m
dxm+r Z(z ar[-x”l+l> dXR 3 ' (1)
k=1
(r=1,2,..., n—im)

les coefficients ak, a trois indices, &, r et i, étant constants.
On va chercher les solutions particuliéres du systéeme (1)
sous la forme suivante
m
2 Ok Xk,

k=1 - )
Xmir=0p€ . (r=1L2,,.., n—m)

(2

les d, et 6, désignant des quantités constantes, :
Identifiant le résultat de la substitution des expressions (2)
dans (1), le facteur commun

m
Y Ok XK
k=1
4 b

étant distinct de zéro, on obtient les identités suivantes

-m

z<oc, 6k~z a; a,)dxkzO

k=1 ti=1

(r=1,2,..., n—m)
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Or, les variables principalés x, (k=1,2,..., m) étant 'indépen-
dantes, il en résulte les nouvelles identités

n—m
Zaf,-,ixi -0, 0,=0, (k=1,2,...,m),

==1

(r=1,2,..., n—m)

Les relations obtenues servent a définir les valeurs des
o, et 6. On mettra ces derniéres équations, tout d’abord, sous
la forme suivante )

k k \ k
(@fi—6)a+ abhay +...+ @fpom0u_n=0,
k ok X
ano,  +(an-0)ap+...+ @ipm Oy = 0,

4 .

e )

. k i k k
Qn—m,i Oé1 + Qn_my O+ ...+ (an—m, n—m = Qk) Oy =0,
(k=1,2,...,m) )

On vient de former ainsi m systémes, chacun contenant n—m
équations linéaires et homogénes par rapport aux quantités
inconnues /

CCi, Ugy. .oy an—m ' (4)

impliquant de plus Pinconnue 6.

Chaque systéme considéré contient, en réalite, n—m in-
connues représentant les quotients des - m—1 des quantités 4)
par rapport & 'une d’elles et en plus, I’inconnue 6.

On va les traiter de la maniére suivante.
Considérons, tout d’abord, un systéme d’équations (3)

correspondant, & une valeur quelconque de indice %, soit a la
valeur de ce dernier égale a 1, sans diminuer par cette hypo-
~these la généralité des considérations, car il nous appartient de
ranger les équations (3) dans I’ordre qui nous plait.
L’élimination des quantités incoOnnues (4) du systéme des
R—m équations, correspondant a la valeur 1 de I'indice £, pro-
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duit, pour définir I’inconnue 6,, I’équation suivante

1 1 1
@i — 9y as se e a,n—m
1 1 4 1
az an-9, - - - az, n—m
.. ) -0 (5)
1. 1 1
An—m,1 ~ Qn—m,2 c Qpn—m,n—m — e1 ’

On en tire n—m racines que I'on va désigner par
» en: 612: 1 ej,n—~m- (6)
Supposons que toutes ces racines soient distinctes. Conformé-
ment & n—m valeurs distinctes (6) que I'on désignera par 9,
il résulte, des équations (3) correspondant 2 I'indice k=1, le
systéeme suivant pour définir les valeurs des coefficients oy;:
3

1 1 .- . 1
(011—91]'] Gyt @aly -+ e+ al,n-—man——m,j=0,

.

1 1 1
Qs Oy, +<a22— e]j] gy + o0 a2, n—m %—m,j = 0,

. ’ LIS . . B L(7)

1 1 1 . .
@nm,y Byj+Cn-mza O + + -+ +(@n-m n—m—0y;)nmj,=0.

(j=1, 2,..., n—m)

. /
Grace a I'identité que devient I’équation (5) en y remplagant 6,
par P'une des racines (6), 0,; l'une des équations (7) représente
la conséquence des autres. ‘

De cette maniére il est aisé d’attribuer a l'un des coeffi-
cients o,; une valeur quelconque bien déterminée; on posera,
par exemple, '

aj=1 (=12,..., n—m). 8)
Tous les autres coefficients
o, (r=2,3,...,n-m; j=1,2,..., n—-m)

" obtiennent les valeurs bien déterminées.

Cela étant, considérons les autres équations des systémes
(3) correspodant aux valeurs 2, 3,..., m de I'indice k.
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Tous les coefficients «,; étant connus une des équations,
correspondant a la valeur 2, 3,....,m de k, va donner les valeurs
correspondantes de 6,, 6,; ..., emj et cela pour chaque valeur du
second indice J.

Quant aux autres équations qui restent elles deviennent
les conséquences algébriques des équations antérieurement réso-
lues, grace aux conditions de I'intégrabilité compléte des équa-
tions étudiées (1), comme on va le voir.

4. (ompatibilité des équations caractéristiques. — Considérons,
pour fixer les idées, le systéme des deux équations compléte-
ment intégrables de la forme générale

dp, = (@i, + a2 y,) dx, + (a5 py + alapy) dx,, } ©)

dys = (ah p+ake pa) dx; + (a1 p, + 0k ps) dx,
tous les coefficients a étant distincts de zéro.
En écrivant les conditions de compatibilité de ce dernier
systéme, on n’obtient que deux 1dent1tés suivantes qui sont
distinctes

a3 alz~ a5 @’ =0, ‘ (10)
2,1 1 1,2 2
@iz (@22 - au) + @iz (11 — a3) = 0. (11)

Cela étant, formons les deux systémes correspondants, dans le
cas considéré, aux équations (3)

(ah-ell) 0‘1+a}21052=0, } (12)
a9 o, +7((122 - 91) ag = 0;

(afl—ez)a1+afza2=0 } (13)
oy a1+(‘122 0s) atp = 0.

Il suit du systéme (12) léquatlon quadratique pour définir 6,
sous la forme

2 (.1 1 11 11
0 -(an+az) 0,+anan-azap=0,

l »
,,=—2—[a1'1+a§2,4;R), REV(G}1—052)2+4a%1a}2, (i=1,2)

oit le signe supériur correspond 2 j=1, et le’ signe inférieur
aj=2 : '
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En posant, d’autre part, o;;=1, (j=1, 2), on obtient du
systeme (12) I'équation que vérifie «y; sous la forme suivante

aizal +(@in-an)ay—an=0, (j=1,2). (14)

D’autre part, la premiére équation (13) donne, respectivement

4

62j=a¥1+af2a2}-.

~ Cependant, Ie~systéme (13) preduit la relation suivante que vé-

- rifie la valeur du coefficient antérieurment frouvé o,; .
ahal+(ah - ad) ay+ah=0, (j=1,2). (15)

Or, il résulte de I’identité (11) la relation

2 2 ) 1 1 a%z
an-ap= (dlx~azé)-—,',
a2

de sorte que I’équation (15) devient
2 1 2 1 1 2 2 1
ahaipay+(ah - axlataa, —anap=0.

En divisant les membres de cette derniére équation par a’,
elle prend, grace a I'identité (10), la forme suivante

dgzagj +(d}1*d§2]aaj - 0;1 =0, (j=12)
identique a celle (14). Il en résulte que les équations (12) et (13)
sont compatibles. _
La démonstration exposée s'étend aux autres systémes
complétement intégrables d’équations aux différentielles totales

linéaires par rapport aux variables paramétriques a coefficients
constants.

5. Intégrale générale. — Le systéme (3) définif, d’aprés ce
que I'on vient de voir, (n—m)* solutions particuliéres du sy-
stéme (1) -

o x
i
k=1 !k
Xmopr,j=ry € )
(r=1 2,...,n-m; j=41L2,...,n—-m).
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Pour que ces solutions engendrent le systéme fondamental des
solutions, la condition suivante doit avoir lieu

1 1 S 1
Cogy oz o Uypm
D= Ogy Uge o g, n—m =0. (16)
. -
Cr—m,y %n—meo - * Ofn-——m n—m

Alors lmtégra!e générale du systéme (1) devient

n—m E Orj Xk .
‘ xm+r—2C o e ) (17

(r—l 2,..., n- m) /
- C, Gy, Cyuy désignant n-m constantes arbitraires, les con-
ditions (8) y étant comprises.

Nous sommes partis de I'hypothése que toutes les racines
de I'équation (5) étaient distinctes, en supposant qu’on parvienne
a obtenir, en définitif, le nombre nécessairg des intégrales par-
ticulieres distinctes, formant le systéme fondamental. S'il arrivait
que les racines de I'équation (5) ne fussent pas distinctes, cela
ne signifierait point que I'on ne serait pas en état de former le
systéme fondamental des solutions en profitant d’autres différents
systémes d’équanons 3).

Or, si par ce procédé on n abounssart pas au résultat voulu,
il resterait a appliquer le procédé classique de D’Alembert de
ditférentiation par rapport aux parameétres d’une maniére analogue
a celle dont on se sert dans la théorie des équations différen-
tielles linéaires ordinaires.

6. Applications. 1°— Considérons, tout. d’abord, le systéme de
Valyi que I'on avait traité jusqu’a présent comme non complé-
tement intégrable [5]:

. dz=pdx+gqdy,
dpqux+s dy, (18)
dg=sdx+pdy, '
ds=pdx+q.ady.
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On en connait deux intégrales [4]:
z-5=C;, (p+q+s)e=v=C,,
~ C, et C, désignant deux constantes arbitraires.

Par conséquent, le systéme (18) est réductible a I'ensemble
des deux équations

dp=gdx—(p+q-C,extv) dy, } (19)
dg=-(p+q-Cyecty) dx+pdy.
Ce systéme admettant la solution particuliére

p= __1.C23x+y’ g= _%_Cz'ex-l—y’

son intégration, grace au Ne 1, 5° se réduit a celle d’un sysiéme
d’équations homogeénes linéaires par rapport aux variables para-
- métriques
dp=qdx-(p+q)dy,

\ (20)
dg=—(p+q)dx+pdy. -

Les deux systémes (3) deviennent, dans le cas actuel, re-
Spectivement )

~010,+0,=0,
—oy = (146,) =0 1)

= (1+8) @ -0, =0,
o, — 0y a,=0. G
Les équations (21) produisent I’ équation en 6,:
02+6,+1=0, (23)
d’oi1 il résulte 7
eljz____“iz”m y (=1,2) (24)

le signe supérieur correspondant & j=1 et I'inférieur a j=2, de
sorte que I’on tire des équations (21)-

o= 11 Ayj = 611’ (J= 1,2). ’ (25)
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Substituant ces valeurs en la seconde équation (22) on a pour
définir les valeurs correspondantes des 9,, les relations suivantes:

=y G=1,2). (26)

1j

Quant a la premiére’ relation (22), elle devient, en vertu de (24),
0 +6,+1-0, (j=1,2)

qui est identiquement vérifiée, grace a Iidentité que lon
obtient en substituant dans I équation (23) les expressions de
ses racines, comme il résulte aussi de la démonstration du Ne 4.

On obtient ainsi le systéme de solutions particuliéres
p1w=g9113\'+ez1v, ' pzlzgexzx;’"ezzy,

6 0,
q1=ene°11x+ezl", g.=90, € 1zi‘+ 2y,

C’est un ‘systéme fondamental, car le déterminant correspon-
dant (16) devient actuellement, grice aux formules (25) et (29),

D= =0, —0,=-iV3 =0.

v

Par conséquent, 'intégrale générale du systéme étudié (20)
devient

) p=C, Xty C, et12 X+ 02y .
g=C;6,, ePu X+ Ca 0y, eexz X+0g p ,

C, et C, désignant deux constantes arbitraires, les autres con-
stantes étant définies par les formules (24), (25), et (26).

Pour avoir l'intégrale générale du systéme (19) il n'y a
qu’a ajouter, d’aprés le Ne 1, 5° a I'intégrale générale obtenue la
solution particuliére du systéme (19), citée-plus haut. '

N

Revenons & présent au systéme (18) qu’il est de méme
aisé d’intégrer immédiatement sans introduire les intégrales ¢on-
nues, dont nous avons profité antérieyrement, -
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Composons, d’abord, le tableau suivant des valeurs des
coefficients du systéme (18), conformément aux notations géné-
rales

1 1 ; 1 ) 1
an = O) Q2= ) a13=0’ al4=0)

1 1
ay)y = 0, d22=0, a3 = ], a24=0,

A1 1
a=0, au=]I,

1 1 1
Q41 = 0, an=1, 43 = 0, = 0;

@4 =0, ah=0, dh=1, aj4=0,
‘fl§1= y d§z=0, d§3=0, 034=1,
a=0, ah=1, ax=0, a3=0,
0h=0, ah=0, dh=1, a%4=0.
Les deux systémes (3) corespondant au systéme étudié (18)
deviennent actuellement
-0, o, +a,=0,
~ 0, 0y + oty =0,
_ej a:+a:=0,/ @7

a,— 6,0,=0;

—6, 0, + 0y =0,
- 92 (122-’;—(14 =0, (28)

(12 - 92 CCB ='O,

. Oy — 8y o, =0,

Il résulte du systéme (27) I’équation. caractéristique pour dé-
finir 6,, ]
8, (01-1)=0. (29)

Les racines de cette équation admettent les valeurs, confor-
mément aux notations introduites antérieurement,

-1+iY3 -1-i¥3

eu ’“0; ‘912== 1: 918 = 2 3 914 = 2
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Par conséquent, les trois premiéres équations (27) produisent
les valeurs correspondantes des coefficients.

a,=1, ay, =0, oy, =0, a,, =0,

o=1, Agg = 1,‘ Uge = 1, Uyg =1, :
oy ==1; ®yz =03 Ogg = 9331' Oy = 9?3' (30)
‘o =1, ‘au =0 gy = Ofas Ry = .

Cela étant, la premiére équation (28) nous donne les valeurs
correspondantes de I’exposant 6,

921=O, 922=1: 923=61§’ 624=91§- (31)

Quant aux derniéres équations (28), il résulte, conformément
a la théorie générale, grace aux expressions trouvées (30) et (31),
les conclusions suivantes: . ;

1° lesdites équations sont identiquement vérifiées pour la
- premiére valeur (31) de 6,,=0;

29 les équations correspondantes, pour 6,, = 1, deviennent
des identités

4_05227”1;2:0’ gy — Ogy =0, a32”a42=0;

3° pour 6,, = 6%3. les équations en question se présentent
sous la forme suivante

2 . ) .
— 013 0 + 003 =0, gy~ Ogg Oy =0,  tyy — 055 003 =0

la premiére relation est identiquement vérifiée, les deux der-
niéres s’annulant identiquement, vu les valeurs des racines de
I’équation caractéristique (29); ' ,

4° en posant 8, = 0%, les trois derniéres équations (28) de-
viennent ‘

=02 04ty =0, 0,,—0505,=0, oy =0 c,=0;

la premiére de ces derniéres relations est une identité et les
deux derniéres sont vérifiées identiquement, grice aux valeurs
des racines de I'équation caractéristique (29).
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Cela posé, on obtient respectivement les solutions particu-
liéres suivantes: :

zi=1, zZy=exty, zy=ebuX¥t0uy, 2, = Pu X0y,

=0, py=exty, p,=0, e913x+9,,y’ P.=9, eeux+elsy’
)

q,=0, gy=exty, q3=eme 13x+914y’ q*=els ee,‘x+emy,

S1=O, Sz=€x+y, sa=eel3x+euy’ s4=eel4x+e13}’.

Les solutions citées engendrent Je systéme fondamental,
car on a pour la valeur correspondante du déterminant (16)

1 =015+ 013 -2) (13— 01y) = —3iV§§0.

il

D

SO O -

Par conséquent, I'intégrale générale du systéme (18) se présente
sous la forme suivante

z2=C, +C2 ex+y 4 Cs 69;3 X404,y o+ C4eeux+913y’
p= Cyex+y + C3 0 bz X+0,p C,9, eeux+913y’
q= C2 ex+y+ca 9“ é913x+e]4y +C4 913 6914x+913y’

S= C,ex+ty+C, ez X +0,y +C, eeux‘f‘exsy,

C,, C,, Gy, C, désignant quatre constantes arbitraires.

On trouvera la solution du méme systéme (18) sous une
autre forme au Bul. de la Société mathématique de France [4].

2* — Considérons, comme second application, I'équation de

Moutard
S+mz=0,

m~désignant le coefficient constant.
Le probléme de la recherche de [intégrale compléte de

-

cette derniére équation revient a Iintégration du systéme des
quatre équations aux différentielles totales complétement inté-

Publications de I'Institut Mathématique 1
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grables linéaires par rapport aux variables paramétriques [2],

a savoir

dz=pdx+qdy,

dp= -(C,z+t)dx -mzdy,
dg=-mzdx +tdy,
dt=-mgdx+(mp-C,q)dy,

C, désignant une constante arbitraire.
Les coefficients de formules générales admettent pour les

équations étudiées (32), les valeurs suivantes:

au=0,
1 N
az = "‘Cl,
1
az = —m,

1
(14§=0,.

a% -0,
a5 = -m,
aﬁzQ
akh=0,

Il en résulte deux
de fa forme:

aiz=1, ai3=0,
a2=0,  ak=0,
a%=0, a3=0,
Lap=0, az=—m,
ap=0, afh=1,
a%h=0, = a%=0,
a§2=0, a§3=01
ad=m, ais=—C,

(32)

a§4=0,
dé‘;-'«* —_— ],‘ .
a§4’=01
ﬂ}um —.0;
ah=0,
a%.,mO,
a§4%=],

2
a44=0.

systémes d’équations des caractéristiques (3)

—0,a;+a, O,

—Cya,— 0 op—0t, =0, -

—moy ~6; 0z =0, _
—mog -6, o, =0;

- 92 (11 +a8=O’
- Mmooy —6, oty =0,

. —62 &3—%(142‘-'0,‘

—moy—Cioy~0y00,=0.

. (33)

(34)
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Eliminant les o des équations (33), on obtient I'équation

—6, 1 0 0

-C -9 0 -1
=)

-m 0 -9 0

0 0 -m -6,

qui prend la forme suivante
01 +C0%+m2=0 (35)

dont les racines seront désignées par 0,;.
La premiére, troisiéme et la quatriéme équation (33) devi-
ennent alors

0 oy~ pj=0, mo;+0,;05;=0, may+96,;c,;=0.

I en résulte, en posant ;=1 (j=1,2,3,4)

- m m?
Ogj=0j, Ogy=——"_ Oyj=—F5— } (36)
0 01
(j=1,2,3,4).
Les équations (34) deviennent, par conséquent,
92j=(13j, m + oy, 92j=0,
Oy gy —ty; =0, may;—C oy, -6;0,;=0, (37

(j= 1) 21 3; 4)

La premiere de ces équations donne la valeur, vu les secondes
formules (36), ’

ez,=—eﬂ (=1,2,3,4. (38)

1J
Par conséquent, les secondes et troisiémes relations (37) devien-
"nent identiquement vérifiées.
Quant aux quatriémes relations (37), elles deviennent

3

mo+CE+T 0 (j=1,2,3, 4).
T

Of, ces égalités, conformément a la théorie générale, deviennent

identiquement satisfaites, si I'on y substitue les expressions des
racines 9,, de I’équation (35).

1
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Cela étant, on obtient les solutions particuliéres suivantes
du systéme considéré (32):

Zj= e x+62jy’ 1
o g0 X0 '
D=0y €"1i 2 f l
b ’ , P (39)
gj=ctyj i ¥ %)Y,
ti=oy; 41X +0)Y,
(=1, 2, 3, 4). ‘

Pour démontrer que les solutions obtenues engendrent le systéme
fondamental, calculons le déterminant
1 1 1 1

T
f

qui se réduit aisément a la forme suivante
1

1 1 1
_ m3 O 012 O1 014
PEwm el ¢ g 2
It V12 Vi3 Vi4 9“ 912 913 914

o ok ok ok
Les racines de I’équation (35) étant toutes distinctes entre elles,
le déterminant figurant dans la derniére formule, appartenant a
la forme de ceux de Vandermonde, est distinct de zéro. La
valeur de D étant, de plus, finie et bien déterminée, les solu-
tions (39) engendrent le systéme fondamental.

Par conséquent, I'intégrale générale du systéme étudié
(32) devient '

z2=C,e O X+0p C,e 012X +0p ¥ Ce O13%+003y Ce 014X +60yy ’
p=Cyy e Onx+6my 4 C,ap6 O10¥+ 00y | (ol Oys¥+ 03 4 *
+ C0,,e ¥t 00 |
g= C2031 e 613 x+6yy + Csaaze C19X+ 650 ¥ + C4aaae 013X+ Bog ¥ +
+ Cyay,e Ore¥ 405y )
t=Couy e u¥t0r o Coe Y2¥ %) o Cya, 0 fs¥ 0V 4
+ Cyor e 1X H 0200
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G, G, C,, et C, désignant quatre constantes arbitraires, les 6,;
étant les racines de I’équation (35); les a,, admettant les valeurs
(36) et les ©,; représentant les expressions (38).

La premiére formule représente [I'intégrale compléte de
Péquation de Moutard considérée, la 5-iéme constante arbnralre
étant C; figurant dans les exposants 6,;.

3. — Comme dernier exemmple prenons le systéeme (7) cité au
chapitre précédant,

du=udx+vdy+wdz,
dv=vdx+wdy+udz, (40)
dw=wdx+udy+vdz

Les coefficients des équations de la forme étudiée (1) ad-
mettent, dans le cas considéré, les valeurs particuliéres suivantes:

1 1 1
ay=1, a2=0, a3=0,
1 1 1
az =0, azz=1, ax3=0,
1 1 1
a3 =0, ap=0, an=1,
2 2 2
an=0, ap=1, a=0,
2 2 2
az =0, an=0, ayx =1,
2 2 2
az=1, a3=0, az=0;
3 , 3 3
an=0, - ap=0 a=1,
3 3 3
an=1, a=0, an=0,
3 3
QSIEO, ) (132=1, 033=*=0.

Cela étant, les systémes (3) se présentent actuellement au nom-
bres des trois systémes suivants:

(1-6,) a,=0,
(1-9,) =0, (41)
(1-6,) oy=0;
~ 0y 0y 0g=0,
~ 0y 0y + 01y =0, (42)
~Gg 0t =0;
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— 0 u oy =0,
o, -0, 0y =0, ' (43)
0= 0y g = 0, ‘
Le systéme (41) définit la méme valeur pour toutes les trois

racines
' 0y3=012=0;5=1. (44)

Quant au systéme (42), il produit, d’apres les conditions (8), les
valeurs distinctes:

-1+iy3 ~1-iy3

Oy = 1, . Oyg = 2—‘ » Oy = '—“2 ’ (45)
ay =1, tp =1, ay, =1,

» “12¥ 1’ Otgp =0, 0‘32=632":923a (46)
Up=1,  Oag=0y,  Ogy=033="0.

La premiére équation du dernier systéme (43) donne respecti-
vement
Ogr=1, G=0%=0p5, O4=033=0y. (47)

Quant aux deux derniéres équations du systéme (43), elles sont,
conformément a la théorie générale, identiquement vérifiées,
grace aux formules précédentes (44), (45), (46) et (47).

Cela posé, on obtient le systéme des solutions particuliéres
U, =extxtz ¥ tiny+inz Uy =eX+03Y+0n2
pp=eEty e py =0, ex+922.7+9232, Vg=0ag ex'i_‘ezsy“l‘ezz,z’

Wy=eXty+Z  ,=0, e¥ Ty tinz, W3=622 eX+0p+0n2 )

Le déterminant (16) étant actuellement,

1 1 1
D=1 e . Bpy | =(0221023—2) (022 0p3)=-3iV3,
1 O, G2

distinct de zéro, les solutions trouvées engendrent le systéme
fondamental.
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Par conséquent, P'intégrale générale du systéme (40) se
présente sous la forme
u=C, ex+y+:+C, e¥ oy +iuz o C, Xty +tinz
v=C,ex+y+2+ Cy 09 e¥ 0y +onz C,0s eXt0sy+inz,
w=C, ex+y+z+ Cy 0y, e¥ Ty +9n2 L C 0,6t Oog ¥+ 0222

C,, C, et C, désignant trois constantes arbitraires.

APPENDICE

Ce mémoire se trouvait sous presse, lorsque parut I'impor-
tant travail de M. E. Vessiot [6] ayant trait a ma méthode
exposée dans le présent travail, que javais publiée dans une

Note des Comptes rendus [7].

M. E. Vessiot traite le probleme posé d’intégration d’une
maniére trés élégante, en démontrant la compatibilité des équa-
tions des caractéristiques que j'avais introduites. Leur nombre
étant supérieur a celui des coefficients cherchés, il est aise,
grace a leur compatibilité, de les grouper de différentes maniéres
afin d’en tirer le systéme fondamental des solutions requises,
de la maniére la plus avantageuse qui nous plairait, en nous
guidant par I'intuition, comme javais montré dans ma Note aux
Comptes rendus [7] citée.
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