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BONNE POSITION AU SENS DE LEVITIN-POLYAK
DANS LE CADRE DE LA MINIMISATION
DES FONCTIONNELLES INTEGRALES
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ABSTRACT. We investigate the relationship between the Levitin—Polyak well-
posedness of the problem of minimization of the integral functional

T 1 T
Iizel (T)H/Tf(t, (1)) dt

on the set U = {z:T C R* - R™ :z € LY(T); z(t) € K(t) fora.e. t € T}
of integrable selections of a multifunction K : ¢t € T — K(t) C R™ and
well-posedness of the minimization problem of f(¢,.) on K(t). We show that
well-posedness of problem inf(I,U) implies that of inf(f(¢,.), K(t)) for a.e.
t € T. The converse holds under another assumptions.

1. Introduction

La recherche du minimum d’une fonctionnelle intégrale de la forme
[zel'T) > / fta®)dt, zeU
T

est un sujet tres étudié dans de nombreuses branches de mathématiques pures ou
appliquées.

Ce sujet a pris un bel essor depuis des années si bien que la bibliographie
correspondante contient, plusieurs ouvrages. On peut citer entre autres, les travaux
de Castaing et Valadier [9], ceux d’Ekeland et Temam [12], puis ceux de Berliocchi
et Lasry [4,5,6] et Dontchev et Zolezzi [10].

L’objet de cet article est d’étudier le lien entre la bonne position au sens de
Levitin—Polyak du probleme de minimisation de I sur ’ensemble

U={z:TCR* - R":2e€L"T); 2(t) e K(t), t € T p.p.}
des sélections intégrables d’une multi-application K : t € T — K(t) C R™ et celle

du probléme de minimisation de f(t,.) sur K(t). Notons que ce probléme avait été
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étudié par Zolezzi dans [19] avec la notion de bonne position sens de Tykhonov [18].
Or pour la résolution de nombreux problemes d’extremum, il existe des méthodes
numériques qui générent des suites non nécessairement dans ’ensemble des con-
traintes, mais qui convergent asymptotiquement vers la solution du probléeme en
question. La méthode de pénalisation externe en est un exemple (voir aussi [14]).
C’est pour cette raison que Levitin et Polyak (en abrév. L-P) ont introduit dans
[15] une autre notion de suites minimisantes: Supposons que I soit définie dans
un voisinage de U; une suite (z,), est dite suite minimisante généralisée au sens
de Levitin—Polyak du probléme de minimisation de I sur U (cette terminologie est
prise de [10]), si d(zy,U) — 0 et I(z,) — inf(I,U). Le probleme est dit bien
posé au sens de Levitin—Polyak, s’il admet une solution unique et si toute suite
minimisante généralisée au sens de L-P converge vers cette solution [10,15]. Il est
évident que si un probleme de minimisation est bien posé au sens de L-P alors il
est bien posé au sens de Tykhonov. La réciproque est en générale fausse, mais elle
a lieu par exmple dans le cas convexe si d’autres hypotheses de qualification sont
satisfaites [2, 3, 10].

Nous montrons sous des hypotheses naturelles, que si le probleme inf(I,U) est
bien posé au sens de L-P alors le probleme inf(f(¢,.), K(¢)) est bien posé dans le
méme sens pour presque tout ¢t € T'. La réciproque a lieu sous d’autres hypotheses
de croissance et d’équi-intégrabilité. Pour la preuve de ces résultats, nous utiliserons
une démarche analogue a celle utilisée dans [19].

2. Hypotheéses et notations

Soit 7" un ensemble ouvert ou fermé de R* de mesure de Lebesgue A\(T) €
10, +o0c[. B(T) désignera la o-algebre des parties A-mesurables de T et B(R™) la
tribu borélienne de R™. Soient une multi-application donnée K : t € T — K(t) C
R™ U={2z:TCR"— R™:2¢e€L'T); z(t) € K(t), t € T p.p.} ensemble des
sélections intégrables de K et f : T x R™ — [—00,+00] une fonction. Soit I :
LY(T) — [—00, +00] la fonctionnelle intégrale définie par I(x) = [, f(t,(t)) dt. Ici
l'intégrale est définie au sens de la référence [16].

Dans cet article on s’intéresse au lien entre la bonne position du probleme de
minimisation de I surU et celle du probleme de minimisation de f(t,.) sur K(t).
Ces problemes seront notés respectivement par (I,U) et (f(¢,.), K(t)). Dans la
suite nous considérons les hypothéses suivantes (les terminologies et définitions
sont prises des références [9, 16]):

H,. f:T x R™ — [—00,+00] est une fonction de Carathéodory;

H,. t € T — K(t) C R™ est une multi-application mesurable & images fermées
non vides;

H;. Jeo : Vg € LY(T), toute sélection mesurable de la multi-application ¢ —
Ay () ot A,(t) ={v € K(t) + B(0,e0) | f(t,v) < q(t)} est dans L'(T'). Ici B(0,¢0)
désigne la boule fermée de centre 0 et de rayon g¢. Cette condition est par exemple
remplie si f(t,x) > alz|+bavec a > 0 et b € L*(T) ou 'l existe p € L' (T') tel que
sup{|v| | v € K(t) + B(0,¢0)} < p(t). En particulier ceci aura lieu si K(t) = K est
un compact fixé.
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H,. La fonction ® : t — inf{f(¢t,z) | z € K(t)} est dans L*(T).

Une condition suffisante pour que H4 soit satisfaite se trouve dans la référence
[19].

H;. I est semi-continue inférieurement (sci) en tout point de U.

Notons aussi, que dans la suite de cet article nous utiliserons fréquemment
certains résultats classiques de la théorie des multi-applications notamment le
théoreme des sélections mesurables établi par plusieurs auteurs. A ce sujet le
lecteur est invité & consulter par exemple les références [8,9,13,16,17].

REMARQUE 2.1. Comme K(t) + B(0,¢¢) est un fermé, le corollaire 1.C de
[16] (voir aussi [8,9,13] pour un cas plus général) et le théoréme 2J de la méme
référence impliquent que la multi-application ¢ — A,;(tf) admet au moins une
sélection mesurable pourvu que A, soit & images fermées non vides.

DEFINITION 2.2 (10). Soient (X, d) un espace métrique, U une partie non vide
de X et I : X — R une fonction. On dit que le probléme de minimisation (I,U)
est bien posé au sens de Levitin—Polyak, si ce probleme admet une solution unique
xo et si toute suite (), telle que d(x,,U) — 0 et I(z,) — I(xo) converge vers
Zo-

LEMME 2.3. Soient (X,d) un espace métrique complet, U une partie fermée
non vide de X et I : X — R une fonction sci en tout point de U et minorée sur cet
ensemble. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) (I,U) est bien posé au sens de L-P;

(17) diam L(e) — 0 quand € — 0 avec

L(e) = {z € X | d(x,U) <e, I(z) — inf(1,U)| < €}
PREUVE. (i) = (4i): Il est clair que si (I, U) est bien posé au sens de L-P avec

xo comme solution alors le probleme (G, X) est bien posé au sens de Tykhonov
avec Tp comme solution ou

G(z) = [I(z) —inf(I,U)| + d(z,U).
Donc d’apres [10, Th. 11, p. 5]
diame - argmin(G, X) — 0 quand € — 0.
Ceci est encore équivalent a
diam L(e) — 0 quand ¢ — 0
puisque
L(e/2) Ce-argmin(G, X) C L(e).

(17) = (4): Soit (zy), une suite telle que d(x,,U) — 0 et I(z,) — inf(I,U).
Pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que diam L(§) < e. Donc pour n assez grand
xy, € L(J). Il en résulte que (z,), est une suite de Cauchy. Elle converge donc
vers un élément Z. Comme U est fermé et I est sci en tout point de U alors z € U
et I(z) = inf(I,U), i.e. T est une solution du probleme (I,U). L’unicité du point
minimum est une conséquence immédiate de (i7). O
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LEMME 2.4 (19). Sous les hypothéses (H,—Hy ), les propositions suivantes sont
équivalentes:

(1) xo minimise I sur U;

(%) xo est mesurable et xo(t) minimise f(t,.) sur K(t) pour presque tout t € T

LEMME 2.5 (1). Soient g : (T,B(T)) — (R™,B(R™)) et p : T — R*% deux
fonctions mesurables. Alors:

1)t €T — B(g(t), p(t)) est une multi-application mesurable;

2)teT — d(g(t), K(t)) est mesurable;

3)t € T — projg(y 9(t) = {z € K(t) | [z—g(t)| = d(g(t), K(t))} est mesurable.
De plus proj ) g(t) # 0, Vt € T'. Il existe alors une sélection mesurable r(t) € K(t)
telle que |r(t) — g(t)| = d(g(t), K (1))

3. Bonne position des fonctionnelles intégrales

THEOREME 3.1. Supposons que les hypothéses (H;—Hy) soient satisfaites. Si
(I,U) est bien posé au sens de L-P alors (f(t,.), K(t)) est bien posé au sens de L-P
pour presque tout t € T'.

ProoF. Considérons les ensembles:
M(e)={z € LY(T) | d(z,U) <e, |I(x) — I(z)| < e}

L(e,t) ={v e R™ | d(v,K(t)) <&, [f(t,v) — f(t,z0(t))] < et}

ol z( désigne 'unique point réalisant le minimum de I sur U. D’apres les lemmes
2.3 et 2.4 il suffit de montrer que diam L(e,t) — 0 quand &€ — 0:

Etape 1. L(e,t) est un compact pour tout € € ]0,&0[ et pour presque tout
t € T: Si non, il existerait ¢ € ]0,go[ et une partie E mesurable de T tels que
AE) > 0 et L(e,t) soit non borné pour tout t € E. Soit a : t € T — R une
fonction mesurable vérifiant:

0<at) <+ooVte E et / a(t) dt = +oc.
E

D’aprés le théoreme 2J de [16], la multi-application t € T = {v | |v| > a(t)}
est mesurable & images fermées. D’autre part, les fonctions (t,v) — |f(t,v) —
ft,zo(2))], (t,v) = d(v,K(t)) sont de Carathéodory [16, Prop. 1.A] (voir aussi
[9]), donc t € T — L(e,t) est mesurable & images fermées non vides [16, Th. 2]].
Comme ’ensemble L(e,t) N {v | |v] > a(t)} est non vide pour tout ¢t € E, il existe
une sélection mesurable w(t) definie sur E (voir [16, Corollaire 1.C] ou [8,9,13])
telle que

w(t) € L(e,t) et |w(t)| > alt), Vt € E.
Posons
o= T
Il est clair que u est une sélection mesurable de L(e,t) vérifiant
(1) u(t) € K(t) + B(0,20), f(t,u(t)) < f(t zo(t)) +e.
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D’autre part, le lemme 2.4 et ’hypothese Hy impliquent f(.,zo(.)) € L*(T). On en
déduit en utilisant Hz et (1) que u € L*(T'), par conséquent

+oo>/ |u(t)|dt:/ |u(t)|dt+/ |u(t)] dt
T E T-E
2/ a(t)dt+/ 2o (£)| dt = +o0,
E T—-E
ce qui est absurde. Donc L(e,t) est compact pour presque tout ¢ € T et tout
e €10,e0[-

Etape 2. diam L(e,t) — 0 quand € — 0 pour presque tout t € T":
Nous avons

diam L(e,t) = max{|u —v| | (u,v) € L(e,t) x L(e,t)}

Comme t € T — L(e,t) est une multi-application mesurable & images fermées non
vides alors L(e,t) x L(e,t) 'est aussi [16, Prop. 1I]. Il en résulte que la multi-
application

t € T — argmax{|u — v| | (u,v) € L(e,t) x L(g,t)}

est mesurable & images fermées non vides [16, Th. 2K] pour tout £ € ]0,g0[. Il
existe donc deux sélections mesurables y(t), z(t) € L(e, t) telles que

diam L(e, t) = |y(t) — z(t)|.
De plus nous avons y,z € LY(T) d’apres H; et Hy et
(2) max(|1(y) — I(zo)|, [1(z) — I(zo)]) < eA(T)

D’autre part, par le lemme 2.5 il existe une sélection mesurable r(t) € K(t) telle
que

(3) d(y(®), K(t)) = |y(t) —r(t)[ <e
Par suite
[r@)] < [y ()| + ¢
Ainsi, 7 € L}(T') et donc r € U. En utilisant (3) on obtient alors

(4) d(y,U) < |ly —rllpr <eXT)
Un méme raisonnement appliqué a z montre que
(5) d(z,U) < eX(T)

En utilisant (2), (4), (5) on obtient y,z € M (e\(T)), par suite
/ diam L(z, 1) dt = / y(8) — 2(8)] dt = ly — || < diam M(2A(T))
T T

Comme (I,U) est bien posé au sens de L-P, alors diam M (e \(T")) — 0 quand ¢ — 0
d’apres le lemme 2.3. Donc || diam L(e, t)||1(7) — 0 quand & — 0. Il existe donc
une sous-suite (e ) telle que diam L(eg,t) — 0 quand k — +o0 pour presque tout
t € T. Comme la suite diam L(e,t) décroit avec € alors diam L(e,t) — 0 quand
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e — 0. Donc le probleme (f(t,.), K(t)) est bien posé au sens de L-P d’apres le
lemme 2.3. O

Dans le théoréme suivant nous étudions la réciproque du théoréme précédent.

THEOREME 3.2. Supposons que les hypothéses (Hi—Hs) soient satisfaites.
Alors sous I'une des hypothéses suivantes:
(A1): f(t,z) est uniformément Lipschitzienne par rapport a t i.e.:

M >0Vt € T Va,y: |f(t,x) — F(t,y)| < Ml —y].

ou (As): i) deo > 0 et une fonction positive a(e) — 0 quand € — 0 tels que:
Ve € ]0750[ Vy € M(E)f(tam[)(t)) S f(tay(t)) + CM(&), teT D.p-

ii) M(go) est équi-intégrable; le probléeme (I,U) est bien posé au sens de L-P
avec xo comme solution si (f(t,.), K(t)) est bien posé avec z((t) comme solution
pour presque tout t € T et xy est une fonction mesurable.

PREUVE. D’apres le lemme 2.4, 2o est une solution unique du probleme (I,U).
Supposons que ’hypothése (A1) soit satisfaite et soit (z,), une suite telle que
d(z,,U) — 0 et I(x,) — I(zo). Il existe alors une suite (un), dans U telle que
[[£n — unllLr — 0. Par suite

(e —UM</Ut% F(t un(®)]dt < Mllan — unllzs.

Il en résulte que I(u,) — I(zg). Comme (I,U) est bien posé au sens de Tykhonov
[19] alors ||u, — ol|r — 0 et donc ||z, — xo||r — 0.

Maintenant supposons que I’hypothese (As) est satisfaite. Nous allons exploiter
la relation existant entre le diametre de M () et L(e,t). On peut supposer sans
nuire a la généralité que ¢ < a(e) < 1 pour tout € € ]0,g0[. Soient € € ]0,eo[ et
y € M(e). Définissons les ensembles:

Ale,y) = {t1 £t,5(®) > f(t70() + Va(e) }
B@w)z{ﬂf@w@”<f@wdﬂ%— a@)}
Cey) = {t | dy(®). K1) > V(o) |

Il est clair que ces ensembles sont mesurables et que B(e,y) est un négligeable.
D’autre part nous avons

+/Af(t,mo(t))dté/Af(tay(t))dt
:/f(t,y(t))dt— f(t,y(t))dt
T T—A
faAf@mdﬂﬁﬁ+ F(t,wo(t)) = f(t,y(t)) dt+e

T—A
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Il en résulte que y/a(e)A(A) < ale) + ale)\(T — A) et

RO T A <k
~ Va(e)+ale) T

avec k = 1+ A(T"). En utilisant ’expression de C on obtient aussi

2@A0) < / d(y (), K (1)) dt

T
Comme y € M(¢g), il existe z € U tel que ||y — z||r1 < 2e. Par conséquent

VaBINC) < ly - #ll < 2a(e).
Ainsi
(7 AMC) < 2v/a(e).
Notons
D(y,e)=AUBUC.
Sit ¢ D alors y(t) € L(y/a(e),t) de plus compte tenu de (6), (7) nous avons

A(D) <2y a(e)(1 + k) = Ble).
Il en résulte que si y,z € M(e) il existe un ensemble mesurable E tel que A(E) <
20(e) et Vt ¢ E, y(t),z(t) € L(y/a(e),t). Nous avons alors

® =zl = [ ) ==@lae= [ o) - =lde+ [ o) =0
g/TdiamL(\/a(s),t)dt+/E|y(t)|dt+/E|z(t)|dt

Mais d’apres la preuve du Théoreme 3.1 (étape 2) il existe > 0 tel que diam L(n, .)
€ LY(T). Donc pour ¢ assez petit

diam L(v/«a(e),t) < diam L(n, t);

et par le théoreme de Lebesgue nous avons

/ diam L(y/a(e), t) dt — 0 quand € — 0.
T

Maintenant puisque M (gg) est équi-intégrable alors
Yo > 036> 0: A(F) §5:>sup{/ |a|dt|aeM(50)} <a
F

Donc pour € assez petit nous avons A(E) < §, et par (8) on obtient

lly — 2l < /TdiamL(\/a(E),t) dt + 2 sup {/E la|dt : a € M(E)}
< / diam L(v/a(e), t)dt + 2
T

Ainsi
lim ., diam M (¢) < 2a
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Par suite diam M (¢) — 0 quand € — 0. On conclut alors avec le lemme 2.3. g

COROLLARY 3.3. Supposons que (f(t,.), K(t)) soit bien posé au sens de L-P
pour presque tout t € T avec xo(t) comme solution et o est une fonction mesurable.
Supposons en outre que les hypothéses (Hy—H;) soient satisfaites et

i) Jeo > 0 tel que c(eg) > 0 avec

oe) = inf{w Ly € M(e) et ply) # o}

et

p(y) = sup{|f(t,y(2)) = f(t, zo(1))| - ¢ € T

ii) M (go) est relativement compact pour la topologie faible o(L', L>°). Alors
(I,U) est bien posé au sens de L-P avec xo comme solution.

PREUVE. Soit € € ]0,g0[. Il est clair que la suite c(g) croit quand € | 0 et
0 < c(e) < AT) < 4+o00. Donc ¢(e) - 1 # 0 quand € — 0. D’autre part nous avons

c(e)p(y) < |I(y) — I(wo)| < e Vy € M(e)
Donc
p(y) <e/c(e), Vy e M(e)

et £/c(e) — 0 avec . Ainsi, ’hypothése i-Ay du théoréme précédent est vérifiée.
Comme de plus M (g9) est relativement compact pour la topologie faible o (L*, L>°)
alors M (eo) est équi-intégrable [7,11]. L’hypothese (A,) du théoréme 3.2 est donc
satisfaite, par conséquent (I,U) est bien posé au sens de L-P avec zp comme solu-
tion. g
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