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BONNE POSITION AU SENS DE LEVITIN{POLYAK

DANS LE CADRE DE LA MINIMISATION

DES FONCTIONNELLES INT�EGRALES
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Abstract. We investigate the relationship between the Levitin{Polyak well-
posedness of the problem of minimization of the integral functional

I : x 2 L1(T )!

Z
T

f(t; x(t)) dt

on the set U =
�
x : T � Rk ! Rm : x 2 L1(T ); x(t) 2 K(t) for a.e. t 2 T

	
of integrable selections of a multifunction K : t 2 T ! K(t) � Rm and
well-posedness of the minimization problem of f(t; :) on K(t). We show that
well-posedness of problem inf(I; U) implies that of inf(f(t; :);K(t)) for a.e.
t 2 T . The converse holds under another assumptions.

1. Introduction

La recherche du minimum d'une fonctionnelle int�egrale de la forme

I : x 2 L1(T )!

Z
T

f(t; x(t)) dt; x 2 U

est un sujet tr�es �etudi�e dans de nombreuses branches de math�ematiques pures ou
appliqu�ees.

Ce sujet a pris un bel essor depuis des ann�ees si bien que la bibliographie
correspondante contient plusieurs ouvrages. On peut citer entre autres, les travaux
de Castaing et Valadier [9], ceux d'Ekeland et Temam [12], puis ceux de Berliocchi
et Lasry [4, 5, 6] et Dontchev et Zolezzi [10].

L'objet de cet article est d'�etudier le lien entre la bonne position au sens de
Levitin{Polyak du probl�eme de minimisation de I sur l'ensemble

U =
�
x : T � Rk ! Rm : x 2 L1(T ); x(t) 2 K(t); t 2 T p.p.

	
des s�elections int�egrables d'une multi-application K : t 2 T ! K(t) � Rm et celle
du probl�eme de minimisation de f(t; :) sur K(t). Notons que ce probl�eme avait �et�e
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�etudi�e par Zolezzi dans [19] avec la notion de bonne position sens de Tykhonov [18].
Or pour la r�esolution de nombreux probl�emes d'extremum, il existe des m�ethodes
num�eriques qui g�en�erent des suites non n�ecessairement dans l'ensemble des con-
traintes, mais qui convergent asymptotiquement vers la solution du probl�eme en
question. La m�ethode de p�enalisation externe en est un exemple (voir aussi [14]).
C'est pour cette raison que Levitin et Polyak (en abr�ev. L-P) ont introduit dans
[15] une autre notion de suites minimisantes: Supposons que I soit d�e�nie dans
un voisinage de U ; une suite (xn)n est dite suite minimisante g�en�eralis�ee au sens
de Levitin{Polyak du probl�eme de minimisation de I sur U (cette terminologie est
prise de [10]), si d(xn; U) ! 0 et I(xn) ! inf(I; U). Le probl�eme est dit bien
pos�e au sens de Levitin{Polyak, s'il admet une solution unique et si toute suite
minimisante g�en�eralis�ee au sens de L-P converge vers cette solution [10, 15]. Il est
�evident que si un probl�eme de minimisation est bien pos�e au sens de L-P alors il
est bien pos�e au sens de Tykhonov. La r�eciproque est en g�en�erale fausse, mais elle
a lieu par exmple dans le cas convexe si d'autres hypoth�eses de quali�cation sont
satisfaites [2, 3, 10].

Nous montrons sous des hypoth�eses naturelles, que si le probl�eme inf(I; U) est
bien pos�e au sens de L-P alors le probl�eme inf(f(t; :);K(t)) est bien pos�e dans le
même sens pour presque tout t 2 T . La r�eciproque a lieu sous d'autres hypoth�eses
de croissance et d'�equi-int�egrabilit�e. Pour la preuve de ces r�esultats, nous utiliserons
une d�emarche analogue a celle utilis�ee dans [19].

2. Hypoth�eses et notations

Soit T un ensemble ouvert ou ferm�e de Rk de mesure de Lebesgue �(T ) 2
]0;+1[. B(T ) d�esignera la �-alg�ebre des parties �-mesurables de T et B(Rm) la
tribu bor�elienne de Rm. Soient une multi-application donn�ee K : t 2 T ! K(t) �
Rm, U =

�
x : T � Rk ! Rm : x 2 L1(T ); x(t) 2 K(t); t 2 T p.p.

	
l'ensemble des

s�elections int�egrables de K et f : T � Rm ! [�1;+1] une fonction. Soit I :
L1(T )! [�1;+1] la fonctionnelle int�egrale d�e�nie par I(x) =

R
T
f(t; x(t)) dt. Ici

l'int�egrale est d�e�nie au sens de la r�ef�erence [16].
Dans cet article on s'int�eresse au lien entre la bonne position du probl�eme de

minimisation de I surU et celle du probl�eme de minimisation de f(t; :) sur K(t).
Ces probl�emes seront not�es respectivement par (I; U) et (f(t; :);K(t)). Dans la
suite nous consid�erons les hypoth�eses suivantes (les terminologies et d�e�nitions
sont prises des r�ef�erences [9, 16]):

H1. f : T �Rm ! [�1;+1] est une fonction de Carath�eodory;
H2. t 2 T ! K(t) � Rm est une multi-application mesurable �a images ferm�ees

non vides;
H3. 9"0 : 8q 2 L1(T ), toute s�election mesurable de la multi-application t !

Aq(t) o�u Aq(t) = fv 2 K(t) +B(0; "0) j f(t; v) � q(t)g est dans L1(T ). Ici B(0; "0)
d�esigne la boule ferm�ee de centre 0 et de rayon "0. Cette condition est par exemple
remplie si f(t; x) � ajxj+ b avec a > 0 et b 2 L1(T ) ou s'il existe p 2 L1(T ) tel que
supfjvj j v 2 K(t) +B(0; "0)g � p(t). En particulier ceci aura lieu si K(t) � K est
un compact �x�e.
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H4. La fonction � : t! infff(t; x) j x 2 K(t)g est dans L1(T ).
Une condition suÆsante pour que H4 soit satisfaite se trouve dans la r�ef�erence

[19].
H5. I est semi-continue inf�erieurement (sci) en tout point de U .
Notons aussi, que dans la suite de cet article nous utiliserons fr�equemment

certains r�esultats classiques de la th�eorie des multi-applications notamment le
th�eor�eme des s�elections mesurables �etabli par plusieurs auteurs. A ce sujet le
lecteur est invit�e �a consulter par exemple les r�ef�erences [8, 9, 13, 16, 17].

Remarque 2.1. Comme K(t) + B(0; "0) est un ferm�e, le corollaire 1.C de
[16] (voir aussi [8, 9, 13] pour un cas plus g�en�eral) et le th�eor�eme 2J de la même
r�ef�erence impliquent que la multi-application t ! Aq(t) admet au moins une
s�election mesurable pourvu que Aq soit �a images ferm�ees non vides.

D�efinition 2.2 (10). Soient (X; d) un espace m�etrique, U une partie non vide
de X et I : X ! R une fonction. On dit que le probl�eme de minimisation (I; U)
est bien pos�e au sens de Levitin{Polyak, si ce probl�eme admet une solution unique
x0 et si toute suite (xn)n telle que d(xn; U) ! 0 et I(xn) ! I(x0) converge vers
x0.

Lemme 2.3. Soient (X; d) un espace m�etrique complet, U une partie ferm�ee

non vide de X et I : X ! R une fonction sci en tout point de U et minor�ee sur cet
ensemble. Les propositions suivantes sont �equivalentes:

(i) (I; U) est bien pos�e au sens de L-P;
(ii) diamL(")! 0 quand "! 0 avec

L(") = fx 2 X j d(x; U) � "; jI(x)� inf(I; U)j � "g

Preuve. (i)) (ii): Il est clair que si (I; U) est bien pos�e au sens de L-P avec
x0 comme solution alors le probl�eme (G;X) est bien pos�e au sens de Tykhonov
avec x0 comme solution o�u

G(x) = jI(x) � inf(I; U)j+ d(x; U):

Donc d'apr�es [10, Th. 11, p. 5]

diam " � argmin(G;X)! 0 quand "! 0:

Ceci est encore �equivalent �a

diamL(")! 0 quand "! 0

puisque

L("=2) � " � argmin(G;X) � L("):

(ii) ) (i): Soit (xn)n une suite telle que d(xn; U) ! 0 et I(xn) ! inf(I; U).
Pour tout " > 0 il existe Æ > 0 tel que diamL(Æ) < ". Donc pour n assez grand
xn 2 L(Æ). Il en r�esulte que (xn)n est une suite de Cauchy. Elle converge donc
vers un �el�ement �x. Comme U est ferm�e et I est sci en tout point de U alors �x 2 U
et I(�x) = inf(I; U), i.e. �x est une solution du probl�eme (I; U). L'unicit�e du point
minimum est une cons�equence imm�ediate de (ii). �
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Lemme 2.4 (19). Sous les hypoth�eses (H1{H4), les propositions suivantes sont
�equivalentes:

(i) x0 minimise I sur U ;
(ii) x0 est mesurable et x0(t) minimise f(t; :) sur K(t) pour presque tout t 2 T .

Lemme 2.5 (1). Soient g : (T;B(T )) ! (Rm; B(Rm)) et � : T ! R+ deux
fonctions mesurables. Alors:

1) t 2 T ! B(g(t), �(t)) est une multi-application mesurable;
2) t 2 T ! d(g(t), K(t)) est mesurable;
3) t 2 T ! projK(t) g(t) = fx 2 K(t) j jx�g(t)j = d(g(t);K(t))g est mesurable.

De plus projK(t) g(t) 6= ;, 8t 2 T . Il existe alors une s�election mesurable r(t) 2 K(t)

telle que jr(t) � g(t)j = d(g(t);K(t)).

3. Bonne position des fonctionnelles int�egrales

Th�eor�eme 3.1. Supposons que les hypoth�eses (H1{H4) soient satisfaites. Si
(I; U) est bien pos�e au sens de L-P alors (f(t; :);K(t)) est bien pos�e au sens de L-P
pour presque tout t 2 T .

Proof. Consid�erons les ensembles:

M(") = fx 2 L1(T ) j d(x; U) � "; jI(x)� I(x0)j � "g;

L("; t) = fv 2 Rm j d(v;K(t)) � "; jf(t; v)� f(t; x0(t))j � "tg;

o�u x0 d�esigne l'unique point r�ealisant le minimum de I sur U . D'apr�es les lemmes
2.3 et 2.4 il suÆt de montrer que diamL("; t)! 0 quand "! 0:

Etape 1. L("; t) est un compact pour tout " 2 ]0; "0[ et pour presque tout
t 2 T : Si non, il existerait " 2 ]0; "0[ et une partie E mesurable de T tels que
�(E) > 0 et L("; t) soit non born�e pour tout t 2 E. Soit � : t 2 T ! R une
fonction mesurable v�eri�ant:

0 < �(t) < +1 8t 2 E et

Z
E

�(t) dt = +1:

D'apr�es le th�eor�eme 2J de [16], la multi-application t 2 T ! fv j jvj � �(t)g
est mesurable �a images ferm�ees. D'autre part, les fonctions (t; v) ! jf(t; v) �
f(t; x0(t))j, (t; v) ! d(v;K(t)) sont de Carath�eodory [16, Prop. 1.A] (voir aussi
[9]), donc t 2 T ! L("; t) est mesurable �a images ferm�ees non vides [16, Th. 2J].
Comme l'ensemble L("; t) \ fv j jvj � �(t)g est non vide pour tout t 2 E, il existe
une s�election mesurable !(t) de�nie sur E (voir [16, Corollaire 1.C] ou [8, 9, 13])
telle que

!(t) 2 L("; t) et j!(t)j � �(t); 8t 2 E:

Posons

u(t) =

(
!(t); si t 2 E

x0(t); si t =2 E

Il est clair que u est une s�election mesurable de L("; t) v�eri�ant

u(t) 2 K(t) + B(0; "0); f(t; u(t)) � f(t; x0(t)) + ":(1)
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D'autre part, le lemme 2.4 et l'hypoth�ese H4 impliquent f(:; x0(:)) 2 L1(T ). On en
d�eduit en utilisant H3 et (1) que u 2 L1(T ), par cons�equent

+1 >

Z
T

ju(t)j dt =

Z
E

ju(t)j dt+

Z
T�E

ju(t)j dt

�

Z
E

�(t) dt +

Z
T�E

jx0(t)j dt = +1;

ce qui est absurde. Donc L("; t) est compact pour presque tout t 2 T et tout
" 2 ]0; "0[.

Etape 2. diamL("; t)! 0 quand "! 0 pour presque tout t 2 T :
Nous avons

diamL("; t) = maxfju� vj j (u; v) 2 L("; t)� L("; t)g

Comme t 2 T ! L("; t) est une multi-application mesurable �a images ferm�ees non
vides alors L("; t) � L("; t) l'est aussi [16, Prop. 1I]. Il en r�esulte que la multi-
application

t 2 T ! argmaxfju� vj j (u; v) 2 L("; t)� L("; t)g

est mesurable �a images ferm�ees non vides [16, Th. 2K] pour tout " 2 ]0; "0[. Il
existe donc deux s�elections mesurables y(t), z(t) 2 L("; t) telles que

diamL("; t) = jy(t)� z(t)j:

De plus nous avons y; z 2 L1(T ) d'apr�es H3 et H4 et

max(jI(y)� I(x0)j; jI(z)� I(x0)j) � "�(T )(2)

D'autre part, par le lemme 2.5 il existe une s�election mesurable r(t) 2 K(t) telle
que

d(y(t);K(t)) = jy(t)� r(t)j � "(3)

Par suite

jr(t)j � jy(t)j+ "

Ainsi, r 2 L1(T ) et donc r 2 U . En utilisant (3) on obtient alors

d(y; U) � ky � rkL1 � "�(T )(4)

Un même raisonnement appliqu�e �a z montre que

d(z; U) � "�(T )(5)

En utilisant (2), (4), (5) on obtient y; z 2M("�(T )), par suiteZ
T

diamL("; t) dt =

Z
T

jy(t)� z(t)j dt = ky � zkL1 � diamM("�(T ))

Comme (I; U) est bien pos�e au sens de L-P, alors diamM("�(T ))! 0 quand "! 0
d'apr�es le lemme 2.3. Donc k diamL("; t)kL1(T ) ! 0 quand " ! 0. Il existe donc
une sous-suite ("k)k telle que diamL("k; t)! 0 quand k ! +1 pour presque tout
t 2 T . Comme la suite diamL("; t) d�ecrô�t avec " alors diamL("; t) ! 0 quand
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" ! 0. Donc le probl�eme (f(t; :);K(t)) est bien pos�e au sens de L-P d'apr�es le
lemme 2.3. �

Dans le th�eor�eme suivant nous �etudions la r�eciproque du th�eor�eme pr�ec�edent.

Th�eor�eme 3.2. Supposons que les hypoth�eses (H1{H5) soient satisfaites.
Alors sous l'une des hypoth�eses suivantes:

(A1): f(t; x) est uniform�ement Lipschitzienne par rapport �a t i.e.:

9M > 0 8t 2 T 8x; y : jf(t; x)� f(t; y)j �M jx� yj:

ou (A2): i) 9"0 > 0 et une fonction positive �(") ! 0 quand " ! 0 tels que:
8" 2 ]0; "0[ 8y 2M(")f(t; x0(t)) � f(t; y(t)) + �("); t 2 T p.p.

ii) M("0) est �equi-int�egrable; le probl�eme (I; U) est bien pos�e au sens de L-P
avec x0 comme solution si (f(t; :);K(t)) est bien pos�e avec x0(t) comme solution
pour presque tout t 2 T et x0 est une fonction mesurable.

Preuve. D'apr�es le lemme 2.4, x0 est une solution unique du probl�eme (I; U).
Supposons que l'hypoth�ese (A1) soit satisfaite et soit (xn)n une suite telle que
d(xn; U) ! 0 et I(xn) ! I(x0). Il existe alors une suite (un)n dans U telle que
kxn � unkL1 ! 0. Par suite

jI(xn)� I(un)j �

Z
T

jf(t; xn(t))� f(t; un(t))j dt �Mkxn � unkL1 :

Il en r�esulte que I(un)! I(x0). Comme (I; U) est bien pos�e au sens de Tykhonov
[19] alors kun � x0kL1 ! 0 et donc kxn � x0kL1 ! 0.

Maintenant supposons que l'hypoth�ese (A2) est satisfaite. Nous allons exploiter
la relation existant entre le diam�etre de M(") et L("; t). On peut supposer sans
nuire �a la g�en�eralit�e que " � �(") � 1 pour tout " 2 ]0; "0[. Soient " 2 ]0; "0[ et
y 2M("). D�e�nissons les ensembles:

A("; y) =
n
t j f(t; y(t)) > f(t; x0(t)) +

p
�(")

o
B("; y) =

n
t j f(t; y(t)) < f(t; x0(t))�

p
�(")

o
C("; y) =

n
t j d(y(t);K(t)) >

p
�(")

o
Il est clair que ces ensembles sont mesurables et que B("; y) est un n�egligeable.

D'autre part nous avons

p
�(")�(A) +

Z
A

f(t; x0(t)) dt �

Z
A

f(t; y(t)) dt

=

Z
T

f(t; y(t)) dt�

Z
T�A

f(t; y(t)) dt

�

Z
A

f(t; x0(t)) dt+

Z
T�A

f(t; x0(t))�f(t; y(t)) dt+"
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Il en r�esulte que
p
�(")�(A) � �(") + �(")�(T �A) et

�(A) �
�(")(1 + �(T ))p

�(") + �(")
� k

p
�(")(6)

avec k = 1 + �(T ). En utilisant l'expression de C on obtient aussip
�(")�(C) �

Z
T

d(y(t);K(t)) dt

Comme y 2M("), il existe z 2 U tel que ky � zkL1 � 2". Par cons�equentp
�(")�(C) � ky � zkL1 � 2�("):

Ainsi

�(C) � 2
p
�("):(7)

Notons

D(y; ") = A [ B [ C:

Si t =2 D alors y(t) 2 L(
p
�("); t) de plus compte tenu de (6), (7) nous avons

�(D) � 2
p
�(")(1 + k) = �("):

Il en r�esulte que si y; z 2 M(") il existe un ensemble mesurable E tel que �(E) �
2�(") et 8t =2 E, y(t); z(t) 2 L(

p
�("); t). Nous avons alors

ky � zkL1 =

Z
T

jy(t)� z(t)j dt =

Z
T�E

jy(t)� z(t)j dt+

Z
E

jy(t)� z(t)j dt(8)

�

Z
T

diamL(
p
�("); t) dt+

Z
E

jy(t)j dt+

Z
E

jz(t)j dt

Mais d'apr�es la preuve du Th�eor�eme 3.1 (�etape 2) il existe � > 0 tel que diamL(�; :)
2 L1(T ). Donc pour " assez petit

diamL(
p
�("); t) � diamL(�; t);

et par le th�eor�eme de Lebesgue nous avonsZ
T

diamL(
p
�("); t) dt! 0 quand "! 0:

Maintenant puisque M("0) est �equi-int�egrable alors

8� > 0 9Æ > 0 : �(F ) � Æ ) sup

�Z
F

jaj dt j a 2M("0)

�
< �:

Donc pour " assez petit nous avons �(E) � Æ, et par (8) on obtient

ky � zkL1 �

Z
T

diamL(
p
�("); t) dt+ 2 sup

�Z
E

jaj dt : a 2M(")

�

�

Z
T

diamL(
p
�("); t)dt+ 2�

Ainsi

lim "!0 diamM(") � 2�
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Par suite diamM(")! 0 quand "! 0. On conclut alors avec le lemme 2.3. �

Corollary 3.3. Supposons que (f(t; :);K(t)) soit bien pos�e au sens de L-P
pour presque tout t 2 T avec x0(t) comme solution et x0 est une fonction mesurable.
Supposons en outre que les hypoth�eses (H1{H5) soient satisfaites et

i) 9"0 > 0 tel que c("0) > 0 avec

c(") = inf

�
jI(y)� I(x0)j

�(y)
: y 2M(") et �(y) 6= 0

�
et

�(y) = supfjf(t; y(t))� f(t; x0(t))j : t 2 T ;

ii) M("0) est relativement compact pour la topologie faible �(L1; L1). Alors
(I; U) est bien pos�e au sens de L-P avec x0 comme solution.

Preuve. Soit " 2 ]0; "0[. Il est clair que la suite c(") crô�t quand " # 0 et
0 < c(") � �(T ) < +1. Donc c(")! l 6= 0 quand "! 0. D'autre part nous avons

c(")�(y) � jI(y)� I(x0)j � " 8y 2M(")

Donc

�(y) � "=c("); 8y 2M(")

et "=c(") ! 0 avec ". Ainsi, l'hypoth�ese i-A2 du th�eor�eme pr�ec�edent est v�eri��ee.
Comme de plus M("0) est relativement compact pour la topologie faible �(L1; L1)
alors M("0) est �equi-int�egrable [7, 11]. L'hypoth�ese (A2) du th�eor�eme 3.2 est donc
satisfaite, par cons�equent (I; U) est bien pos�e au sens de L-P avec x0 comme solu-
tion. �
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