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O SUWESTVOVANII KLASSIQESKOGO REXENI�
SMEXANNO� ZADAQI DL� ODNOMERNOGO

GIPERBOLIQESKOGO URAVNENI�
VTOROGO POR�DKA (II)

Nebo�xa L. La�etiq

Communicated by Miroljub Jevti�c

Rez�me. V nasto�we� rabote dokazana edinstvenost~ klassiqesko-
go rexeni� smexanno� zadaqi dl� odnomernogo giperboliqeskogo urav-
neni� s obwimi samosopr��ennymi kraevymi uslovi�mi, suwestvovanie
kotorogo bylo ustanovleno v rabote [7]. Poluqeny apriornye ocenki, obe-
speqiva�wie usto�qivost~ rexeni� po naqal~nymi uslovi�mi i po pra-
vo� qasti, a tak�e i rasxirenie samo� teoremy o suwestvovanii klas-
siqeskogo rexeni�.

Vvedenie

1. Postanovka zadaqi. Pust~ G = (a; b) { koneqny� interval
vewestvenno� osi R , i pust~ T { proizvol~noe polo�itel~noe qislo.
My rassmatrivaem problemu suwestvovani� vewestvenno� funkcii u =
u(x; t) , kotora� opredelena na zamknutom pr�mougol~nike 
 = [a; b]� [0; T ] ,
udovletvor�et differencial~nomu uravneni�

(1)
@2u

@t2
(x; t) � @2u

@x2
(x; t) + q(x)u(x; t) = f(x; t); (x; t) 2 
;

naqal~nym uslovi�m

(2) u(x; 0) = '(x); u0t(x; 0) =  (x); x 2 G;
i kraevym uslovi�m

(3)
�10 u(a; t) + �11 u

0
x(a; t) + �10 u(b; t) + �11 u

0
x(b; t) = 0;

�20 u(a; t) + �21 u
0
x(a; t) + �20 u(b; t) + �21 u

0
x(b; t) = 0; t 2 [0; T ];
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gde (�i0; �i1; �i0; �i1) 2 R
4 (i = 1; 2) { line�no nezavisimye vektory, i

q; ';  ; f { vewestvennye funkcii. Naxe predpolo�enie ob uslovi�h (3)
sledu�wee: formal~ny� operator Xredingera

(4) L(v)(x) = � v00(x) + q(x) v(x); x 2 G;
i kraevye uslovi�

(5)
�10 v(a) + �11 v

0(a) + �10 v(b) + �11 v
0(b) = 0;

�20 v(a) + �21 v
0(a) + �20 v(b) + �21 v

0(b) = 0

opredel��t proizvol~noe neotricatel~noe samosopr��ennoe rasxirenie
�togo operatora s diskretnym spektrom. (V samom dele, req~ idet o
samosopr��ennom rasxirenii sootvetstvu�wego simmetriqeskogo ope-
ratora L0 , i my predpolagaem, qto potencial q = q(x) dopuskaet takoe
rasxirenie (sm. [2, x18].)

Pod klassiqeskim rexeniem smexanno� zadaqi (1){(3) ponimaem
vewestvennu� funkci� u = u(x; t), oblada�wu� sledu�wimi svo�stvami:

1u) u(x; t) 2 C(2)(
) ;
2u) u(x; t) udovletvor�et uravneni� (1) v 
 (v obyqnom klas-

siqeskom smysle);
3u) u(x; t) udovletvor�et uslovi�m (2){(3) v obyqnom klassiqeskom

smysle.
V �to� rabote prodol�eno izuqenie problemy klassiqesko� razrex-

imosti zadaqi (1){(3), naqtoe nami v rabote [7]. Tam dokazano suwest-
vovanie klassiqeskogo rexeni�, v predpolo�enii o tom, qto sootvet-
stvu�wie proizvodnye funkci� '(x);  (x); f(x; t) udovletvor��t neko-
torym uslovi�m monotonnosti, priqem �ti funkcii i ih proizvodnye
do sootvetstvu�wego por�dka prinima�t nulevye znaqeni� v koncah in-
tervala G . V nasto�we� rabote my ustranim upom�nutye \nulevye"
uslovi�, izmen�� opredelennym obrazom nekotorye iz uslovi� glad-
kosti. Krome togo, my dokazyvaem edinstvenost~ klassiqeskogo rexeni�
i issleduem problemu usto�qivosti �togo rexeni�.

2. Osnovnye teoremy. Pust~ AC(G) budet klass absol�tno nepre-
ryvnyh na zamknutom intervale G = [a; b] funkci�, a BV (G) { klass
funkci�, ime�wih ograniqennu� variaci� na �tom intervale. Oboz-

naqim qerez
Æ
W

(k)
p (G) mno�estvo funkci� h(x) iz klassa W

(k)
p (G) (1 �

p < +1, k 2 N) takih, qto

h(j)(a) = 0 = h(j)(b); 0 � j � k � 1:

(Zametim, qto h(x) 2 W
(k)
p (G) , esli funkcii h(x); h0(x); . . . ; h(k�2)(x)

nepreryvno differenciruemy na [a; b]; h(k�1)(x) 2 AC(G) i h(k)(x) 2
Lp(G) .)
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Budem govorit~, qto funkci� h(x) , kotora� opredelena na mno�-
estve A � [a; b] , prinadle�it klassu kusoqno monotonnyh funkci�, esli
suwestvuet mno�estvo fx0; x1; . . . ; xn(h;A) g takoe, qto a = x0 < x1 < � � � <
xn(h;A) = b i funkci� h(x) �vl�ets� monotonno� na mno�estve A\ [xi�1; xi]
dl� ka�dogo i 2 f 1; . . . ; n(h;A) g . V klass kusoqno monotonnyh funkci�
my vkl�qaem i klass monotonnyh (nevozrasta�wih ili neubyva�wih)
na mno�estve A funkci�. Funkci� g(x; t) , opredelennu� na mno�estve
D(g) � 
 , gde

D(g)
def
=

[
t2[0;T ]

(At � ftg ) ;

nazyvaem kusoqno monotonno� ravnomerno po t 2 [0; T ] , esli ona kusoqno
monotonna na At � G dl� ka�dogo t 2 [0; T ] i mno�estvo fn(g;At) 2 N j t 2
[0; T ] g ograniqeno sverhu. �to svo�stvo nazovem svo�stvom (A) .

Nakonec, budem govorit~, qto funkci� g(x; t) , opredelenna� na mno-
�estve 
 , prinadle�it klassu BV (G) ravnomerno otnositel~no t 2 [0; T ] ,
esli g(x; t) 2 BV (G) dl� l�bogo t 2 [0; T ] i mno�estvo fV b

a (g(�; t)) j t 2
[0; T ] g ograniqeno sverhu. �to svo�stvo nazovem svo�stvom (B) .

Pere�dem k toqno� formulirovke osnovnyh rezul~tatov.

Teorema 1. Pust~ vypolneny sledu�wie uslovi� :
1) q(x) 2 AC(G) .

2) '(x) prinadle�it klassuW
(3)
1 (G) i udovletvor�et kraevym uslovi-

�m (5); L(')(a) = 0 = L(')(b) i funkci� L(')0(x) libo kusoqno monoton-
na i ograniqena na svoe� oblasti opredeleni�, libo prinadle�it klassu
BV (G) .

3)  (x) prinadle�it klassuW
(2)
2 (G) i udovletvor�et kraevym uslovi-

�m (5).

4) f(x; t); f 0t(x; t); f
00
t2(x; t) 2 C(
); f(x; t) prinadle�it klassu

Æ
W

(1)
1 (G)

dl� l�bogo t 2 [0; T ] i funkci� f 0x(x; t) libo obladaet svo�stvom (A) i
ograniqena na D(f 0x) , libo obladaet svo�stvom (B) .

Togda suwestvuet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie zadaqi (1){(3)
v vide absol�tno i ravnomerno shod�wegos� v 
 r�da. �tot r�d mo�no
poqlenno differencirovat~ dva raza po peremennym x i t (v l�bom por�d-
ke). Tak poluqennye r�dy dl� proizvodnyh rexeni� shod�ts� absol�tno i
ravnomerno v pr�mougol~nike 
 .

Teorema 2. Pust~ vypolneny uslovi� iz teoremy 1. Togda dl� klas-
siqeskogo rexeni� u = u(x; t) smexanno� zadaqi (1){(3) spravedliva sledu-
�wa� ocenka

max
x2G

ju(x; t) j � D
� k'kL1(G) + k'00kL1(G) +

+ k kL2(G) + k kf(�; �)kLp(G) kLr(0;t)
�
; t 2 [0; T ];
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gde p 2 (1; 2] { proizvol~noe qislo i 1=p+1=r = 1, a posto�nna� D ne zavisit
ot funkci� ';  ; f .

Zameqanie 1. Uslovi� 4) mo�no zamenit~ sledu�wimi uslovi�mi:
4�) f(x; t) 2 C(
) ; funkci� f(x; t) 2 W

(2)
2 (G) dl� l�bogo t 2 [0; T ] i

udovletvor�et kraevym uslovi�m (3); funkci� J(t)
def
=

R b
a
j f 00x2(x; t) j2 dx

�vl�ets� ograniqenno� na otrezke [0; T ]: }
Zameqanie 2. Uslovi� 4) mo�no zamenit~ i sledu�wimi uslovi�-

mi: 4��) f(x; t); f 0t(x; t) 2 C(
); f(x; 0) = 0 dl� l�bogo x 2 G; f 0t(x; t) pri-

nadle�it klassu
Æ
W

(1)
1 (G) dl� l�bogo t 2 [0; T ] i funkci� f 00xt(x; t) libo

obladaet svo�stvom (A) i ograniqena na D(f 00xt) , libo obladaet svo�stvom
(B): }

Zameqanie 3. Esli �11 �21 � �21 �11 6= 0 , to v 2) mo�no opustit~

uslovie L(')(a) = 0 = L(')(b) , a uslovi� f(x; t) 2
Æ
W

(1)
1 (G) v 4) i f 0t(x; t) 2Æ

W
(1)
1 (G) v 4��) mo�no zamenit~ uslovi�mi f(x; t) 2 W

(1)
1 (G) i f 0t(x; t) 2

W
(1)
1 (G) sootvetstvenno. }

Zameqanie 4. V formulirovke uslovi� 4) osnovno� teoremy iz
raboty [7] opeqatko� opuweno uslovie ograniqennosti na D(f 0x) funkcii
f 0x(x; t) (v soqetanii so svo�stvom (A)), a v zameqanii 2 tam �e opu-
weno uslovie ograniqennosti na D(f 00xt) funkcii f 00xt(x; t) (v soqetanii so
svo�stvom (A): }

Napomnim, qto v posledu�we� rabote my rassmotrim sootvetstvu�-
wu� smexannu� zadaqu dl� odnomernogo paraboliqeskogo uravneni�
vtorogo por�dka.

3.Vspomogatel~nye utver�deni�. Dokazatel~stva naxih teorem
baziru�ts� na nekotoryh rezul~tatah, poluqennyh raznymi avtorami,
kotorye my privodim ni�e.

Rassmotrim neotricatel~noe samosopr��ennoe rasxirenie opera-
tora (4) s potencialom q(x) 2 L1(G) , opredelennoe (samosopr��ennymi )
kraevymi uslovi�mi (5); ego spektr �vl�ets� diskretnym. Oboznaqim
qerez fvn(x)g11 ortonormirovannu� i polnu� v L2(G) sistemu sobstven-
nyh funkci� �togo rasxireni�, a qerez f�ng11 { sootvetstvu�wu� si-
stemu neotricatel~nyh sobstvennyh znaqeni�, zanumerovannyh v por�dke
neubyvani�. (Po opredeleni�, vn(x) i v0n(x) absol�tno nepreryvnye na
zamknutom intervale G funkcii, L(vn)(x) 2 L2(G), funkci� vn(x) udovle-
tvor�et differencial~nomu uravneni�

(6) � v00n(x) + q(x) vn(x) = �n vn(x)

poqti vs�du v G , i �ta funkci� udovletvor�et sootvetstvu�wim kraevym
uslovi�m (5).) Togda ime�t mesto sledu�wie utver�deni�.
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Predlo�enie 1 (V.A. Il~in, I. �o [3]). Esli q(x) 2 L1(G) , to
suwestvuet nezavis�wa� ot n 2 N posto�nna� C0 > 0 taka�, qto

(7) max
x2G

j vn(x) j � C0; n 2 N:

Predlo�enie 2 (V.A. Il~in, I. �o [3]). Esli q(x) 2 Lp(G) (p > 1) ,
to suwestvuet posto�nna� A > 0 taka�, qto

(8)
X

t�p�n�t+1
1 � A

dl� l�bogo t � 0 , priqem A ne zavisit ot t.

Predlo�enie 3 (N. La�etiq [5]). Predpolo�im, qto q(x) 2 C(G) .
Togda sobstvennye funkcii vn(x) oblada�t nepreryvno� vtoro� proizvod-
no�, udovletvor��t uravneni� (6) vs�du v G , i suwestvu�t posto�nnye
Cj > 0 (j = 1; 2) , nezavisimye ot n 2 N i takie, qto

(9) max
x2G

j v(j)n (x) j �
(
Cj �

j=2
n ; esli �n > 1;

Cj ; esli 0 � �n � 1:

Krome privedennyh vyxe ocenok, va�nu� rol~ v dokazatel~stvah
igra�t ocenki ko�fficientov Fur~e funkci� iz rassmatrivaemyh na-
mi klassov. �ti ocenki pozvol��t poluqit~ informaci� o ravnomerno�
shodimosti spektral~nyh razlo�eni� (dl� �tih funkci� ) i ih proizvod-
nyh na vsem zamknutom intervale G , qto imeet samosto�tel~ny� interes.
Po�tomu my sformuliruem zdes~ sootvetstvu�wee utver�denie, pred-
stavl��wee rasxirenie predlo�eni� 4 iz raboty [7].

Predlo�enie 4. (a) Pust~ q(x) 2 Lp(G) (1 < p � 2) i h(x) 2
Æ
W

(1)
1 (G) .

Esli h0(x) �vl�ets� ograniqenno� i kusoqno monotonno� na svoe� oblasti
opredeleni� funkcie�, ili h0(x) 2 BV (G) , to spravedlivo razlo�enie

h(x) =

1X
n=1

hn vn(x); gde hn
def
=

bZ
a

h(x) vn(x) dx;

priqem r�d shodits� absol�tno i ravnomerno v G .

(b) Pust~ q(x) 2 L2(G) . Esli h(x) 2 W
(2)
2 (G) i h(x) udovletvor�et

kraevym uslovi�m (5), to ime�t mesto razlo�eni�

h(j)(x) =

1X
n=1

hn v
(j)
n (x); j = 0; 1;



74 La�etiq

priqem r�dy shod�ts� absol�tno i ravnomerno v G .

(c) Pust~ q(x) 2 AC(G); h(x) 2 W (3)
1 (G) i h(x) udovletvor�et kraevym

uslovi�m (5). Esli L(h)(a) = 0 = L(h)(b) i L(h)0(x) �vl�ets� ograniqen-
no� i kusoqno monotonno� na svoe� oblasti opredeleni� funkcie�, ili
L(h)0(x) prinadle�it klassu BV (G) , to ravnomerno otnositel~no x 2 G
spravedlivy ravenstva

h(j)(x) =
1X
n=1

hn v
(j)
n (x); j = 0; 1; 2;

i ukazannye r�dy shod�ts� absol�tno v G .

Zameqanie 5. Predpolo�im, qto �11 �21��21 �11 6= 0 . Togda v utver�-

denii (a) uslovie h(x) 2
Æ
W

(1)
1 (G) mo�no zamenit~ na h(x) 2 W (1)

1 (G) . Krome
togo, v utver�denii (c) mo�no opustit~ uslovie L(h)(a) = 0 = L(h)(b): }

My budem pol~zovat~s� i izvestnym neravenstvom Rissa. Pust~
fwn(x)g11 { ortonormirovanna� na G sistema (kompleksnoznaqnyh) funk-
ci�, ravnomerno ograniqennyh na koneqnom intervale G = (a; b) : suwe-
stvuet posto�nna�M > 0 , nezavis�wa� ot n 2 N i taka�, qto supx2G jwn(x)j
�M dl� vseh n 2 N . Esli g(x) 2 Lp(G) (1 < p � 2) , to ko�fficienty Fur~e
gn =

R b
a
g(x)wn(x) dx udovletvor��t neravenstvu

(10)

� 1X
n=1

j gn jr
�1=r

� M (2=p�1) k g kLp(G);

gde 1=p+ 1=r = 1 (sm. [1, s. 154]).

x1. Dokazatel~stvo predlo�eni� 4

1. Utver�denie (a). �to utver�denie �vl�ets�, po suwestvu, utver-
�deniem (a) predlo�eni� 4 iz raboty [7]. Tam dokazano, qto dl� funkcii
h(x) , oblada�we� ukazannymi svo�stvami, spravedliva ocenka

(11) jhn j � K(G; h0; q) � 1

�n
; �n 6= 0;

priqem posto�nna� K(G; h0; q) prinimaet odno iz treh znaqeni�, oprede-
lennyh ravenstvami (14){(16) v [7]. Pri pomowi �to� ocenki dokazyvaet-
s� utver�denie (a) (sm. ni�e).

Po�tomu nam ostalos~ rassmotret~ tol~ko sluqa�, kogda vypolneno
uslovie

�11 �21 � �21 �11 6= 0;
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upom�nutoe v zameqanii 5. Pust~ �n 6= 0 . Togda, ispol~zu� differen-
cial~noe uravnenie (6) i integrirovanie po qast~�m, poluqim ravenstva

(12)

hn =

bZ
a

h(x) vn(x) dx

=
1

�n
�
�
�

bZ
a

h(x) v00n(x) dx +

bZ
a

h(x) q(x) vn(x) dx

�

=
1

�n
�
�
� h(x) v0n(x) jba +

bZ
a

h0(x) v0n(x) dx +

bZ
a

h(x) q(x) vn(x) dx

�
:

V silu ukazannogo uslovi�, uravneni� (5) odnoznaqno razreximi otnosi-
tel~no v0n(a) i v0n(b) :

(13)
v0n(a) = R1a(�ij ; �ij) vn(a) +R1b(�ij ; �ij) vn(b);

v0n(b) = R2a(�ij ; �ij) vn(a) +R2b(�ij ; �ij) vn(b);

priqem posto�nnye R ne zavis�t ot n . Vospol~zuems� teper~ ocenkami
(7). Iz predyduwih ravenstv poluqim, qto��h(b) v0n(b)� h(a) v0n(a)

�� � 2C0R0

� jh(a) j+ jh(b) j �;
priqem R0

def
= max f jRka(�) j; jRkb(�) j j k = 1; 2 g

V dal~ne�xem dokazatel~stvo provodits� kak v punkte 1 x1 [7].
Takim obrazom poluqaets� ocenka tipa (11), v kotoro� figuriruet polo-
�itel~na� posto�nna� K(G; h; h0; q) , ime�wa� sledu�wee znaqenie:

K(G; h; h0; q) def
= 2C0R0

� jh(a) j+ jh(b) j �+K(G; h0; q):

Pri pomowi poluqenno� ocenki dokazyvaets�, kak v sluqae h(x) 2
Æ
W

(1)
1 (G)

(sm. (17) v rabote [7], ili punkt 3 ni�e), qto r�d
P1

n=1 hn vn(x) shodits�
absol�tno i ravnomerno v otrezke G . V silu polnoty ortonormirovan-
no� sistemy fvn(x)g11 i nepreryvnosti funkcii h(x) , summo� �togo r�da
budet funkci� h(x) .

2. Utver�denie (b) . Predpolo�im, qto funkci� h(x) prinadle�it
klassu W

(2)
2 (G) i udovletvor�et kraevym uslovi�m (5). Vypoln�� inte-

grirovanie po qast�m, iz (12) poluqim ravenstva

hn =
1

�n
�

bZ
a

h(x)L(vn)(x) dx

=
1

�n
�
�
� h(x) v0n(x)

��b
a

+ h0(x) vn(x)
��b
a

+

bZ
a

L(h)(x) vn(x) dx
�
;
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priqem �n 6= 0 . Tak tak funkci� vn(x) to�e udovletvor�et kraevym
uslovi�m (5), a �ti uslovi� �vl��ts� samosopr��ennymi, to dvo�nye
podstanovki isqeza�t. Takim obrazom, iz predyduwih ravenstv vytekaet,
qto

(14) hn =
1

�n
�

bZ
a

L(h)(x) vn(x) dx:

Absol�tna� i ravnomerna� v otrezke G shodimost~ r�dov
1P
n=1

hnv
(j)
n (x)

(dl� j = 0; 1 ) vytekaet iz sledu�we� formal~no� cepoqki ravenstv i ne-
ravenstv

1X
n=1

jhn v(j)n (x) j =
X

0�p�n�1
(�) +

X
p
�n>1

(�)

� (b� a)AC0 Cj khkC(G) + Cj �
X

p
�n>1

j L(h)n j
�
(2�j)=2
n

�

� D1 + Cj �
� 1X

n=1

j L(h)n j2
�1=2

�
� X
p
�n>1

1

�2�jn

�1=2

� D1 + Cj � kL(h)kL2(G) �
� 1X
k=1

� X
k<
p
�n�k+1

1

�2�jn

��1=2

� D1 + D2A
1=2 �

� 1X
k=1

1

k2 (2�j)

�1=2
;

gde posto�nnye D1; D2 ime�t oqevidnye znaqeni� i khkC(
)
def
= max

x2

jh(x) j .

Pri �tom my pol~zovalis~ ravenstvom (14), ocenkami (7){(9) i tem fak-
tom, qto L(h)(x) 2 L2(G) .

Ravenstva, figuriru�wie v formulirovke utver�deni� (b), dokazy-
va�ts� teper~ sledu�wim obrazom: pervoe (j = 0) kak v utver�denii (a) ,
a vtoroe (j = 1) pri pomowi klassiqesko� teoremy o differencirovanii
funkcional~nogo r�da.

3. Utver�denie (c) . Pust~ funkci� h(x) udovletvor�et kraevym
uslovi�m (5) i prinadle�it klassu W

(3)
1 (G) , i pust~ �n 6= 0 . Togda

spravedlivo ravenstvo (14), kotoroe, v silu differencial~nogo urav-
neni� (6), mo�et byt~ perepisano v vide

(15) hn =
1

�2n
�
�
�

bZ
a

L(h)(x) v00n(x) dx +

bZ
a

L(h)(x) q(x) vn(x) dx
�
:



O suwestvovanii klassiqeskogo rexeni�... 77

Esli L(h)(a) = L(h)(b) = 0 , to primen�� integrirovanie po qast~�m k
pervom integrale v pravo� qasti (15), poluqim ravenstvo

(16) hn =
1

�2n
�
� bZ

a

L(h)0(x) v0n(x) dx +

bZ
a

L(h)(x) q(x) vn(x) dx
�
:

Pri pomowi �togo ravenstva v punkte 3 x1 [7] poluqena ocenka

(17) jhn j � K(G;L(h)0; q) � 1

�2n
; �n 6= 0;

priqem znaqenie posto�nno� K(G;L(h)0; q) poluqaets�, esli v posto�nno�
K(G; h0; q) zamenit~ vse veliqiny, sv�zannye s funkcie� h0(x) , na sootvet-
stvu�wie veliqiny, sv�zannye s funkcie� L(h)0(x) .

Ocenku tipa (17) mo�no poluqit~ i esli funkci� L(h)(x) ne imeet
nulevoe znaqenie v koncah otrezka G , priqem predpolagaets�, qto vypol-
nenno uslovie iz zameqani� 5 : �11 �21��21 �11 6= 0 . Togda vmesto ravenstva
(16) spravedlivo ravenstvo

hn =
1

�2n
�
�
� L(h)(x) v0n(x)

��b
a
+

+

bZ
a

L(h)0(x) v0n(x) dx +

bZ
a

L(h)(x) q(x) vn(x) dx
�
:

Ispol~zu� �to ravenstvo i ravenstva (13), my ube�daems�, qto ocenka
tipa (17) spravedliva i v �tom sluqae, s posto�nno� K(G;L(h);L(h)0; q) ,
ime�we� sledu�wee znaqenie:

K(G;L(h);L(h)0; q) = 2C0R0

� j L(h)(a) j + j L(h)(b) j �+K(G;L(h)0; q):

Nakonec, v silu ocenok tipa (17) i ocenok (7){(9), imeet mesto sle-
du�wa� cepoqka ravenstv i neravenstv

1X
n=1

jhn v(j)n (x) j =
X

0�p�n�1
(�) +

X
p
�n>1

(�)

� (b� a)AC0 Cj khkC(G) + K(�)Cj �
X

p
�n>1

1

�
(4�j)=2
n

� D3 + D4 �
1X
k=1

� X
k<
p
�n�k+1

1

�
(4�j)=2
n

�
� D3 + D4A �

1X
k=1

1

k4�j
;
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iz kotoro� vytekaet, qto r�dy
1P
n=1

hn v
(j)
n (x) (j = 0; 1; 2) shod�ts� ab-

sol�tno i ravnomerno vo vsem otrezke G . Potom dokazyvaets�, qto
funkcii h(j)(x) �vl��ts� summami �tih r�dov sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo predlo�eni� 4 i zameqani� 5 zakonqeno.

x2. Dokazatel~stvo teoremy 1

1. Suwestvovanie rexeni�. Pust~ fvn(x)g11 { polna� ortonormiro-
vanna� sistema sobstvennyh funkci� neotricatel~nogo samosopr��enno-
go rasxireni� operatora (4), opredelennogo kraevymi uslovi�mi (5), i
pust~ f�n � 0g11 { sootvetstvu�wa� sistema sobstvennyh znaqeni�. Esli
vvedem oboznaqeni�

'n =

bZ
a

'(x) vn(x) dx;  n =

bZ
a

 (x) vn(x) dx; fn(t) =

bZ
a

f(x; t) vn(x) dx;

to iz predlo�eni� 4 vytekaet, qto na zamknutom intervale G spravedlivy
razlo�eni�

(18)

'(x) =

1X
n=1

'n vn(x);  (x) =

1X
n=1

 n vn(x);

(8t 2 [0; T ]) f(x; t) =

1X
n=1

fn(t) vn(x);

priqem r�dy shod�ts� absol�tno i ravnomerno v �tom intervale.

My budem iskat~ rexenie u(x; t) zadaqi (1){(3) v vide r�da

u(x; t) =

1X
n=1

vn(x)wn(t);

gde wn = wn(t) { funkcii, podle�awie opredeleni�. Primen�� k �to�
zadaqe formal~nu� shemu metoda Fur~e, i ispol~zu� razlo�eni� (18),
poluqim, kak izvestno, sledu�wee predstavlenie rexeni� :

(19) u(x; t) =

1X
n=1

vn(x)

�
'n cos

p
�n t +

 np
�n

sin
p
�n t +

+
1p
�n

tZ
0

fn(�) sin
p
�n (t� �) d�

�
:

Summa �togo r�da formal~no udovletvor�et differencial~nomu urav-
neni� (1), naqal~nym uslovi�m (2) i kraevym uslovi�m (3).

�
Zdes~ i v
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dal~ne�xem my predpolagaem, qto �1 > 0 . Napomnim, qto esli �1 = 0
�vl�ets� sobstvennym znaqeniem, to sootvetstvu�wi� qlen r�da (19)
dol�en imeet vid

v1(x)

�
'1 +  1 t +

tZ
0

f1(�) (t � �) d�

�
:

�tot vid formal~no vkladyvaets� v obwi� qlen r�da (19), esli sqitat~,
qto sin

p
�1 �p
�1

j�1=0 = � . V rabote [7] my (molqalivo) tak i sdelali.
�

Formal~no opredelenna� funkci� (19) �vl�ets� klassiqeskim rexe-
niem zadaqi (1){(3). Dokazatel~stvo �togo utver�deni� vpolne analogiq-
no dokazatel~stvu osnovno� teoremy iz raboty [7] (sm. tam x2: vs�du,
gde nu�no, nado pisat~ p = 2 i ispol~zovat~ neravenstvo Bessel� vmesto
neravenstva Rissa), i osnovyvaets� tol~ko na ocenkah (7){(9), na pred-
lo�enii 4, na ocenkah tipa (11) i (17), i na ravenstve (14). Krome togo,
analiz dokazatel~stva poka�et, qto spravedlivo pervoe utver�denie za-
meqani� 3.

2. O zameqani�h 1{3. Esli funkci� f(x; t) udovletvor�et uslovi�m
4�) , to v �tom sluqae to�e spravedlivy ravenstvo (38) i ocenka (39) iz
raboty [7]; teper~ nado pisat~ ~p = 2 . V silu �to� ocenki, dokazatel~stvo
zameqani� 1 vpolne analogiqno dokazatel~stvu sootvetstvu�wego zame-
qani� 1 iz �to� raboty (sm. tam x3: vmesto neravenstva Rissa ispol~zuet-
s� neravenstvo Bessel�).

Zameqanie 2 i zameqanie 2 v [7] identiqny.

Rol~ special~nogo uslovi�, nakladyvaemogo v zameqanii 3 na krae-
vye uslovi� (3), vy�snena v dokazatel~stve predlo�eni� 4. Po�tomu
my opuskaem sootvetstvu�wie detali dokazatel~stv vtorogo i tret~ego
utver�deni� iz zameqani� 3.

3. Edinstvennost~ rexeni�. Edinstvennost~ klassiqeskogo re-
xeni� zadaqi (1){(3) my doka�em priemom, ispol~zovannym v rabote [4].

Predpolo�im, qto zadaqa (1){(3) imeet dva klassiqeskih rexeni� :
u1(x; t) i u2(x; t) . Togda funkci�

u(x; t)
def
= u1(x; t)� u2(x; t)

�vl�ets� klassiqeskim rexeniem sledu�we� smexanno� zadaqi :

(20)

@2u

@t2
(x; t) � @2u

@x2
(x; t) + q(x)u(x; t) = 0; (x; t) 2 
;

u(x; 0) = 0; u0t(x; 0) = 0; a � x � b;

kraevye uslovi� (3):
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Krome togo, dl� l�bogo t 2 [0; T ] funkci� ut(x)
def
= u(x; t) udovletvor�et

uslovi�m predlo�eni� 4 (b) . Po�tomu dl� l�bo� toqki (x; t) 2 
 spraved-
livo ravenstvo

u(x; t) =
1X
n=1

cn(t) vn(x);

priqem ime�t mesto ravenstva

cn(t) =

bZ
a

u(x; t) vn(x) dx; n 2 N:

Tak kak u(x; t) 2 C(2)(
) , to cn(t) 2 C(2)[0; T ] , priqem na [0; T ] spravedlivo

c(j)n (t) =

bZ
a

@ju

@tj
(x; t) vn(x) dx; j = 1; 2:

Poka�em, qto funkci� cn(t) udovletvor�et differencial~nomu urav-
neni�

c00n(t) + �n cn(t) = 0

vs�du v intervale (0; T ) . �to vytekaet iz sledu�wih preobrazovani� :

bZ
a

@2u

@t2
(x; t) vn(x) dx =

bZ
a

�
@2u

@x2
(x; t) � q(x)u(x; t)

�
vn(x) dx

=

bZ
a

u(x; t)
�
v00n(x) � q(x) vn(x)

�
dx = � �n �

bZ
a

u(x; t) vn(x) dx:

(Pervoe ravenstvo imeet mesto v silu differencial~nogo uravneni�
(20), vtoroe { v silu togo, qto funkcii u(x; �); vn(x) udovletvor��t samo-
sopr��ennym kraevym uslovi�m (5) i L(u(�; t))(x) 2 L2(G) , a tret~e raven-
stvo vytekaet iz differencial~nogo uravneni� (6).) Takim obrazom,
imeem

cn(t) = B1n cos
p
�n t + B2n sin

p
�n t;

c0n(t) = � B1n

p
�n sin

p
�n t + B2n

p
�n cos

p
�n t; t 2 (0; T );

gde B1n; B2n { proizvol~nye posto�nnye.

Pere�dem teper~ k predelu lim
t!0

v predyduwih ravenstvah. V silu na-

qal~nyh uslovi� (20) i nepreryvnosti funkci� cn(t); c0n(t) v toqke t = 0 ,
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poluqaem ravenstva

B1n = lim
t!0

cn(t) =

bZ
a

u(x; 0) vn(x) dx = 0;

B2n

p
�n = lim

t!0
c0n(t) =

bZ
a

u0t(x; 0) vn(x) dx = 0:

Takim obrazom, dl� l�byh n 2 N; t 2 [0; T ] spravedlivo ravenstvo cn(t) =
0. No �to oznaqaet, qto u(x; t) = 0 na vsem zamknutom pr�mougol~nike 
 .

Edinstvennost~ klassiqeskogo rexeni� dokazana.

x3. Dokazatel~stvo teoremy 2

1. Ocenka funkcii u1(x; t) . Predstavim funkci� (19) v vide

u(x; t) = u1(x; t) + u2(x; t) + u3(x; t); gde

u1(x; t) =

1X
n=1

vn(x)'n cos
p
�n t; u2(x; t) =

1X
n=1

vn(x)
 np
�n

sin
p
�n t;

u3(x; t) =

1X
n=1

vn(x)p
�n

�
tZ

0

fn(�) sin
p
�n (t� �) d�:

�to mo�no sdelat~ , tak tak ukazannye r�dy shod�ts� (absol�tno i rav-
nomerno) na pr�mougol~nike 
 .

Ocenim snaqala funkci� u1(x; t) \qerez" funkci� '(x) . Dl� funk-
cii '(x) spravedlivo ravenstvo (14). Ispol~zu� �to ravenstvo i ocenki
(7){(8), my poluqim, qto dl� l�bo� toqki (x; t) 2 
 imeet mesto

ju1(x; t) j �
1X
n=1

j vn(x)'n cos
p
�n t j =

X
0<
p
�n�1

(�) +
X

p
�n>1

(�)

� AC2
0 �

bZ
a

j'(x) j dx + C0 �
X

p
�n>1

j L(')n j
�n

� AC2
0 � k'kL1(G) + AC2

0 �
� 1X
k=1

1

k2

�
�
�
k'00kL1(G) + kqkC(G) � k'kL1(G)

�
;

otkuda vytekaet ocenka

(21) max
x2G

ju1(x; t) j � D1

� k'kL1(G) + k'00kL1(G)

�
; t 2 [0; T ];
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gde polo�eno

D1
def
= max

n
AC2

0 +AC2
0 kqkC(G) �2=6; AC2

0 �
2=6

o
:

2. Ocenka funkcii u2(x; t) . Rassmotrim potom funkci� u2(x; t) . V
�tom sluqae, pri pomowi ocenok (7){(8) i neravenstv Koxi{Bun�kovskogo
i Bessel�, mo�no poluqit~

ju2(x; t) j �
1X
n=1

�� vn(x)  np
�n

sin
p
�n t

���� =
X

0<
p
�n�1

(�) +
X

p
�n>1

(�)

� AC2
0 T �

bZ
a

j (x) j dx + C0 �
� X
p
�n>1

1

�n

�1=2

�
� 1X

k=1

j k j2
�1=2

� (b� a)1=2 AC2
0 T � k kL2(G) + A1=2 C0 �

� 1X
k=1

1

k2

�1=2

� k kL2(G);

gde (x; t) 2 
 { proizvol~na� toqka. Po�tomu spravedliva ocenka

(22) max
x2G

ju2(x; t) j � D2 � k kL2(G); t 2 [0; T ];

priqem posto�nna� D2 imeet oqevidnoe znaqenie.

3.Ocenka funkcii u3(x; t) . V sluqae funkcii u3(x; t) dl� l�bo�
toqki (x; t) 2 
 spravedliva sledu�wa� cepoqka ravenstv i neravenstv :

(23)

ju3(x; t) j �
1X
n=1

���� vn(x)p
�n

�
tZ

0

fn(�) sin
p
�n (t� �) d�

����

=
X

0<
p
�n�1

(�) +
X

p
�n>1

(�) � AC2
0 T �

tZ
0

� bZ
a

j f(x; �) j dx
�
d� +

+ C0 T
1=p �

� X
p
�n>1

1

�
p=2
n

�1=p

�
� 1X

k=1

tZ
0

j fk(�) jr d�
�1=r

;

gde p 2 (1; 2] { proizvol~noe qislo, i 1=p + 1=r = 1 . Zafiksiruem toqku
t 2 (0; T ] i rassmotrim qislovo� r�d

1X
k=1

tZ
0

j fk(�) jr d�:
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V silu neravenstva Rissa poluqim, qto dl� l�byh n 2 N; � 2 [0; t]
spravedlivo neravenstvo

nX
k=1

j fk(�) jr � C
(2=p�1) r
0 �

� bZ
a

j f(x; �) jp dx
�r=p

;

otkuda vytekaet ocenka

nX
k=1

tZ
0

j fk(�) jr d� � C
(2=p�1) r
0 �

tZ
0

� bZ
a

j f(x; �) jp dx
�r=p

d�:

Takim obrazom, rassmatrivaem� r�d shodits� i imeet mesto neravenstvo

1X
k=1

tZ
0

j fk(�) jr d� � C
(2=p�1) r
0 �

tZ
0

� bZ
a

j f(x; �) jp dx
�r=p

d�:

Itak, iz (23) i predyduwego neravenstva vytekaet ocenka

(24) max
x2G

ju3(x; t) j � D3

� tZ
0

� bZ
a

j f(x; �) jp dx
�r=p

d�

�1=r
; t 2 [0; T ];

gde posto�nna� D3 imeet sledu�wee znaqenie :

D3
def
= max

�
(b� a)1=r AC2

0 T
(p+1)=p ; A1=p C

2=p
0 T 1=p �

� 1X
k=1

1

kp

�1=p �
:

4. Apriorna� ocenka. Iz ocenok (21){(22) i (24) okonqatel~no
poluqaem sledu�wu� ocenku dl� klassiqeskogo rexeni� zadaqi (1){(3) :

max
x2G

ju(x; t) j � D � � k'kL1(G) + k'00kL1(G) +

+ k kL2(G) + k kf(�; �)kLp(G) kLr(0;t)
�
; t 2 [0; T ];

gde D def
= max fD1; D2; D3 g .

Dokazatel~stvo teoremy 2 zakonqeno.

�ta rabota vypolnena pri finansovo� podder�ke Ministerstva
nauki i tehnologii Respubliki Serbii (proekt 04M01).
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