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DE PERTURBATION PARTICULIERE

D. Mentagui

Communicated by Gradimir Milovanovi�c

Abstract. We present necessary and suÆcient conditions for the lower semi-
continuity and exactness of the in�nimal convolution f�rg�, where f� and g� de-
note respectively the conjugate of two convex functions f and g. Our goal is to
characterize the stability of a minimization problem: infx '(x; 0) where ' is given
by '(x; u) = f(x) + g(x� u).

R�esum�e. L'objet de cet article est d'�etablir des conditions n�ecessaires et su�-
isantes pour la semi-continuit�e inf�erieure et l'exactitude de l'inf-convolution f�rg�

o�u f� et g� d�esignent respectivement les polaires de deux fonctions convexes f et
g. On montrera en particulier: une condition n�ecessaire pour que f�rg� soit sci,
est que l'ensemble

S
kx�yk<�[@f(x) + @g(y)] soit dense dans le domaine de (f + g)�

pour tout � > 0. Notre travail est motiv�e par la caract�erisation de la stabilit�e
d'un probl�eme de minimisation associ�e �a une fonction de perturbation ' de la forme
(x; u) = f(x) + g(x� u).

Introduction. L'objet de cet article est de donner des conditions n�ecessaires
et suÆsantes en terme de sous-di��erentiel �a " pr�es, assurant la semi-continuit�e
inf�erieure de l'inf-convolution polaire f�rg� o�u f et g sont deux fonctions de �0(X).
La semi-continuit�e inf�erieure et l'exactitude de f�rg� apparaissent en optimisation
convexe, lorsque le probl�eme �a minimiser se pr�esente sous la forme (voir [3], [5]):

(P) inf �(x; 0) o�u �(x; u) = f(x) + g(x� u)

o�u f et g sont deux fonctions convexes propres sci d�e�nies sur un espace localement
convexe, mis en dualit�e s�eparante avec un autre e.l.c Y . (les topologies de X et Y
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sont suppos�ees compatibles avec cette dualit�e). Le probl�eme dual de (P), not�e (P�)
est d�e�ni par:

(P�) supf���(0; y) j y 2 Y g o�u ��(v; y) = f�(v + y) + g�(�y):
Ce probl�eme permet d'interpr�eter plusieurs ph�enom�enes, tels que les prix en
�economie, les forces en m�ecanique o�u les multiplicateurs de Lagrange en program-
mation math�ematique. La stabilit�e du probl�eme (P) �equivaut �a inf P = supP �,
ce nombre est �ni et (P�) admet au moins une solution. L'�egalit�e inf P = supP �

se traduit par (f + g)�(0) = (f�rg�)(0), ce qui n'est autre que la semi-continuit�e
inf�erieure de f�rg� en 0. Les solutions de (P�) lorsqu' elles existent sont les points
d'exactitude de f�rg� en 0. Dans la section 3, nous comparons les hypoth�eses de
Joly [4] et celles d'Attouch-Brezis [1], relatives toutes les deux �a la semi-continuit�e
inf�erieure et �a l'exactitude de f�rg�. On montrera que l'hypoth�ese d'Attouch-
Brezis est plus faible que celle de Joly. Nous donnerons ensuite dans la section 4
une condition n�ecessaire et suÆsante pour la semi-continuit�e inf�erieure de f�rg�
en terme de sous-di��erentiel �a " pr�es. Ceci nous permet grâce �a un r�esultat de
Broendsted-Rockafellar [8] de donner une nouvelle condition n�ecessaire de la semi-
continuit�e inf�erieure de f�rg�, �a savoir que l'ensemble

S
kx�yk<�[@f(x) + @g(y)]

est dense dans Dom (f + g)� pour tout � > 0.

2. Pr�eliminaires. Soient X et Y deux espaces vectoriels mis en dualit�e
s�eparante par une forme bilin�eaire X � Y : (x; y) ! hx; yi. On munit X et Y
de topologies localement convexes compatibles avec cette dualit�e [2], [5]. �(Y;X)
d�esignera la topologie faible induite sur Y par cette dualit�e.

Dans la suite on d�esignera par �0(X) le cône des fonctions convexes semi-
continues inf�erieurement et propres, i.e non identiquement �egales �a +1 et ne pren-
nant jamais la valeur �1. Si f 2 �0(X) et C un convexe ferm�e de X on note par:
Dom f = fx 2 X j f(x) < +1g le domaine e�ectif de f . N(x;Dom f) = fy 2 Y j
ht � x; yi � 0;8t 2 Dom fg le cône normal �a Dom f au point x. epi f = f(x; �) 2
(X �R j f(x) � �g l'�epigraphe de f . f� : y 2 Y ! supfhx; yi � f(x) j x 2 Dom fg
la transform�ee de Legendre-Fenchel (ou la polaire) de f dans la dualit�e (X;Y ).
@f(x) = fy 2 Y j f�(y) + f(x) = hx; yig le sous-di��erentiel de f au point x au
sens de l'analyse convexe. @"f(x) = fy 2 Y j f�(y) + f(x) � hx; yi � "g le sous-
di��erentiel �a " pr�es de f au point x. f0+(x) = supf(f(x0 + �x) � f(x)))=� > 0g
la fonction asymptote de f . On v�eri�e ais�ement que cette expression ne d�epend
pas du choix de x0 dans Dom f et que la fonction asymptote de f� est donn�ee par:
f�(y) = supfhx; yi j x 2 Dom fg. 0+C =

T
">0 "(C � x0), le cône asymptote de C.

On v�eri�e classiquement que ce cône ne d�epend pas du choix de x0 dans C et que
0+epi f = epi f0+. L'inf-convolution de deux fonctions f et g de �0(X) est la fonc-
tion not�ee frg et d�e�nie par: x 2 X ! (frg)(x) = infff(u) + g(x� u) j u 2 Xg.
On dit que l' inf-convolution frg est exacte en un point x, s'il existe u 2 X tel
que (frg)(x) = f(u) + g(x� u).

Pour plus de d�etails sur ces notions et sur leur rôle crucial en optimisation
convexe on peut consulter [3], [5], [6], [8], [9].
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La fonction indicatrice d'une partie A de X est la fonction not�ee ÆA, qui vaut
0 sur A et +1 ailleurs.

2.1. D�e�nition [4] Soit f 2 �0(X). On dit que f est quasi-continue, si le
domaine e�ectif de f engendre une vari�et�e aÆne ferm�ee Lf de codimension �nie
et si la restriction de f �a Lf est continue en tout point de l'int�erieur de Dom f
relativement �a Lf , not�e ir (Dom f).

Exemples: a) f continue ) f quasi-continue. b) En dimension �nie, la fonc-
tion indicatrice d'un sous-espace vectoriel propre est quasi-continue mais non con-
tinue.

2.2. D�e�nition [4] On dit que deux fonctions de �0(X) sont unies si leurs
domaines ne sont que trivialement s�epar�es, c'est �a dire, s'il existe un hyperplan
ferm�e qui s�epare les deux domaines, il les contient tous les deux.

3. Comparaison des hypotheses de Joly et d'Attouch{Brezis pour

la semi-continuite inf�erieure et l'exactitude de f�rg�. Dans [4], Joly a
montr�e que l'inf-convolution polaire f�rg� est �(Y;X) sci et exacte en tout point
sous l'hypoth�ese:

(H1) a) f est quasi-continue b) f et g sont unis

Dans [1], Attouch et Brezis ont �etabli le même r�esultat sous l' hypoth�ese de quali-
�cation:

(H2)
[
��0

�(Dom f �Dom g) est un sous-espace vectoriel ferm�e de X:

L'objet de cette section est de montrer que l'hypoth�ese (H2), en apparence
di��erente de (H1), est en r�ealit�e plus faible.

3.1. Proposition. Soient X un espace de Banach et Y = X 0 son dual
topologique. Alors (H1)) (H2).

Pour la d�emonstration, on aura besoin du lemme suivant:

3.2. Lemme. Soient f et g deux fonctions de �0(X). Les conditions suivantes
sont �equivalentes:

i) f et g sont unies.

ii) E = epi f� \ �epi g�0+ est un sous-espace vectoriel de Y �R.

iii) F = fy 2 Y j f�(y) + g�0(�y) � 0g est un sous-espace vectoriel.

iv) �M est un sous-espace vectoriel de X o�u M =
S
��0 �(Dom f �Dom g).

Si l'une de ces propositions est v�eri��ee alors proj Y E = F = �M?(X;Y ).

v) Si de plus dimX < +1, les assertions pr�ec�edentes sont �equivalentes au fait
que M est un sous-espace vectoriel.

Preuve. i) est �equivalent �a ii) d'apr�es [4].
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i) , iii): L'ensemble F = fy 2 Y j hy; zi � 0;8z 2 Dom f � Dom gg est un
cône convexe. Pour qu'il soit un sous-espace vectoriel il faut et il suÆt qu'il soit
sym�etrique, ce qui est �equivalent �a:

8y 2 F sup
x2Dom f

hx; yi � inf
x2Dom g

hx; yi � sup
x2Dom g

hx; yi � inf
x2Dom f

hx; yi;

c'est �a dire, si et seulement si f et g sont unies. L'�equivalence iii) , iv) est une
cons�equence imm�ediate des �egalit�es F = �M? et �M = F?

v) Si de plus dimX < +1, le fait que �M soit un sous-espace vectoriel implique
que �M = ir ( �M) = ir (M) [10, Th. 6.3]. Comme ir (M) �M alors �M = M , ce qui
ach�eve la preuve. �

Remarque. Si dimX = +1, en g�en�eral la condition iv) n'implique pas v).
Il suÆt de remarquer qu' il existe des cônes convexes partout denses mais non
n�ecessairement des s.e.v.

3.3. Lemme. [4] Soient A et B deux convexes unis avec ÆA quasi-continue.
Alors ir (A) \ B 6= ;.

Remarque. En dimension �nie, la quasi-continuit�e d' un convexe est toujours
v�eri��ee; et deux convexes A et B sont unis si et seulement si ir (A)\ ir (B) 6= ; [10,
Th. 11.3].

Preuve de la proposition 3.1. Comme f est quasi-continue et Dom f et Dom g
sont unis, le lemme 3.3 implique que ir (Dom f) \ Dom g 6= ;. Quitte �a faire une
translation, on peut supposer sans nuire �a la g�en�eralit�e que 0 2 ir (Dom f)\Dom g.
En posant

Cf =
[
��0

�(Dom f) et Cg =
[
��0

�(Dom g)

et en utilisant la convexit�e de f et g, on obtient:

[
��0

�(Dom f �Dom g) = Cf � Cg = Lf � Cg :

Montrons maintenant que Lf � Cg est un sous-espace ferm�e: Consid�erons la sur-

jection canonique S : X ! X=Lf . D'apr�es le lemme 3.2, �M = Lf � Cg est un
sous-espace vectoriel ferm�e. Donc S( �M) est un sous-espace vectoriel ferm�e de
X=Lf puisque ce dernier est de dimension �nie. Comme S est continue alors

S(M) = S( �M). On en d�eduit que S(Cg) = S(M) est un sous-espace vecto-
riel de X=Lf . Il en est de même pour S(Cg) car dimX=Lf < +1. Ainsi
M = Lf � Cg = Lf + Cg = S�1(S(Cg)) est un sous-espace vectoriel ferm�e de
X , ce qui ach�eve la d�emonstration. �

3.4. Contre-exemples. Pour terminer cette section, montrons �a l'aide de
contre-exemples que si l'hypoth�ese (H2) est satisfaite, (H1) ne l'est pas en g�en�eral.
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a) Soient X un espace de Banach de dimension in�nie et f , g deux fonctions de
�0(X) telles que Dom f et Dom g soient des sous-espaces de dimensions �nies. Alors

[
��0

�(Dom f �Dom g)�Dom f +Dom g

est un sous-espace ferm�e. Les fonctions f et g sont donc unies, mais aucune d'elles
n'est quasi-continue car les codimensions de Dom f et Dom g sont in�nies.

b) Soient X = l1(N) muni de sa norme usuelle et P = fx = (�n)n 2 X j �n >
0;8ng le cône convexe ferm�e de X . Soient f et g deux fonctions de �0(X) telles
que Dom f = Dom g = P . On v�eri�e ais�ement que P engendre X et que l'int�erieur
de P est vide. Donc ni f ni g ne peuvent être continues.

4. Conditions n�ecessaires et suÆsantes en terme de sous-di�erentiel

�a " pr�es pour la semi-continuit�e inf�erieure de f�rg�. Le but de cette section
est de caract�eriser la semi-continuit�e inf�erieure de la fonction f�rg� en terme du
sous-di��erentiel �a " pr�es.

4.1. Th�eor�eme. Soient f et g deux fonctions de �0(x) telles que f +g n'est
pas identiquement �egale �a +1. Les propositions suivantes sont �equivalentes:

i) f�rg� est �(Y;X). ii) f�rg� = (f + g)�.

iii) Dom (f + g)� =
T
"

S
x2Dom f\Dom g

[@"f(x) + @"g(x)].

iv) 8� > 0, 8" > 0, 8x 2 Dom f \Dom g on a: @"(f+g)(x) � @�+"f(x)+@�+"g(x).
Si l'une de ces assertions est v�eri��ee, alors pour tout x 2 Dom f \Dom g, on a:

@(f + g)(x) =
\
"#0

[@"f(x) + @"g(x)]

Preuve. i) , ii): f�rg� est �(Y;X) sci si et seulement si f�rg� = f�rg�
o�u f�rg� d�esigne la r�egularis�ee �(Y;X) sci de f�rg�. Comme

(f�rg�)�� = (f + g)� � f�rg� � f�rg�

(voir [5, Chap. VI]) et que f�, g� et (f + g)� sont dans �0(X
0) alors f�rg� prend

au moins une valeur �nie. Donc f�rg� = (f + g)� [5].

ii) ) iii): En e�et, f�rg� = (f + g)� si et seulement si 8y 2 Dom (f + g)�

(f�rg�)(y) � (f + g)�(y)

o�u encore si et seulement si (f�rg�)(y) < (f + g)�(y)+ ", 8" > 0. Si cette derni�ere
in�egalit�e est v�eri��ee (" et y �etant �x�es), il existe t 2 Y , z 2 Y et x 2 Dom f \Dom g
(qui d�ependent de " et y) tels que y = t+z et f�(t)+g�(z) � hx; yi�f(x)�g(x)+".
On en d�eduit les in�egalit�es

f�(t) + f(x)� hx; ti � hx; zi � g(x)� g�(z) + " � "

g�(z) + g(x)� hx; zi � hx; ti � f(x)� f�(t) + " � "
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ce qui implique que t 2 @"f(x), z 2 @"g(x) et donc y = t + z 2 @"f(x) + @"g(x).
Par suite

Dom (f + g)� �
\
"

[
x2Dom f\Dom g

[@"f(x) + @"g(x)]:

Comme l' inclusion @"f(x) + @"g(x) � Dom (f + g)� est toujours v�eri��ee, on a
l'�egalit�e de iii).

iii) ) ii): Soit y 2 Dom (f + g)�, alors pour tout " > 0 il existe x 2 Dom f \
Dom g, tels que y = t+ z. Nous avons:

f�(t) + f(x)� hx; ti � " g�(z) + g(x)� hx; zi � ":

Par suite

(f�rg�)(y) � f�(t) + g�(z) � 2"+ hx; yi � (f + g)(x) � 2"+ (f + g)�(y):

D'o�u (f�rg�)(y) � (f + g)�(y) et ii) est ainsi d�emontr�ee.

iv) ) iii) est triviale puisque

Dom (f + g)�

=
\
">0

[
x2Dom f\Dom g

[@"(f + g)(x)] �
\
"#0

[
x2Dom f\Dom g

[@"f(x) + @"g(x)]:

ii) ) iv): Soient y 2 @"(f + g)(x) et � > 0. Il existe deux �el�ements t, z dans
Y d�ependants de y, ", x et � tels que y = t+ z et

(f�rg�)(y) � f�(t) + g�(z) � (f�rg�)(y) + �:

Ainsi

f�(t) + g�(z)� � � (f�rg�)(y) = (f + g)�(y) � "� f(x)� g(x) + hx; yi:

Par suite

f�(t) + f(x)� hx; ti � �+ "+ hx; zi � g(x)� g�(z) � �+ "

g�(z) + g(x)� hx; zi � �+ "+ hx; ti � f(x)� f�(t) � �+ ":

Ainsi, y = t + z 2 @�+"f(x) + @�+"g(x). En�n si l'une des conditions pr�ec�edentes
est satisfaite alors

@(f + g)(x) =
\
"#0

[@"(f + g)(x)] �
\
"#0

[@2"f(x) + @2"g(x)]

�
\
"#0

[@4"(f + g)(x)] = @(f + g)(x)
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D'o�u @(f + g)(x) =
T
"#0

[@"f(x) + @"g(x)], ce qui ach�eve la d�emonstration. �

Remarques. a) Une d�emonstration analogue �a celle du th�eor�eme pr�ec�edent
montre que les �equivalences entre i), ii), iii) et iv) du th�eor�eme pr�ec�edent restent
valables si on remplace f + g par une somme �nie de fonctions de �0(X).

b) Si Dom f \ Dom g est vide, la semi-continuit�e inf�erieure de f�rg� en un
point y n'implique pas n�ecessairement l'�egalit�e (f�rg�)(y) = (f + g)�(y): Soient
X = R2 et f , g deux fonctions de �0(X) d�e�nies par:

f(x1; x2) =

� �px1x2; si x1; x2 � 0

+1; si non
g(x1; x2) =

� �1=x1; si x1 < 0 et x2 2 R

+1; si non

On v�eri�e ais�ement que

f�(t; z) =

�
0; si t < 0 et z � 1=4t

+1; si non;
g�(t; z) =

� �2pt; si t � 0 et z = 0

�1; si non:

et que

f + g = +1; (f + g)� = �1 et (f�rg�)(t; z) =
�

+1; si z � 0

�1; si z < 0.

c) L'inclusion de iv) du th�eor�eme pr�ec�edent peut être stricte: Soient

f(x) =

�
0; si x � 0

+1; si non
g(x) =

�
1=x; si x > 0

+1; si non

On v�eri�e ais�ement que @"(f + g)(x) � @�+"f(x) + @�+"g(x), 8" > 0, 8� > 0

4.2. Corollaire. Soient f et g deux fonctions de �0(X) telles que f + g
n'est pas identiquement �egale �a +1. On suppose que

Dom (f + g)� =
[

x2Dom f\Dom g

[@f(x) + @g(x)]:

Alors: i) f�rg� est sci et exacte en tout point. ii) @f(x) + @g(x) = @(f + g)(x),
8x 2 Dom f \ Dom g.

Preuve. i) Pour tout " > 0 et x 2 Dom f\Dom g nous avons @f(x)+@g(x) �
@"f(x) + @"g(x). Par cons�equent

Dom (f + g)� =
[

x2Dom f\Dom g

@f(x) + @g(x) �
\
"#0

[
x2Dom f\Dom g

[@"f(x) + @"g(x)]

et f�rg� est sci d'apr�es le th�eor�eme 4.1. Soit y 2 Dom (f + g)�. Il existe x 2
Dom f\Dom g, t 2 @f(x) et z 2 @g(x) tels que y = t+z. On a f�(t)+f(x) = hx; ti
et g�(z) + g(x) = hx; zi. D'o�u

f�(t) + g�(z) = hx; yi � f(x)� g(x) � (f + g)�(y) = (f�rg�)(y);
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ce qui montre l'exactitude de f�rg� en y.

Si (f + g)�(y) = +1 alors (f�rg�)(y) = +1, ce qui montre encore
l'exactitude de f�rg� en y.

ii) On a toujours @f(x)+@g(x) � @(f+g)(x). Soit maintenant y 2 (f+g)(x),
il existe d'apr�es i) t et z dans Y tels que y = t+ z et (f�rg�)(y) = f�(t) + g�(z).
Comme (f�rg�)(y) = (f + g)�(y) et (f + g)�(y) + f(x) + g(x) = hx; yi alors

f�(t) + f(x) � ht; xi et g�(z) + g(x) � hz; xi:

D'o�u, t 2 @f(x) et z 2 @g(x). Par suite, y = t+ z 2 @f(x) + @g(x). �

Remarque. Le r�esultat du corollaire pr�ec�edent n'est plus vrai si on a seule-
ment:

Dom (f + g) =
[

x2Dom f\Dom g

[@(f + g)(x)]:

En e�et, soient X = R2 et f; g les fonctions d�e�nies par:

f(x1; x2) =

� �px1x2; si x1 � 0 et x2 � 0

+1; si non
g(x1; x2) =

�
0; si x1 = 0

+1; si non

On v�eri�e ais�ement que (fg)� = Æf(t; z) j z �)g et f�rg� = Æf(t; z) j z �)g est non
sci en (0; 0) cependant Dom (f + g)� =

S
x2�0

[@(f + g)(0); x2] = R�]�1; 0].

On se propose maintenant de donner une propri�et�e d'approximation de l'
ensemble des points o�u f�rg� est sci. Pour cela introduisons la notation suivante:

SCI(f�rg�) =
\
"#0

[
x2Dom f\Dom g

[@"f(x) + @"g(x)]:

Un raisonnement analogue �a celui qui est utilis�e dans la preuve de l'�equivalence
(ii) , (iii) du Th�eor�eme 4.1 montre que SCI(f�rg�) est l'ensemble des points du
domaine de (f + g)� o�u f�rg� est semi-continue inf�erieurement. En g�en�eral cet
ensemble n'est ni convexe ni ferm�e, cependant il admet la propri�et�e d'approximation
suivante:

4.3. Th�eor�eme. Soit X un espace de Banach de dual topologique Y = X 0

et soient f; g 2 �0(X) telles que SCI(f�rg�) soit non vide. Alors pour tout z� 2
SCI(f�rg�) et tout n 2 N , il existe xn 2 Dom f , yn 2 Dom g et z�n 2 X 0 tels que:

i) z�n 2 @f(xn) + @g(yn). ii) kxn � ynk ! 0 et kz�n � z�k ! 0 quand n!1.

iii) Si de plus X = Rp et si (xn)n admet une valeur d'adh�erence x v�eri�ant les
propri�et�es suivantes:

a) @f(x) et @g(x) sont non vides;

b) Il existe un couple (u�; v�) 2 @f(x)�@g(x) et une suite (u�n; v�n) 2 @g(x)
telle que (u�n; v

�
n)! (u�; v�) quand n!1;
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c) N(x;Dom f) \�N(x;Dom g) = f0g,
alors f�rg� est exacte en z�.

4.4. Lemme [8] Soient X un espace de Banach de dual topologique X 0et
f 2 �0(X). Soient x 2 X, " > 0 et x0 2 @"f(x). Alors, pour tout � > 0, il existe
x� 2 X et x0� 2 @f(x) tels que: kx� � xk � � et kx0� � x0k � "=�.

Preuve du th�eor�eme 4.3. i) Soit ("n)n une suite de nombres positifs qui
converge vers 0 et soit z� 2 SCI(f�rg�). Alors pour tout n 2 N , il existe an 2
Dom f \ Dom g, un 2 @"nf(an) et vn 2 @"ng(an) tels que z

� = un + vn et d'apr�es
le lemme 4.4, il existe bn 2 X , cn 2 X , rn 2 @f(bn) et tn 2 @g(cn) tels que:

krn � unk � p
"n; kan � bnk � p

"n; ktn � vnk � p
"n; kcn � ank � p

"n;

D' o�u kbn � cnk � 2
p
"n et krn + tn � z�k � 2

p
"n. Posons alors, z�n = rn + tn,

xn = bn et yn = cn. Ainsi, z
�
n 2 @f(xn) + @g(yn) et kxn � ynk ! 0, kz�n � z�k ! 0

quand n!1 i.e. i) et ii).

iii) La d�emonstration de ce point se fait en plusieurs �etapes:

Etape 1:

(4.1.) 0+[@f(x)] \ �0+[@g(x)] = 0

En e�et, d'apr�es a) et [10, Coroll. 8.7] nous avons

N(x;Dom f) = fx� j hx�; t� xi � 08t 2 Dom fg = fx� j (f� � h:; xi)0+(x�) � 0g
= 0+fx� j f�(x�)� hx�; xi � �f(x)g = 0+[@f(x)]:

De la même fa�con on d�emontre que N(x;Dom g) = 0+[@g(x)]. Ainsi, la condition
c) est �equivalente �a la condition (4.1).

Etape 2: Pour toute suite (Cn)n de sous-ensembles de Rp notons limCn
l'ensemble: limCn = fx 2 Rp j 9(nk)k une sous-suite, 9(xk)k; xk 2 Cnk et xk ! xg.
Si la suite (xn)n admet une valeur d'adh�erence x, on peut supposer (quitte �a extraire
une sous-suite) que (xn; yn)! (x; x). On v�eri�e ais�ement que lim @f(xn) � @f(x),
lim @g(xn) � @g(x). Par suite

(4.2) lim @f(xn)� @g(yn) � @f(x)� @g(x):

Soient pour tout n 2 N , Dn = @f(xn) � @g(yn) et rn = (u�n; v
�
n) la suite de b).

Notons D = @f(x)g(x) et r� = (u�; v�).

Etape 3: Montrons que limADn � AD o�u A d�esigne l'application lin�eaire
d�e�nie par A : (x; y) 2 Rp � Rp ! x + y. Pour cela on va s'inspirer de la
d�emonstration du th�eor�eme 3 [7]: Soit t 2 limADn, il existe alors une suite (tk)k
telle que

(4.3) tk = Awk ; wk 2 Dnk et tk ! t:
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Si la suite (wk)k n'est pas born�ee on peut supposer que kwkk ! +1 et wk=kwkk !
a quand n ! +1. Soit � un r�eel positif tel que sup krnkk < �. Pour tout
� > 0, il existe k0 2 N tel que kwkk > � + � d�es que k > k0. Il en r�esulte que
0 < � < kwk � rnkk pour tout k � k0. Comme Dnk est convexe alors:

(4.4) rnk + �
wk � rnk
kwk � rnkk

2 Dnk :

D'autre part nous avons (wk�rnk )=kwk�rnkk ! a par le lemme 1 [7]; et par (4.2)
et (4.4) on obtient r� +� 2 D. Par suite a 2 0+D. Comme kwkkA(wk=kwkk)! t,
kwkk ! +1 et wk=kwkk ! a alors A(a) = 0. Ainsi, a 2 KerA\0+D. En utilisant
(4.1), on v�eri�e ais�ement que cette derni�ere intersection est r�eduite �a 0 et donc
a = 0. Mais ceci est absurde car kak = 1. La suite (wk)k est donc born�ee. Elle
admet une sous-suite (wkp)p qui converge vers un �el�ement w de D en vertu de (4.2).
Par suite Awkp ! Aw = t 2 AD.

Etape 4: f�rg� est exacte en z�. En e�et, nous avons z�n 2 ADn et z�n ! z�

d'apr�es i) et ii) et z� 2 AD = @f(x) + @g(x) d'apr�es l'�etape 3. Par cons�equent
f�rg� est exacte en z� d'apr�es la preuve de i) du corollaire 4.2, ce qui ach�eve la
d�emonstration. �

4.5. Corollaire. Soient X un espace de Banach et f et g deux fonctions
de �0(X) telles que f + g n'est pas identiquement �egale �a +� et f�rg� 2 �0(X).
Alors: A� =

S
kx�yk<�

[@f(x)+@g(y)] est dense dans Dom (f + g)� pour tout � > 0.

Preuve. D'apr�es le th�eor�eme 4.1, nous avons SCI(f�rg�) = Dom (f + g)�.
Comme de plus A� � Dom (f + g)�, le th�eor�eme 4.3 permet alors de conclure. �
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