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UNE CONDITION DE FINITUDE

POUR LES SEMI-GROUPES

Cornelia Gutan

Communicated by �Zarko Mijajlovi�c

Abstract. Let S be a �nitely generated semigroup. Using the minimal
factorisation of every element of S we give necessary and suÆcient conditions for
the �niteness of S. The main result improves, makes more precisely and simpli�es
a previous result of Migliorini and Sz�ep [4].

1. D�e�nitions. Etant donn�e un alphabet A, on d�esignera par A� le mono��de
libre engendr�e par A, i.e. l'ensemble des mots �ecrits �a l'aide de cet alphabet, y
compris le mot vide, muni de la concat�enation comme loi de composition, de sorte
que A� est un semi-groupe avec un �el�ement unit�e qui est le mot vide. Pour chaque
mot u 2 A�, on d�esigne par juj sa longueur. On d�esigne par A+ le semigroupe libre
engendr�e par A, i.e. le sous-semi-groupe de A� form�e de tous les mots �a l'exception
du mot vide.

Lorsque l'alphabet A est totalement ordonn�e, on munit A� de l'ordre lexico-
longique �, o�u u � v veut dire

�
ou bien juj < jvj

ou bien juj = jvj et u pr�ec�ede strictement v dans l'ordre lexicologique

Lorsque l'ordre sur A est un bon ordre (lorsque A est, en particulier, �ni)
l'ensemble A� est lui-même bien ordonn�e par l'ordre lexicolongique, i.e. toute partie
X non vide de A� poss�ede un plus petit �el�ement: c'est, parmi tous les mots les plus
courts de X , le premier dans l'ordre lexicologique.

2. Une premi�ere remarque. Soient x; y des mots de A+ tels qu'il existe
z 2 A� pour lequel xz = zy. Il existe alors des mots u et v de A� et un entier
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m � 0 tels que x = uv; y = vu; z = xmu et j u j<j x j : En e�et, on �ecrit xz = zy
et on consid�ere la plus forte puissance xm;m � 0, par laquelle z commence. Ainsi
z = xmu, o�u le mot u ne commence pas par x: On a donc xm+1u = xz = zy = xmuy,
d'o�u xu = uy. Comme u ne commence pas par x, c'est x qui commence par u,
i.e. il existe un mot v 2 A� tel que x = uv et j u j<j x j et, en�n, uvu = uy, donc
y = vu.

3. Semi-groupes engendr�es par un ensemble �ni. Soit S un semi-
groupe engendr�e par un ensemble �ni � de g�en�erateurs. On munit � d'un ordre
total (alphab�etique) quelconque et on consid�ere le semi-groupe �+ muni de l'ordre
lexicolongique correspondant.

On consid�ere aussi l'homomorphisme canonique surjectif ' : �+ �! S. Pour
chaque �el�ement s 2 S, l'ensemble '�1(s) est non vide et renferme donc un plus
petit �el�ement w(s) que l'on appellera le repr�esentant canonique de s, i.e. w(s) est
le premier mot dans l'ordre lexicolongique pour lequel '(w(s)) = s.

On appellera rang de s la longueur jw(s)j de son repr�esentant canonique.
(Bien entendu, ce rang ne d�epend pas que du semi-groupe S; il d�epend aussi du
choix du syst�eme g�en�erateur � et de l'ordre alphab�etique choisi dans �).

Pour chaque entier n � 1, on pose alors

Bn = fs 2 S j s est de rang ng

An = fw(s) 2 �+ j s 2 Bn

C = C(S) =
[
n�1

An:

On a ainsi:

1) S =
S
n�1Bn, Bn = '(An), An = w(Bn):

2) Chacune des applications r�eciproques induites ' : An ! Bn et w : Bn ! An

est bijective.

3) Les ensembles C et S sont en correspondance bijective par: ' : C �! S et
w : S �! C: Ainsi la partie C = C(S) se pr�esente comme un calque du
semi-groupe S dans l'ensemble �+ des mots non vides sur �.

4) On observera en�n que tout facteur u d'un mot w de C appartient lui-même
�a C, i.e. si w = tuv 2 C, o�u t et v sont dans ��, alors u 2 C.

4. Un lemme technique. Voici, �a pr�esent, le r�esultat-cl�e qui constitue le
pivot des consid�erations �a suivre.

Lemme. Soit S un semi-groupe engendr�e par un ensemble �ni � de g�en�erateurs.
On associe �a (S;�) les suites canoniques (An)n�1, (Bn)n�1 d�e�nies ci-dessus. On
suppose qu'il existe deux entiers n � k > 1 tels que CardBn < k et Bn+k�1 6= ;.

1. Il existe alors des entiers r<k et q>n=r et un mot x2Ar tels que xq2Arq .
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2. Il existe au moins un �el�ement s 2 S de rang r < k dont l'ordre est strictement
sup�erieur �a n=r. (On rappelle que l'ordre de s est ord(s) = Card fsmjm � 1g).

D�emonstration: Puisque Bn+k�1 n'est pas vide, il existe un mot w =
g1 . . . gn . . . gn+k�1, au moins, appartenant �a An+k�1, o�u les gi sont dans �: Ainsi
les k mots suivants de longueur n appartiennent tous �a An:

w1 = g1 . . . gn

w2 = g2 . . . gn+1

...

wi = gi . . . gn+i�1

...

wk = gk . . . gn+k�1:

Or CardAn = CardBn < k. Donc deux au moins de ces k mots sont identiques,
i.e. il existe 1 � i < j � k tels que l'on ait wi = wj . On pose alors

x = gi . . . gj�1; z = gj . . . gn+i�1; y = gn+i . . . gn+j�1

o�u l'on a j � n+ i� 1 car j � i � k � 1 � n� 1. Ainsi xz = wi = wj = zy.

D'apr�es x2, on a donc x = uv, y = vu, z = xmu, juj < jxj, o�u u et v sont des
mots de �� et m est un entier tel que m � 0.

Ainsi, d'une part on a n = jwij = jxzj = jxm+1uj < (m+2)jxj. D'autre part,
on a xzy = gi . . . gn+j�1 qui est un facteur de w et

xzy = xm+1uvu = xm+2u:

Donc xm+2 et x sont des facteurs de w et appartiennent ainsi au calque C(S). De
plus, on a jxj = j � i < k et m+ 2 > n=jxj.

1. Ainsi x 2 Ar, o�u r = j � i < k et xq 2 Arq , o�u q = m+ 2 > n=r:

2. L'�el�ement s = '(x) 2 S est bien de rang r < k et son ordre est sup�erieur ou
�eg�al �a q, o�u q > n=r. �

5. Nouvelles remarques. Tout semi-groupe �ni est, bien �evidemment,
p�eriodique et engendr�e par un ensemble �ni.

Soit S un semi-groupe engendr�e par l'ensemble �ni � de g�en�erateurs et soient
(An)n�1 et (Bn)n�1 les suites que l'on a associ�ees �a (S;�) pr�ec�edemment.

1Æ Pour chaque n � 1, l'ensemble Bn est �ni, bien entendu.

2Æ Ainsi S est �ni si et seulement s'il existe un entier n � 1 tel que Bn = ;.

3Æ Supposons que, pour un entier donn�e n � 1, on ait CardAn = 1 et
An+1 6= ;. Alors, d'apr�es le lemme pr�ec�edent, o�u l'on fait k = 2, il existe un
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g�en�erateur g 2 � = A1 tel que gn+1 2 An+1: Donc le facteur gn de gn+1 est
l'unique �el�ement de An. Si donc w = g1 . . . gngn+1 2 An+1, on aura, �a la fois,
g1 . . . gn = gn et g2 . . . gn+1 = gn. Donc w = gn+1.

En r�esum�e: si CardAn = 1 et An+1 6= ;, il existe un g�en�erateur g 2 � tel que
An = fgng et An+1 = fgn+1g.

4Æ On a aussi le r�esultat suivant.

Si le semi-groupe S (engendr�e par un ensemble �ni) est p�eriodique et si, pour
un entier n � 1, on a CardBn � 1 alors S est �ni.

En e�et, d'apr�es 5.3Æ on remarque que g �etant d'ordre �ni, on a n�ecessairement
Am = ;, pour un entier m � n:

5Æ Par contre, quel que soit l'entierm � 2, il existe un semi-groupe S engendr�e
par un ensemble �ni � pour lequel CardA2 � C2

m et A3 = ;. C'est, en particulier,
le cas pour le semi-groupe bande rectangulaire S = f1; . . . ;mg � f1; . . . ;mg, o�u
l'op�eration est d�e�nie par (i; j)(l; k) = (i; k), avec comme ensemble g�en�erateur
� = fg1; . . . ; gmg, o�u gi = (i; i). On a bien ici: A1 = �, A2 = fgigj j i 6= jg,
A3 = ;.

6. Crit�eres de �nitude. Le th�eor�eme suivant am�eliore, pr�ecise et simpli-
�e des r�esultats ant�erieurs de Migliorini et Sz�ep [4]. On observera que dans la
condition (3) de ce th�eor�eme la p�eriodicit�e n'intervient pas.

Th�eor�eme. Soit S un semi-groupe engendr�e par un ensemble �ni � et soient
(An)n�1 et (Bn)n�1 les suites canoniques associ�ees �a sa pr�esentation (S;�). Les
trois propri�et�es suivantes sont �equivalentes.

(1) Le semi-groupe S est �ni.

(2) Le semi-groupe S est p�eriodique et il existe un entier n � 1 pour lequel
CardBn � 1.

(3) Il existe deux entiers n � k � 1 tels que CardBn < k et tout �el�ement s 2 S
de rang r < k est d'ordre inf�erieur ou �egal �a n=r.

D�emonstration: L'�equivalence des conditions (1) et (2) est d�ej�a contenue dans
les remarques donn�ees dans x5. L'�equivalence des conditions (1) et (3) d�ecoule du
lemme pr�ec�edent.
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