SUR LA TRANSFORMATION CANONIQUE DES EQUATIONS
DU MOUVEMENT D'UN SYSTEME NON HOLONOME

Par
ANTON BILIMOVITCH

Le fasc. Il -1V, Vol. X, Série Il d'Annali della R. Scuola
Normale Superiore di Pisa, 1941, contient une note de M. S.
Luigi Marchetti intitulée ,Riduzione alla forma canonica delle
equazioni del moto di sistemi anolonomi“. Or, en 1914, jai
publié dans les C. R. (t. 158, p. 1064 —~68) une note intitulée
»Sur les transformations canoniques des équations du mouve-
ment d'un systtme non holonome*, consacrée au méme pro-
bleme et oit jai appliqué la méme méthode — la méthode du
pfaffian et des équations de Pfaff — dont s'est également
servi M. S. L. Marchetti. Dans la présente note je donne quel-
ques remarques relatives au sujet précédent.

De méme que, pour traiter un probleme concret du mou~
vement d’un systtme holonome non libre, I'emploi des équations
de Lagrange de seconde espéce sans multiplicateur des liaisons,
est plus approprié que celui des équations de premikre espice,
avec multiplicateur des liaisons, dans le cas d'un systtme
non holonome il est- plus commode avoir & résoudre des équa-
tions également sans multiplicateurs de liaisons. Aussi ma
théorie des transformations canoniques fut-elle rattachée aux
équations sans multiplicateurs de liaisons. Ces équations
s'écrivent comme suit,

La position du systeme étant déterminée par les n+k
coordonnées ¢;, Qv (i=1,2, o m3y=4L2,....,k) et
s'ils existent k& liaisons d:fferenuenes pouvant étre mxses sous
la forme explicite suivante:
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(1) Onpv= > Guifi+a (v=1,2,...., k),

{=1

%, @y étant fonctions des coordonnées ¢i, ¢,+v et du temps,
alors les équations différentielles du mouvement peuvent s'écrire
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oit 'on a désigné par © la force vive T, expnmee comme fonc-
tion des vitesses indépendantes ¢’; (z—i 2,. ..., .n), de toutes
les coordonnées et du temps, par @y, Qn4v les forces généralisées,

par 6y la valeur de la dérivée 37: aprés en avoir éliminé les
-vitesses dépendantes.
Introduisons maintenant les nouvelles variables
P = 9
g’

ainsi que la fonction

H=3>pnq-0-U,

i=1

‘U étant la fonction des forces. On peut alors, en vertu de (2),
écrire le systteme d’équations

®) dpu: dge: gy dt - 50 2 .,

Opf va,p;-bb,, L({i=1,2,...,0;v=12, ...,k
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et q’,,+v=2b,,; p:+b, apres transformation en impulsions.
I==1

En appliquant maintenant la méthode de Pfaff, comme
nous I'avons montré dans la note citée plus haut, on aura les con-
ditions (6) de cette note comme conditions de transformation
canonique. Nous donnons ici ces conditions pour le cas

oT oU aap.{ B
oqxz-{-v 0q,,+v Oqﬁ_{_v ;0 (vp= ]!2, v, K)

lorsque les équations du systeme non holonome dans notre note
ont la forme

a, =0,

n
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(4) dp;:dq;:dt=~aé ,Z gfapj Fr
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En posant pﬂ;
N OH
(5) 2 % 55, =07,
. 7=1

les équations (4), quant a la forme, s'accordent avec les équa-
tions (7") de la note de L. Marchetti. Pour le systtme (4) les
conditions de transformations canoniques sont données, dans
notre note, sous la forme suivante: S

o(K*,T) oH {0(K*, T)
©) 0@ i zapi{o(a g [“"7"]}+

+§: g 4 8, ){%({i*pff)) [a,pi}}ei),

i=1
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oit a désigne I'une des variables t, ¢, p, et

O(KYT) 0K OT OK*OT o Z(ap,ao, oP,0Q,

9(c,B) Oa 08 0P oOx’ o o5 ~OF oo |

Chez L. Marchetti les conditions (13) sont écrites-en trois
groupes différents, mais sont identiques & nos conditions, si on
tient compte des équations (5). Ainsi, par ex., les conditions
pour ¢, s'écrivent

n
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Comme T'on voit, les équations (6) et (13)y ne different
que par leurs signes, dispositions des termes et notations.

Dans ma note sont citées aussi les données relatives au
cas trés intéressant, & savoir lorsqu'on donne la solution con-
crete du probleme en question. Outre cette solution, fournie
par le prof. Tchapliguine, aucun cas concret simple, 3 ma
connaissance, n'a recu de solution, pas plus des équations
générales que de celle relative au cas spécial (6).

Par conséquent la question posée n'a nullement perdu de
son intérét. Je dirai méme qu'avjourd’hui aussi, vingthuit ans
aprds, & mon avis, il me parait plus appropné méme dans le
cas d'un systeme non holonome, de se servir des équations du
mouvement dont on a éliminé les multiplicateurs de liaisons
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Communiqué le 8- XI- 1946
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O KAHOHUYKHUM TPAHCOOPMALIMJAMA
© JEIHAYMHA KPETAHbA HEXOJIOHOMHHUX CUCTEMA
- On :
A. BUTIMUMOBHTRA

Y Fasc. IlI—IV, Vol. X. Serie I, Annali della R. Scuola Nor-
male Superiore di Pisa, 1941, wramnan je uynaHak S. Luigi
Marchetti-a nog snacnosom ,Riduzione alla forma canonica delle
equazioni del moto di sistemi anolonomi“. Kako cam jour 1914
rogune oGjasuo y Comptes Rendus (1. 158. n. 1064—68) pan
noj HacnosoMm: ,Sur les transformations canoniques des équations
du mouvement d'un systeme non holonome*; xoju je nocsehex
MCTOM TIpeMeTy M rje je ynorpebibeHa HCTa METONA — MeTOja
M¢pag-osa uspasa u lpad-opux jennauuHa, — Kojy u S. L.
Marchetti ucropuinhasa, naﬁocm HEKOMMKO fpumenaba o 'rpe-—
THPaHOM MHTalbY. ‘

Kao wTo je 3a pemasate KOHKpETHMX npoGieMa O Kpe-
Taby HeCHOGOHHHX XOJOHOMHUX CHUCTema 3rojiHuje yrnorTpebiba-
Baty Jlarpanese jegHayuHe apyre Bpcre, 6€3 MHOXHTeba Be3a,
a He jelHauMHE nNpBe BPCTE Ca MHOXHUTE/LMMA Be3a, Tako je u
y cly4ajy HeXOJOHOMHOI CHCTeMa 8rofiuuje peilaBaTy jeaHauuHe
takohe ocnoGobene mHoxuTeba Besa. [Ipema Tome je M Moja
Teopnja KaHOHMYHUMX TpaHcgopmauuja Guia HajoBe3saHa Ha jel-
HayMHe 6e3 MHOXKHTe/ba Besa. Te jelHayWHe OBaKO Harienajy.

Axo je monoxaj cuctema onpeben ca i+ k KOOpIHMHATA ¢y,
Gniv ((=1,2,...,n; v=1,2, ... k) ¥ nocToju Kk nuepex-
IMjaIHUX Besa, KOje MOXKEMO HamucaTy y pelieHoj opmu

(1) V 9’n+v-—~’Zapfqg+av (r=1,2,...,k)

rie cy aw, a (byﬂxuu;e @i, Gniv M BpEMEHA, OHIA AudepeHu-
janHe jemHauMHe KpeTama MOCTajy ‘
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rie Ccy: © XxuBa cuna T, uspaxeHa Kao (QyHKUKja HE3aBHCHMX

O6psuna ¢y (i=1,2,..... , ), CBHX KOOpJMHATA M BpEMeHa,
: oT

Qi, Qnyv — TeHepanucane cune, by, BpRIHOCT H3BOJAA Somrs? u3
‘ Y ' ’ 4y

KOra Cy eluMHHuCaHe 3aBuCHe Gp3uHe. -
VBeuMO Cajl HOBe NMPOMEHLHBE

00
Gy
W pyHKUMjy
H-Zml-e v,
=1

rae je U ¢ynxunja cuna. Tana 1e Moryhe :43 (2) HAMUCATH CHC-
TeM jelHauMHa o

A o
(3) dpy: dg;: d%w : dt‘ 'oq‘ 2 aqrﬂ-v aw+S; Op
. . V=1
. _ | o -
:va;p;+bv:1, (i=1,2,...,n;v=-1,2,...,k)
=1
rae cy
- danf 9¢'ntn 0 nir ,
S, (P19t Gniv B) é O [ " og, 2 gy

(i= 1,2,;;.,‘»:;) :
U g gy = Zb,,, p: + b, mocne 'rpauccbopmncarba Ha umnyce.
i=1

n.,‘
-

Axo can npumeﬂumo ﬂcpa(posy meroml, Kax(e 1e TO NO-
Ka3aHO y NOMEHYTOM HaiuieM pajiy, HoGuhemo ycnose (6) Tor
pajlla Kao ychoBe 3a KaHOHHuHYy Tpancopmaumjy. Jlajemo obne
y IleTajbuMa Te yCloBe 3a Cayyaj

T _ oU day
"OGntvy  Outv OGniv
Pubjications de I'Institut Mathématique : 8

a,=0 n=12,....F)
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‘XaJl jelRHayHHe Ba HEXONOHOMHH: CHCTEM WBIJeNajy y paldy OBako

OH  ~~_ OH on
(4) fd{’i'dm"dts”‘aq;‘!”g dap api 1,
rae je v V -
P
Oay; Oy
=Sl -G
P .
AKO yBenemMo O3HaKy
n
o : oH
(5) 2 fj "i’“ "'Qf s
- &

jennaune (4) q)apmzxao ce noxnanagy ca 3ennaqxuaua (‘I”) y
unanky L. Marchetti-a. 3a cucrem (4) cy xox Hac HaTH ycnosu
8a raHOHuWYHe TpaHC(opmauuje ¥ TO y OGNUKYy

A(K"T) OH|JKAT)
© e(a"‘“,i)‘“““{"" e Z i 36 ) -l }‘*"

* é(*gﬁ'*z Y op; ){oo(ffz pT)) [“’”‘]}

J=1
rfie je o jenHa OX NPOMEHMBHBHX f, G, P: M

O(K%T) _OK*oT _ OK*G}" [0,8] = z(éPdeg éPngl)

(0, 8) 0x O os o’ da 08 Of Oa |’

Kogx L. Marchetti-a CY YCNOBH NOX (13) HaluCaHu y TpH
pasiuuuTe rpyne M MIEHTHYHO Ce MOKJNanajy ca Halumm ycio-
BMMa, aKO YSMEMO Y oﬁanp jexnaunte. (5) Ha npuMep, YCIOBH
83 ¢ uarnena;y OBaKO:

(13)u zi{ma o [e,pa( *o*)}m,r}--
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- OKOT_OKOToM (0K OT_OKoT) 0 o0
21:1{(0% 0g; 0g; Oqs) op: \0gs0p: Op; Oqs) o ' )
JOK 0T OKOT
QKOT KN (eenzen)
Kako Buamumo,-jennauynde (6) u (13)u ce pasnukyjy camo
3HAKOM, pacrnopesoMm 4JaHOBa H O3HaKama.
Y mom paly Cy HaBeJeHd jouml H MOJAUM O OHOM BPJIO
- MHTepecaHTHOM CIyyajy, KaJl je JaTO KOHKPETHO pelleibe HaBe-
IeHor nuTatba. CeMm OBOF peluewa, koje je gao npod. Tchapli-
guine, HHCY MM TNO3HATa, HH Ba KOjH Kouﬁperﬂu jeIHOCTaBHY
clly4aj, HMKaKBa peuierba He CamMo ONMWTHX jeJHAYUHA HO HHU
jedHauynMHa Ba cmeuujanan ciayvaj (6).
lMpema TOMe NOCTaBHLEHO HUTarbe HU Cal Huje M3ryGuio
 ¢BOj unTepec. Ho u jmanac, nocne pBajfeceT ocam rojuHa, Moje
je CKpOMHO MWibEbe fa je Broisuje M y CHyyajy HEXONOHOM-
HOP' CHCTEMA ONEepHCaTH Ca jeHayMHAMa KpeTaiba H3 KOjUX Cy
UCK/bYUeHH MHOXHTebH Besa. : :

17. V. 1942,
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