CONTRIBUTION A LA THEORIE DES INTEGRALES
DE LAPLACE

Par
VOJISLAV G. AVAKUMOVIC

1. Dans plusieurs de mes travanx j'ai étudié la manitre
dont se comporte la fonction A (u) figurant dans I'intégrale

laplacienne
o

I(s)=s ! e Au) du,

sachant que /(s) est convergent pour R (s)> o et uniformément
borné dans un domaine convexe, ayant avec l'axe imaginaire
‘un contact d'ordre k-1, avec 1 <k <oo, Dans ce qui suivra,
un tel domaine sera désigné par D,. Donc

[ 1(s){< M pour tout s € D;.

On rencontre, en outre, aussi I'hypothtse sur la _maniere
dont se comporte l'intégrale de Dirichlet de la fonction limite
lim 1(s), lorsque s tend vers un point du contour de D;. Dé-
signons cette intégrale par H (y), de sorte qu'en posant

Q)=liml (o+|tF+re)

Pon aura

+ o
1 in pt
Hp) =+ | FZ e a,

car il est évident que I'on peut prendre s =|¢{¥ + i\ pour I'équation
du contour de Dy.



92 V. G. Avakumovié
j‘adméts comme connu que par la nature méme du pro-
bleme Ia fonction A (#) aussi doit satisfaire une certaine con-
dition, appelée ,la condition de convergence“, dont je me ser-
virai sous forme
(K~-o0) liminf Min uf
u=w UL uw U
L ' k-1
ol U=u+euk et 0 £LB< %

Dans un travail antérieur [6] j'ai démontré entre autres,
le théoreme suivant relatif & ce probleme.

Théoreme 1. De

HO)=QO)+oly ™), yoon

{A(W)-A@)} = ~w(e)>0,0<e~0,

il s'ensuit
v A@=QO)+o(uF), u-roo
toutes les fois que la condition (K-o) est satisfaite.

« Dans ce qui suivra j'aborderai les théoremes du genre des
précédents par une méthode nouvelle, a laquelle je fus conduit
_en cherchant & approfondir celle que j'ai exposée dans le tra-
-vail cité, et qui s’est montrée nécessaire en vue de certaines
généralisations du théoreme énoncé. En méme temps je pré-
ciserai le théoreme I.

Théoreme A. De
H(p)=Q0)+0o(y-#), yreo
il résulte -
A(w=Q0)+o(u—?), ur »
‘toutes les fois. que la condition (K - 0) est satisfaite.
Pour abréger posons

+oo , .
&)= [ewl-lei+ids

! étant supérieur a 1 et
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+eo m
Kn (8,) =5A f exp[ - ((x —t))‘m?l]gm (A9

m étant le plus petit nombre pair supérieur 2 %, 8 et A étant
des nombres positifs.

Le théoreme A résulte des théoremes B et C en vertu des
théoremes D et E.

Théoréme B. De ‘
(H) H(p)=0(y~#), p>eo

et
4] N A= O(k 1 p},, aon

il re’salte, ‘pour tout 8>o et /\>o,
k o
fA(u"“ ) Kn (5,2 a)d1'==0( = =), e

J'avance dés ’mamtenant, 4 titre d'orientation du. lecteur,
qu’ils existent deux nombre & et A tels que, pour tout x,

_m_ _m_
(1) Cyexp [ - (C,x)m-l] < Kp (8,x) < C; exp [ - (C,x)m-l]
ot G, C,, C; et C; désignent certaines constantes positives.

Théoreme C. De
(h) H(p)=0(y=F), oo
et '
an - o A(H)BO,(II_"P!, yawo
il résulte pour tout e>o0 et 8> o,
kK Xte

(i) iiiuoosupv B" ‘SfA( uk- 1)exp[ (a(x u))”" ]dui<P(6)

X—8

oit P(8)+o0 lorsque 8-+ occ.
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“ Théoreme D. Soient 5 et A deux nombres tels que l'iné-

galité (1) soit satisfaite. De .
-4 k &
av) fA(u"-’) Kn (8,-u) du=0[x B"—’), uroe
et ’ 1
(K-0) uP{A(@)-A(uw)})>-w, pourtost s<w<u+u*
il résulte
A@=0@®*?), u>oo.
Théoreme E. De (Ill) il résulte .
_ A =0 ), uroo

toutes les fois que la condition (K -0) est satisfaite.

Au paragraphe 3 nous démontrerons les théoremes B et C.
Sur la démonstration des théorémes.D et E nous n’insisterons
pas, étant donné qu'elle est analogue a celle des O, resp. o-théo-
remes inverses de sommabilité.

Par contre nous nous proposons de démontrer que les
théoremes B et C avec les théoremes D et F donnent le
théoréme A. ~

De [(s)=0(1), s»0 et méme de

1(s)=0(s“7?£’3), 540

(ces conditions étant satisfaites d'apres |/(s)|< M s€Dy) on
obtient d’apres (K - O) (cette condition comme conséquence de
(K- o)), en vertu d'un O-théoreme inverse

- k—1

) A@w=0[a"® ‘B),u.,oo.

Sans restreindre les hypothéses proposées, on peut posér
Q(0) =0. De l'inégalité précédente et des hypotheses relatives
a la fonction I(s), il résulte d'aprés le théoreme B que (IV)
sera satisfait. ‘

Or, comme de (K - 0) il résulte (K - 0), le théoreme D sig-

nifie que (II) sera satisfait. Ainsi donc les hypotheses faites au
théoreme C sont remplies et I'on conclut que A (u) satisfait
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I'inégalité (lll). Finalement, en vertu du théoreme E, on
obtient

A(u)mo(u-ﬁ), g>oc,
ce qui démontre le théortme A. ‘

En terminant, je dois ajouter que le travail [7] de MM.N. Wiener
et H. R. Pitt rentre -aussi dans le domaine de I’étude précédente.
Iis ont, en effet, démontré le théoreme suivant: Etant donné
1(s)/s absolument intégrable le long de la courbe Li(s=|t|* +
-+ i\, - co<t< +00) telle que

1(s)=—ii—;l[f%dg
k

)

et qu'en outre A(u)>-C, alors pour tout £>0 on aura
LI
xtex®

1 .
V) x‘TfA(u)du=o(1), £->00.
1

Xx—ex k
Ce théoreme permet, en tenant compte des théorémes
B et D (tous deux avec B =0), d'arriver a I'expression (V), puis
aussi a la convergence de A (z) a condition toutefois que
celle-ci satisfasse la condition (K- O) avec B=0, l'inégalité (I)
étant une conséquence des inégalités I(s)= 0 (1), s»oo et (K-0).

2. Certains détails de la méthode que je .me propose d’ex-
poser sont connus de mes travaux antérieurs [5] oll je m'en
suis servi pour démontrer un théoreme analogue aux précé-
dents, mais se rapportant & une singularité exponentielle de la

1
forme exp [ -8 2"+1].
Pour démontrer les théortmes B et Cje me servirai des

Lemmes suivants,

Lemme L

(1) gl(r}=0(-l':'l—i?“g) s i—)oo.
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Démonstration: Voir G. Polya — G. Szegd. Aufgaben
und Lehrsédtze aus der Analysis. I (Berlin, 1925), p. 286.

Lemme II. Soit
F _k_
@(P,§)~B(y+§)fe‘“ {COSSn~COS[% {y""
. 0

—(yfg)i“f?)(y%é)ﬁ?”dn

avec ;
k-1
ao o k
et
B(u)=0(u?), u-co, 0£b<1.
Alors : : :
w -
f e (1) de=0(*~1), yroo.

-y
Ce Lemme est au fond identique aux Lemmes I, Il et Il

du travail [5] et aux Lemmes Il et Il du travail [4]. Aussi, je
me dispenserai d'en donner ici’la démonstration.

Lemme Ill. Soit
1 "
G(k,x)=§—fexp[~}»t"’ +|t]* +i;tt]dt. '

1l existent deux constantes positives Cy=Cy(2) et C,=C (M)
telles que ' )

@ - 1Gm< Coexp[ - Cix;,;:a]‘
Démonstration. Voir [5], p. 143, formule (4).
Lemme IV. Soit '

) Y0)- [B@aw-pa
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T (y) = f B(4) Kn (5, u—y) du,

B()=0@), s, 0<b<i
et y‘g‘t LW (y) bornée lorsque yroo. Alors.

lim sup yﬁm\F*'(y) <L

P

k
oit L=const.>0 ou=0 suivant que 3 ¥ W (y)= O (1) ou=o(1)
lorsque y—oo. , _
Démonstration. D'apres (1) et (2) pour ge(x) et
‘G (), x) sont valables les regles d'inversion et de composntxon
des mtegrales de Fourier, de sorte qu on a

e . | v
fei“t, G\ t)dt=n exp [ia}" - me‘]
et
f gAQG(h,x-—g) dg—— f ~iax 4, f e g;,(t) dt G(k, t)dt
@ e |
=i;—fexp [z’ax—)»a"‘} da
=3Agm(1\.x) ,

avecA ™ =1, Posbns
{—¢ g-{-e -

f W(G(A "",§~¢)df = f f f

— g—-s L4e

=]+l +Js -
Publications de I'lnstitut Mathématique . - 7
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On aura
£ Ste | k k
Igﬁr:rjz'-U (%)‘3ﬁt5?—7\1f(t)0(A‘"’,g—t)dt‘
| e S

k
< C,Max ' Be=7 l ¥(g) ' .
L-esl<l+te '
Le limsup dans le second membre de l'inégalité précédente ne
L=
dépendant pas de &, on obtient

k
limsup [¢Px—T],
Q=Q

< L [-4]
avec

¢rTv ).

L, =C, lim sup
E=G

On se rend facilement compte que d'aprés (2), limsup

k k
‘gf‘ﬁjl et lim supl;,f‘k_—‘lj, sont plus petits que M(g), M(e).
étant une fonction, tendant vers zéro lorsque €+ . Par consé-
quent, en choisissant € aussi grand que l'on voudra, on aura

lim sup

L=00

400
gﬁr'f-f\y(t) G(A—m,g—t)dt) <L,.

1
-~ 00

De la méme manitre on peut démontrer que

400 <00

Pl f d f exp [- (a(y-t));"éa]\zi(t)a(A ~me_g) dtI<L

—_—0 -0

lim sup

y=o

oll L dépend de L, de sorte que L et L, deviennent en méme
temps ou =const.>0, ou bien' =0. En substituant dans cette
intégrale (3) & la place de W (f) et en intervertissant I'ordre
d’intégration, ce qui est permis en vertu de (1), (2), B (4)=
O(?), uroco et



Contribution 4 ta théorie des intégrales de Laplace 0

() Kr(5,%)=0 ( exp*[———,—-'m]), P
2m
on obtiendra la conclusion du Lemme IV,
Lemme V. 1. Pour tout £>0, €>0 et §>0 il existe un
Ao= Aole, €,8) tel que :

m

m
(6) (8- G)exp[ ~(5x m—‘]él(,\(a,x)é(36+ G)exp[-—(&x 5*———‘]
pour tout A > A, et tout]x|<e.

2. lis existent un 8 et un A tels que

m

P iy

(1 Cyexp [ - (C4x)"'j‘1

< Kn(5,2)<C, exp { <C.x)'ﬂ""5]

pour fout —oo <X <eo. o
Ce Lemme est identique au Lemme HI du travail [5].
Lemme VI. Soit

an

R,(v)mfA(u)dufe”'k" COS ao(y +u) t dt,
0 L] ’

o o0

N
R(y)= | Awdu | e “¢ 'sine,(y-u)tat
[awaf

0

et »
' oc‘ k :
R;(Y)’fﬁ(a)dabfe”"‘,‘t”"’sinao(l’-l»a)tdt.
K ' ‘
Si
Y ) k-1
(8) A(u)=0(u ), u+oc avec o£y<-——r
alors ‘

Ri(y)"'o(VY“’k). -~ paroo, [ =1,2,8.
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Démonstration: D’aprés (1) et (8) on trouve
o

lks(y)!“!f/‘(u) ot cos%(

V—o
. Q0
< const. f u’

[

<pu |
\/E?

Bl et

~lyp+yp
s du

Vi

Y+1
< const, p*+1- "f ki

, y+1-k
mdi=0(y ), Y00,
0 .

Dapres (1), (S) et

)

mf,m N " B
\ o 2 ,
fe“' gt sinxtdta‘—;fe" cosx tdt
on aura -

R = U A(u>-f - sm%{

o (-4

@ _ k4t
mffA(u)z; x (yga)auje ! coscxo(

9

)tdti

u .

)tdt(

du

=]

Yk+k—lf ) t*fl— |at
<comsty & F} im .
" £ E o, (1 - t)i"*”

0

Posons

o 1—e

j’ ‘f ize i}f;“&lx/(y).;.]z(y).kl,(y).

[ 0
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On aura
1+e

; dtT L)
I ()’)<)’k —k W"O( yk k),y.a)m,

4]
De la méme maniere on obtient,

LO)=0[yFH), suen

-

Ak
Posons © = (1 —¢) ¥ . Alors
N b 2 S
I.(;!)<2“.'fp ' T dt
2
" : 8+r" J%(l f)’”’
_p _
En faisant la substitution
1k
t=1-yF
on obtient ) '
L k-1
; +gyT‘
e 1
L () <2Yy* f"‘“"‘g‘s“‘i{ﬁ=0( k),y—ma.
- o ®+h$i ;

_3y k
Lemme VI -De |I(s)|<M pour tout s € Dy et (8) il

- k
s'ensuit, en posant A (um) ~B(u),que
B0 +0a [ecos[ ey -+ 074
(O) -7 3

kY ) MyH-B)
-2ﬂH((I°}" ‘}+O( kT, paco.

L3

D émonstration. Sans aucune- restnctmn on peut supposer
que A(x)=0 pour tout 0=u<1.
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Donc

|

x .

[-.»}
k k
<const.|¢| fexp[-—]tl u+s’u]du
1

-O(egp[-—%}k]), t00,

puisque on a pour chaque €'>0, |A(u)| <const.exp{-e€'z]. On
conclut que la fonction
$““"""“1(e+ 18] +ingt)

est absolument intégrable le long de l’mtervalle (- =, + o0), Par
suite il existe l'intégrale

+o0 .
sin o, x
f Y
ol nous avons posé
[#]* + oyt P
I, ()= SH I T Tt tl(s+ftl + fogt).
Puis, ayant
+°°i o0 .
sin . sinogxt |, .
f-E$—xtl(e+}tl*+lecot)dt-fM—&(Et”—-{l(s'r{ti"-i-t%t)

T 00, -

-1, (t)} dt

)
"f A(u}e*‘”c‘afe“’k”{c()sa,,(x~u)t-cos<x,,(x+u)t
- . 1]

k=1 F
X smao(x~u)t+-—a—o—sm(x+u)t}dt

et le passage £-+0 au second membre étant permis, en vertu de
(1) et (8),et, en outre, la deuxidme intégrale au prem:er mem-
bre tendant vers 0 avec €-+0,—~ on aura
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Fee > S ;

fsm;c:.,t Q(t)du-f A(u)dufe“t bcosa,(x—u)tdt
0

[} 0

- 0

~R()- - R®)+ o R(3),
¢'est-a-dire; d'aprés le Lemme VI,
o - ) )
%‘H(aox)a f A(u)du f et ¥ cosay (x~u)tdt+ O(xT T F) rave,
0 [} .

Les substitutions

et . t=nH

conduisent en définitive a la re}anon 9).

, 3. Démonstration du Théorgme B. En partant
de (1) et (8) (avec y = "7~ B) on aura, d'apres (9) et (H),

f B 1Y J eos| T - 0497 015

g
- O(V 3*7“),y+oo,
d'olt l'on obtient, en vertu dn Lemme Il (avec b=1 —-B’,;%“;):

k

fB(y+g)d§fe n* costndn = 0( “"—‘i), y00
c’est-é—dlre

a o ve-olyr), e,
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Dpnc, d’apres le Lemme IV'(a\%ec L >0 en vertu de (10))

k
fB(a) Ka (s,u—y)daza(y—ﬁm),y.m
0 . _

ce qui démontre le théoreme B.

Démonstration du Théoreme C. D'apres IV, (8)
(avec y=0), (9) et (h) on aura

e . . k
fB(_V-f'E,)dgfe“‘x cos [q‘,{yﬂm
) b

-y
-G +9FT |0+ o [7PFT)
d’oli, en vertu du Lemme Il (avec b=0), il suit
[*] o0

k k

fB(y+§,)dtfe“‘l cosquan(y“"F—'-“i),y-pm
—3 g9 ; ‘ ) ‘
¢'est-a-dire
-g....!‘._ .

(1) Y()=o(y PFT), pro.
Donc, d’apres le Lemme IV (airec L=0 en vertu de (11)),

k
fB () Kan (8, u~y) du= 9( y “6"”}},,!’»00
: A ,
et par suite
S 4e

. “.L N :
P75 B+ OKABY G =0 () -0, (A,8,8) 52

PR S

oil nous avons posé

<§>y(f\,a,e>=){§*%{ f_ + f }m«-s)KA ®.d.

.—j’ 8 .
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Drapres (5) et (IV), pour chaque £>0 il existe une fonction
P(5) telle que

lim sup |d>,.(/\ 3, e)§_xP(6)—>0 840,

y_
En choisissant A sufflsamment grand on aura, d’aprés (6),

nSP(S)

+
lxmsuply"ﬁfB(y+S)eXP[ (SQF”—:_‘] < Sn-¢

=00

- &

ce qui démontre le théordme C, puisque € -0 lorsque A +o.
Présenté le 31-111-1941.

- -

NMPUJIOT TEOPHUJU LAPLACE-OBUX UHTEIPAJIA
Ox
BOJUCHABA I'. ABAKYMOBHBRA

Hexa je A(u) nedunucaHo 3a u#>0 ¥ OrpaHuyeHe BapH-
jauuje y CBaKOM KOHaYHOM pa3Maxy,

o]

I1(s)=s f e " A(u)du

0

KOHBEpreHTHO 3a R(s)>0 M yHH(OPMHO OTpaHMYEHO 3a CBe S
Heke O6JNaCTH KOja Ca MMarMHapHOM OCOBHHOM KMa JODHD k1
pena ca k> 1. He orpauuyaBajyhu npeTnocraBKke MOXeMO y3eTu
Ia je py6 oBe OGNAcTH JAT jeNHAUMHOM §=|Zf[|*+i)f, rxe je &
HeKH peanad G6poj. Jlame Heka je ,

Q(®)=1im I(c+|t|*+ire)
€==0

(-1 f S‘“}"Q(z)dr
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MpernocraBky
lim inf Min uP {AW)~A@))=0(1),0<e~0,
=00 lt‘ﬁlt
roe je U =zz+ea7? osHaunhemo ca (K—o), a npernocTraBKy
1
ut {A()-A(u)}>0(1) sacse u<u' <u+u*
osnaunkemo ca (K-0). Ilpu Tome je o<CB <!‘-;——1~.
Ayrop nokasyije:
Cras A, M3 H(y) o(y~8), yroo u (K-0) csaedu
A(w)=0(u*), urco.
Pann nakuier ¢opmyancarba nomohﬂux CTaBOBa CTABUMO:

gm(x)=—;—fexp{~jt[m—ixt].

npu yemy je m Hajmatbu napuu Gpoj Behu of &, U
+oo o o
K ()50 [ exo] ~(665-0)7 [gm 0,

re Cy t u A udBecuu mosutusHu Opojesu. OpujeHTauuje panu
CTIOMEHMMO Ja MOCTOjH TaKBO § >0 M TaKBO A >0 Jia je 3a CBe X,

(1 G exp[ = (cgx) "'*g_‘} < Kp (8,x)< Cyexp [ - (C&x)m’"%] ,

npu yemy cy C,,C, C, # C, M3BECHU NOBHTHBHH GPOjeBH.
CnomeHyTH NOMOKHH CTaBOBH Ce Talla MOr'y oBako ¢op-
‘Mynuca'm

Cras B. Uz H(y)= O(y F),y-mu Au)= O(u * "'3}
33 u-rco CAEOU 3a CBAKO 8>0 4 A >0,

2 IA( FL)K,\(Sx wydu~0 ( “?’?Tli"f); x40,

Cras C. Mz H(p)=0(y*), ysco & A()=O0(u"), u-roco
cAedu 3a cBGXO >0 U 3> 0 ’
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X+e

k k ’ '
(3) limsup xﬁk"—’TSfA(u“lE’:‘i)KA(B,x-u)du <P(8)»0,8>00,
X =00

X—~g -
‘CrtaBs D. U3 (2) (ca @aksum 8 u A 0a savcu (1)) u (K-0)
caedu A(u)=0(u?), u»co.

Cras E. H3 (3) u (K-0) caedu A(u)=0(u"?), urco.

REFERENCES

V.G Avakumovié—

[1] Théorémes relatifs aux intégrales de Lap{ace-‘su: leur frontidre de
. convergence. C. R. Acad. Paris, t. 240, p. 224 (1887).

[2] Ueber das Verhalteti Laplacescher Integrale an der Konvergenzgrenze
mit neuem Beweis eines Satzes von Hardy-Ramanujan iiber das
asymptotische Verhalten der Zerfilllungskoefiizienten. C. R, du 2-me
Congr. interbalkan. des Math. Bull. Math. Soc. Roum. Sci. 40,
Nr. 1/2. S. 101106 (1938). :

[8] Bemerkungen iiber Laplacesche Integrale, deren Wachstum vom Ex-
ponentialcharakter ist. Il. Math. Zeit. 46, 1. S. 6769 (1940).

[4] Ueber das Verhalten Dirichletscher Reihen am Rande des Konvergenz-
gebietes. Math. Zeit. 48, 5. S. 650664 (1940).

[5] Bemerkungen iiber Laplacesche Integrale, deren Wachstum vom Ex-
ponentialcharakter ist. Ill. Math. Zeit, 47, 1, S. 141 - 152 (1940).

[6] Théoremes relatifs aux intégrales de Laplace. Thidse (en serbe),
Beograd (1939).

‘ Wiener N. & Pitt H. R.— oo
[7] A generalization of lkeharas theorem. J. Math. Phys. of the Mass.
Inst. of Technology. 17, p. 247258 (1939).
Wiener N.—
[8] Tauberian theorems. Ann. of Math. (2) 83, p.! 100 (1932).



	091.tif
	092.tif
	093.tif
	094.tif
	095.tif
	096.tif
	097.tif
	098.tif
	099.tif
	100.tif
	101.tif
	102.tif
	103.tif
	104.tif
	105.tif
	106.tif
	107.tif

