AIRES ET VOLUMES ;
VELOCIDIQUES ET HODOGRAPHIQUES
DANS UN MOUVEMENT DU FLUIDE

Par
I4 N "
ANTON BiLIMOVlTCH

Dans une ﬁé&é“{f} D. Pcmpem a analysé la condition

' % o
(1 | axtay=0
des projections (4, v) de la vitesse d’un point (¥, y) dans un mou-
vement plan du fluide, en se proposant d’en donner la forme
intrinséque, indépendante des coordonnées choisies. Il trouve

‘pour cette forme le théortme exprimé par ’équation

2 - Ay=Ac+A4n, .

Ac 6tant I'aire limitée par une courbe fermée dans un fluide;
Ay - l'aire limitée par le lieu géométrique des extrémités des
vitesses dont les origines se trouvent sur la courbe C; Ay —Vaire
limitée par les extrémités de ces vitesses avec 'origine au mé- -
me point de T'espace. Tous ces éléments géométriques se rap-
portent aut méme instant. Nous appellerons Ay—aire véloci-
dique, Ay -aire hodographique de l'aire Ac donnée
dans un mouvement plan du fluide.

La condition (1) doit étre considérée comme une condi-
tion différentielle, tandisque (2) comme une condition intégrale.

Avant tout il faut faire remarquer que la théorie du champ
vectoriel fournitla forme intrinséque bien cennue de la condition
différentielle (1). On sait que le premier terme de la condition
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(1) n’est autre chose que la divergence du vecteur-vitesse. Par
conséquent cette condition peut s'écrire

2 du Ov
3) divV= ox oyFO.
- .
olt V est la vitesse du point du fluide. La notion de divergence
étant un élément mtrmseque, il en résulte que la condition (1)
Pest aussi. Les raisons qui confirment la nature mtrmséque de

divergence sont les suivantes,

1. La divergence du vecteur V peut étre définie par la for-
mule mtrmséque

(V dn)

lL_[ds

ofl dn est le vecteur ayant la direction dela normale au contour
L de T'aire S et de grarideur de celle d'un élément de longueur
de ce contour, et dS-1'élément de l'aire S.

2, La divergence est le premier scalaire invariant de I'af-
fineur (du tenseur au sens généralisé) qui caractérise la variation

du vecteur V dans les différentes directions® du plan.
It va de soi que la condmon dlfférentnelle

div V= hm

4) ' L div V=0
doit entrainer la condition intégrale
5 Ay = Ac + Au,

citée par D. Pompeiu. . . ' .
La condition (5) peut étre déduite de (4) par la voie vec-
torielle en se servant du procédé élémentaire suivant.

- Les trois aires Ay, Ac, et Ay peuvem étre déterminées
par les relations

(6) 24y - f (F+ V, dny),
0 24c- [ dno)

@), 24y [ do,
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6& -; est e vecteur du point di contour de Iaire C, d;v, d-;zc,
dnH les vecteurs perpendxculaires aux comtours correspondants
aux valeurs des éléments de ce contour.

En prenant sur le contour C (Fig. 1)
en plus du point M un point infiniment
voisin M', puis en construisant le frian-
gle NN, N' dont les sommets sont les

extrémités de la vitesse V avec Tori-

gine au point M, de la vitesse V avec -
origine au point M’ et de la vitesse

l})’ du point M’ avec l'origine au point
M — les cOtés NN,=MM', N, N et
NN' de ce triangle donnent alors les.
éléments: du contour C, de I'hodo- <~

graphe de ﬁm%espom& ducon- - - Fig1-
tour et de la vélocide de ces points.

5> -+
En construisant maintenant les vecteurs dny, dne, et dng.
ils - formeront un triangle semblable au trxangle NN,N' tel
que l'on aura

- -+ -
dny= dne+ dny.

En portant la vaieur du vecteur duv ainsi obtenue dans
(6), on pourraTécrire -

24y~ .f(r+ v, dnv)'-{(?ﬁ/ dne +dng) =
) z[(r dac)+J(V dng)-&}[(r, dnﬁ)-»!v FAR

-24c +2AH+£(r, dnH)+_£(V dne).

Nous allons montrer que les deux dernieres intégrales
sont nulles,

Pour 1a dernitre des deux ceci résulte du raisonnement
swivant,
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~ En apphquant le théortme de Gauss au contour C, on aura
pour les points pour lesquels nous construisons le vecteur V

Z[(V,dm;-)- f_fdw v.ds,
ol S est laire limitée par le contour C et dS son élément
Mais, comme div V- 0, on a
o
(10) o jc' (V, dnc) = 0.
~Quant & la premitre intégrale
o> >
JGdany, -
qui est étendue au contour_f, le-théoreme de Gauss donne
(1 1) i(r dny) = f f dzv.,r da,

ot on a désigné par o [Paire limitée par le courbe H (Fhodo-
graphe) et par dw_‘;r la divergence du vecteur r considéré
comme fonction du vecteur _I}

- Moﬁtrons maintenant que de la éondition .

div V= diny V=0

il s'ensuit la condition r
(12) D div.‘;?-fd?
maié seulement déné Ié’s' cas du mouvement plan du fluide.

- Si

(13) o : V-= V(r), L
a cette équatxon vectorielle correspondent les équations scaiaires/
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. . d=u (x’.y)}
14 ‘
(1) v=v(xy)
et la valeur de la divergence
Oou, Ov
dzv.., V- FTAR T T

En résolvant maintenant I'équation (13) par rapport a ;':
on pourra écrire

> >
r=r(V);

a cette équation correspondent les équations scalaires
x=x(up), '

Lo y=y(ap)

et la divergence 7

- .. dx Oy

dw.;r- o + w

Puxé; en différentiant les équations (14), d’abord par rapport
3 u et ensuite par rapport 2 v, on aura les deux systémes

d’€quations
Ou dx du dy

Oxdu oy ou’

890:(: ov oy
xout oyou’

éu0x+0ady .
Oxdv oyov’

ov dx ov oy
Oxdv dyév ‘

1=
' 0-
0=
1=
d'olt P'on déduit
o 1o dy_ 10w
; ‘0w Aoy’ ov Aox
et ’

. Ox OV 1/0u oOv
(15) out o= A(dx Oy)
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ofl

podudv_dudv
0x0y 0yox

De (15) il résulte que la condition
ﬁ
diV_.)V-O
r .

entraine la condition (12).
Ceci étant, de (11) nous pourrons conclure que

J(_;, d—;lﬂ) =0.

Ainsi donc, nous avons démontré que, en effet, dans I'équation
(9) les deux dernitres intégrales sont nulles, de sorte que de
cette équation il résulte

Av=Ac +Ag,
équation que I'on peut énoncer sous forme du théoreme suivant:

Dans le cas du mouvement plan d'un liquide incompressible,
l'aire vélocidique d’une aire déterminée du liquide est égale a
la somme de cette aire du liquide et de l'aire hodographlque du
méme domaine,.

D. Pompeiu considere cette propriété du mouvement d’un
liquide incompressible comme étant I'expression intrinstque de

la condition d’incompressibilité. De ce qui précede il devient -

apparent quel role jouent la divergence, ainsi que la condition
qu'elle est nulle, dans le théoréme énoncé ci-dessus.

Passons maintenant a I'étude du mouvement d'un fluide
dans I'espace et examinons les relations qui existent entre le
volume vélocidique, correspondant.2 un domaine déterminé du
liquide, le volume du liquide de ce domaine et le volume
hodographique.

“Considérons dans le liquide un tetraddre infinitésimal MM,
> -
MM, (Fig.2) ayant pour vecteurs de position des sommets r, r,

-+ :
ry, ry et désignons ses arétes, considérées comme vecteurs, par
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3 >
MMiﬂml-l'l"'f,

e T S 4 ~

MA'LJ My=ry,—r,
= R
MM =Qly=Ty=T.

En désignant, en outre, par AZc le
volume de ce tetraédfe, on aura,
d'apres - 1a fomule bien connue, Fig.2

(16) ~ 6AZc = (ml[mml)
Construisons” pour les pomts M M,, M,, M, du liquide les

vitesses et désignons les par V Vi, V,, V, Soit AZx le volume
du tetraddre hodographxque, que 1'on p&ut expnmer par Ia
formule o :
a7 ‘} GAZH-(%* *i’{l?*-' V V V})'

Enfin, désxgnons par AZy le volume du tetraddre véloci-
dtque, ce demner sexpnmant par la formule

6AZy = (V= Vg [Vom Vetiy, Vo= Vmlh

; Cette relatxon peut étre développe et mxse sous la forme
suivante

+

6AZy = (myLmym]) + (Vi - V[V, - VJ& -+

A= . I B I T
+(m[Vy=V, Vo= VD +(m[ V-V, V- VD +

IS T T . S A e I
+j(jn.[V -V, Vo= VD +(Vy~ V,[mym]) +
+(V3 V{m.m;])-%(v V [m,mzl)

Or, en tenant compte dés relaﬁons (16) et (17), cette
dernitre équation peut s'écrire . ,

(18) , AZV-AZc+AZH+U +U,
ox’:lonaposé_z:- N
(19)  6U,=(m [V, v, i’/ V)+(m2[V, v, V, Y+

+(mf V- VV VD,
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(20) 6Uy=(V, - V,[mums]) + (Vy~ V, Imgm ) + (Vs - V, [m,m,]).
Calculons d'abord I'expression U,. De (20) on a

@1) 6y =(Vilmymgl)+(Valmymy]) + (Vilmyms]) -
- I OO
—(V, [mgmg} + [mgm,] +[m,m,]).

Si I'on prend maintenant le c0té MMM, de notre. tetra~f
édre et I'on désigne les vecteurs—arétes comme suit:

. . MMz””g, . MMg“a’_, MM “Hg,’
il est alors facile de montrer que l’on a, par exemple,

22 tm,m,m»z,mmmma- ~[md.

De 1a position du vecteur il smt

e B S A T e
nie’ms mz, ng""ml ma, ”gme""'mio

En partant de ces. equat:ons nous transformerons notre
somme de la fagon suivante: :

 Dmat] + [ty + (0] = Db + [ty s ] =
~ [y~ g g1+ [y ] =

"~‘“{”1mn}+[’31m11"
i T e &
: '{nn mx"“ma] "’{31”:] - "[”:”1]1'
ce qui donne le résultat cherché (22). -
En vertu de (22) et(2)ona

6U, = (V{”enx}) +( Vx[mzf’la]) + (Vg{ma’?ﬁ}) '*’( Vs[m mz])

Chaque produit vectoriel au second membre de cette rela-
tion représentant le double de la surface orientée du.coté de
notre tetraddre, leur somme donne le double écoulement du -
liquide par la surface totale du tetraddre et, par conséquent,

peut &tre égalé a la divergence du vecteur v mutipliée par le
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volume AZc du tetraddre dans le liquide. Nous .pouvons donc
écrire

- 6U;=2 dw., V AZc.
‘Comme on a dans le cas du liquide mcompressxble
div, V=0,
. - F . - ’ '
" on a I'équation - | ,
(23 ’ ' U,=0, ;
valable pour tout domaine infiniment petit du liquide.

Par un raisonnement analogue au précédent, on peut
montrer que I'on a

: L
(24) - S 6U =2 dil’-)l‘"&zr{
car lexpress:on U ne différe de U; que par les roles des
vecteurs r et V . |
Déterminons maintenant la divergence
div.)_;.
14

A cette effet nous nous servirons de la méthode analogue 3
celle appliquée dans le cas du mouvement plan,

A T'équation

(25) I Y 7
correspondent les équations scalaires
| u=u(x,y,z),.
(26) v=v(x,5,2),
w=w(xy,2),

et P'expression pour la divergence

da or dw

(27) dw_,V 3% Oy P
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A l'équation

I
r=r(V), «

qui doit &tre 1a conséquence de (25), correspond la divergence
0x dy 0z '

@) dw.,r dutostow:

Pour calculer la divergence (28), différentions le systéme

(26) par rapport aux u, v, w, et des équattons ainsi obtenues:
oux Oudy Ouds
ox du” dy 0u” 0z 0u’
0= 0v dx ov éy v oz
“x 'ty datzou’

éwax+éw éy+6wa
OxJdu Oy Ou 0zO0u’'

ou Ox ou 0y+da 0z
xovt oy Ov Ozov’

ov éx o dy+0vdz
0xdv dy ov ' dzov’

ow dx+0w Oy owoz
oxov oy wtozow’

Ou Ox Oa Oy Ou«dz ‘
dxow Oyaw 0z 0w’

o ox av f)y ov 0z
dx 0w, .0y ow szw’

Owdx ow ay ow 0z
dxéw Oybw 0z.0w

1@

0=
0=
1=
0=
0=
0=

e 1

ox oy az
 déterminons == 3’ v’ oW . On aura
Qf-l(é!.‘?!’-‘”o_
ou” Aldyoz 0z oy’

o 1 (6w0t: 6wda)
v A \pzdx” d9xdz’
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0z_ 1 Ouov_ouon
ow A (Ox oy Oyox/’
ol

| 0w du ou
‘0x 0y 0z
ov 0v v
A=l 5% oy 0z |-
0x 0y 0z
Pour la divergence (28) on trouve ainsi

29) divyr= “"""“’ _Ovow owou_owou Oudv 0wy
‘ v A\gyoz 0Ozoy "oz 0x 0x0z 0xdy Oyox’

Si 'on consxdere l’affineur -
' Ou du ou
|oxdyoz|
Jorov o
1= ox gy oz [’
ow ow ow
0x 0y 0z |

la divergence
| 2 du Ow ow
vy V=t oy oz
ne représente autre chose que le premier invariant S, de cet
affineur.

L'expression - entre paranthdses dans |'équation (29) dorme
le second invariant S, du meme affineur,

Par conséquent, le premxer et le second invariants de
affineur 9 étant nuls, de (24) il résult\e

(30, - U i= O, ’ ‘
puis de (18), en vertu de (23) et (30), on arrive & I'équation
‘ ABZy=B8Zo+AZy
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valable pour les volumes. infiniment petits. En prenant main-
tenant la somme de ces éléments, on arrive & I'équation

31) - Zy =Zc +2Zn

qu'on énonce sous forme du théoréme suivant:

Si, dans le mouvement d'un liquide, les deux premiers
invariants S, et S, de I’ affineur définissant la disposition des
vitesses, pour un domaine du liquide, sont égaux a zéro, le
volume vélocidique, pour ce domaine, est égal 2 la somme des
volumes du liquide et hodographique. :

Le premier invariant 51 est la dxvergence de la v;tesse, et
la condition

S, dw.,V 0

étant la condition d’incompressibilité du qunide, on voit qu'elle
est insuffisante pour -la validité de 1'équation (31) dans les cas
d'un mouvement spatial.

Pour en venir & la seconde condition S,=0, analysons le
sens géométrique du second invariant

avdw ovow oOwou Owodu Ouov a::o;:

En introdmsant les notations connues

ou ov ' ow
"o 53;=€z, 5‘2‘"%
10w 0 1 (ou 1(v Ou
(ay av) b (dz o -5, ‘2”(5}““@)“93'
}_0_“’_92)% Qu_owy_ - 1 (v 9
20y o0z Vv ‘z'"(ag ox|T v Zlox dy

S, peut s'écrire de la manidre suivante -
Sy = 6a8y + 848, + 8.8, = 8,2~ 0,2 — 0,2+ 02 + 0,2 + w2, -

Cette expression peut-fitre mise sous une autre forme en
introduisant les coefficients d'extensions principales E,, E,, E,.
Alors, comme nous le savons, on peut écrire

Sz" 2E3+E‘ES+E1E’+Q)2,
ot @ désigne 'intensité de la vitesse tourbillonnaire du liquide.
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Par conséquent, les conditions auxquelles doit satisfaire le
mouvement spatial du liquide pour le cas du théoréme énoncé,
deviennent

S,=E,+E;+Ey=0,
S”'EzEg"'EgEl"'ElEg'*‘w’“O'
~ De ces conditions il ressort qu'entre les grandeurs E,, E,, E,,

o deux en tout peuvent é&tre indépendantes. Prenons comme
parametres indépendants « et la somme, par ex.,

Ei+Exﬂc= _‘Esn
Des équations précedentes il résulte alors
51 = ';—6"}" dwz —%0’,
E‘ - -32-6‘-‘ \/(Dz— %62?
Ce résultat montre que le mouvement, dans le cas général,

doit étre d'un caractere tourbillonnaire avec une vitesse tour-
billonnaire satisfaisant la condition -

8
2 2
wh‘;c.

Notons que w® ne peut pas €tre nul, car alors o* le serait
aussi, c'est-a-dire on aurait aussi £,2=0. Or de
EzEg+E‘EI+EiEz=‘O
et (32) il s'ensuit que aussi
EI-Ex=0'

Ainsi donc le mouvement ne peut &tre irrotationnel qu'a
condition qu'aucune particule du liquide ne change de forme
et que toutes aient la méme vitesse. Dans tous les autres cas
le mouvement est obligatoirement d'un caracteére tourbillonnaire.,

Faisons encore une derniere remarque. Pour un liquide
incompressible, tel que S, =0, de (18) on a

U=AZy~A8Zc-0Zy.

Publications de P'Institut Mathématique - 4
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Mais comme de (24)
¥ .
3U = div;,r. AZy
‘et d'apres (29)

dzv?rag-sz,

ou S =D le déterminant et le troisitme invariant de I‘affmeur a1,
on peut finalement écrire le second invariant comme suit
Sy=38, lim 22 =82 = Zu
AZco50 H
Cette expression du second invariant de I'affineur du change-

ment de vitesse du liquide- a un caractere intrinséque. I peut
étre soumis a d'autres modlflcatlons .aussi.

Communiqué le 9-XII-1943

BEJIOUMIHE U XOLOIrPA®CKE IMOBPLLUWHE
3A KPETAME TEYHOCTU
On -
AHTOHA BUJIIUMOBHURA ’

Y jennoj nortu [11 4. Nomnejy ucnutyje yc.rfos

-0u oy

(I) ‘ —6}‘!‘5;‘—‘-70

sa npojexusje (z,v) 6p3uHe Tauke (x,y) y clydajy paBHOT Kpe-

" Tama TEeYHOCTH M CTaB/ba CeOM Kao 3ajaTak ja I3 npupOILHY .

¢opmy Tor ycnosa, fopmy He3aBHCHY OX #sabpaHux KoopAuHaTa.
OBy ¢opmy oH npoHanasu y OGJHKY Teopeme

(2 © . Ay=Ac+An,
rne cy: Ac - nospmmia omeleHa 3aTBOPEHOM KDHBOM JIHHMjOM.

C y TeydocTty, Ay - moBpUIKHHA OMeheHa reoOMeTPHCKMM MeCTOM
KpajeBa (pauHa, Kaj ce noveuu THX Gp3HHa Halade Ha KPHBO]
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C (Benouunna nospliinHa), Ay - nospuiHa omebena
KpajeBUMa THX HCTHX Gp3HHa, Kal Ce moueuy THX Gp3uHa Ha-
nase y ucro; TaulM  npocTopa (xo,uorpatpcxa nonp~
I K H a).
Ycnos (1) 'rpeﬁa CMATpaTH Kao ycios nud:epeun.u;aann,
ycnos (2) Kao MHTerpaisu, '
[Ipe cBera -Tpe6a npuMeTHTH Ja ce ycnon (1) MOJKe Ha-
OHCATH OBaKo . :
@) o 2 du dv

de —5—+0 =0,

rue je V O'psmia TaYKe TeYHOCTH. Kaxo ]e no;am TuBeprexuuje
nojaM npupolHu, THME Ce yTBphyje M NpUpOAHOCT ycnosa (1).

Tlucal oBor ynasHka NokKasyje na us npnpo,mnor nmpepea-‘
uujanxor ycnosa (3) cnenyje ycios (2).

Y npyrom neny 4naHka mucal - npoyyasa aHanoran npo-
Gnem Ba cnydaj TPOLHMEHSHOHANHOT KpeTarma TEeYHOCTH. YBOHe
ce: Zc — salmpeMMHa TeYHOCTH, Zy — BeJOWMIHA 3anpeMuHa M
Zy - xojporpadcka 3anpemuHa.

, 3a ¢opmynucame pesyiarata ysome ce aduHop fI pacno-
pehuBama 6pam_iaA

o ou du)
ox Oy o0z
a{d o ov
ox oy Oz
w ow w
L\ ox 0y 0z
¥ JBe Herose HHBapHjaHTe
o_ou v dw
S, = div*V—ox Oy =E,+E,+E;,,
s, ezgzv..gzezvm@g._@@_,_eeez._eeéz,
*"Q9y0z 0zJy 0z 0x 0x0x 0x0y 0pox
=E253+E3E1+51E2+w2,

rie cy E,, E,, E;, rnaBxe pedopmannje ¥ w HUHTEHSHTET BpT-
JIoXHe Gpsuue.
4



PesyaTar J0 xora je nOmao rjiacu:

AKO cy y KpeTawy TeYHOCTH IBe NnpBe HHBapHjaHTe S, H S,
aduHopa, KOju oxpebyje pacnopen 6pauHa, 8a oapeheHy oGnacT
TeYHOCTH, jesHaKe Hyad, 3a Ty OGJacT BelOUM[HA SanpemuHa

_jennaka je s0upy BanpemuHe TeYHOCTH W Xxojorpagcke sa-
 npeMHHe, T.
Zy=Ze+Zy.

Y Besu ca npoyyaBabeM HaBeJieHWX BalpeMHHa HHCAl Ha-
BOJIH M HOBO NPHPOJHO TyMauele Jpyre HHBapHjaHTe y OGIHKY
AZy - AZeo - AZy

S,=38, lim" ,
2 e AZy

fhe je S, Tpeha uHBapujaHTa aduMHOpa, Tj. HeErosa JeTEpMU-
HaHTa. ‘
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