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Par
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Soit M un point d'un milieu quelconque déterminé par son
-
rayon vecteur r (fig. 1). Ke point voisin N est déterminé par
. ~¥

rapport d M par le vecteur dr. Si
le point M vient en M, le point
N viendra en N’ déterminé par le
le vecteur

A
dr' =dr+ds..
Si le vecteur de déplacement,

au voisinage du point M, est une
fonction vectorielle de la position

de ce point
Fig 1. »> 2 >
¢ S=uit+vi+wk,

-

olt u, v, w sont fonctions des coordonnées rectangulaires x, y, 2,
et i, j, k les vecteurs unités du systeme de coordonnéesOxyz,
la dérivée dans la direction du vecteur dr sera donnée par I'ex-
pression '

W dga(d”r',v)?w(d?{v"’}),

~ . o
c'est-a-dire par le produit scalaire gauche et du vecteur dr
_’
d’affineur ?Vs%.
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' -
La déformation est déterminée par I'affineur ;Vs%, oll
0 -' 0 ? 07
v V= ox 0 y I +5 az ¥
est 'opérateur de Hamilton.

'Décomposons Paffineur de déformation en tenseur et
axiateur:

- T AL -5+ Bl 3 w3 - 13w)

-»
et prenons le produit scalaire gauche du vecteur dret de
cet affineur., En vertu de I'équation (1) et du produit véctoriel
double on aura :

@l T2 211,

La déformation se compose de la dilatation et du glisse-
ment qui, durant la rotation, restent invariables, de sorte que
I'affineur devient le tenseur

@ T,-3(ivs{+ ).

-La forme dyadique de ce tenseur est

T+exx% ”\+eyy§ Ji §+ezz%kk§+23xy; 7% r’_”)"'

+3e i TR R e T+ TR
ou schematiquement
‘ xx %exy %e,,z
) T ey yy €2z,

e
\ % €zx % lyz -15 Exz

avec le premier scalaire

3 St=éxxt+ey +e du dv (v) dws
3) [ A T T dz s .

Par suite de (1) et (2) on a

@ ar-ar+|ar, T.)\a?, 1+ T.),
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olt I est le tenseur unité -
10
Ilo 1
0 0

Pour qu'un tenseur détermine la déformation, il faut que
les conditions de la compatibilité de Saint—Venant soient
satisfaites.

Ces conditions peuvent étre exprimées sous forme dyadique

) [v[ V]]“—[V[%Vs;’*‘(sv ]]0

comme un produit vectoriel double de la forme dyadique (d'apres
A. Bilimovitch).

Ce produit est un tenseur avec le schema

0
0
1

0 Exx a eyy azexy 0 oeyz aezx aexy' azexx '
ay® T oxt " oxoy’ ox ( ox Ty +'~0—?) 2dy02’
O%eyy Otz 0%y, 9 | _ Qe_xz+ 0ey, + Oey, 20 2y
dzt  oy*_ oyoz’ oy ( 0y 0z Ox ) 0z0x’
0%zy  O%xx _O%€ax 0 Otxy 06y,  Of,x 0%,
ot To "ozox' oz (” 3z Tox T oy ) 2%y

Consnderons I'équilibre d'un tetra-

edre (fig."2) ol v est le vecteur-unité
- dans¥leJsens de la normale. La tension
dans cette direction sera

j > 9 > -
(6) Py = Px €+ Pyﬁ‘*‘PzY:
oit «, B, vy sont les cosinus des angles

, * entre le vecteur 3 et les axes de coor-
Fig. 2 données.
Cette tension peut &tre exprimée .,
par le produit scalaire du vecteur-unité v et du tenseur de
tension T,

() ’ ;v" (;’* Tn)
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dont la forme dyadique est

T.- 151 +10, 7l +10:k1,
le schema
Xe Xy X
T.,;v. v, v,
zZ, Z, 2Z,

et le premier scalaire
(M StaXe+ Yy +Z,.

_’
Au cas ol existent les forces dues au volume PdV,la
condition d’équilibre du tetratdre sera

> -
fp dF+‘[PdV-O,

d'oiy, en appliquant la formule de transformatlon de Gauss,
I'on obtient

© P+(v T,)-o

c’est-a-dire I'équation de Navier.
Cette équation peut-étre exprimée sous forme vectorielle a
savoir
2. 2 > > »
idivpy+jdivp, +kdivp, +P=0
ou, sous forme scalaire,
' 0Xyx OXy +0)(,

o T oy 0z +X=0,
oYy 0¥, Y,

®) ax o tTar tT-0
" 0Z,  0Z,  OZ,

ot 3 +-52 +Z=0,

comme une relation entre les tensions et les composantes de la
force due au volume

La tension p,. peut-étre mnse, d’apres Cauchy, sous la
forme suivante
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- > - - >
©) Pv =Pyx b+ Pyy J+ Pk
avec les projections

—)
o) 7 - Xeat X, 84 X, v,

(10 va"(KV»?)“((ZTn)}? "'Yx“+Yy3+}.’z’Y-

‘ -+ > -+ N
Pvz=(97:k) (V, )k =Z.a+Z,B+2Z, Y. .
Les relations entre les tensions et les composantes de la

force f Py dF due_a la surface sont donnees sous la forme
. d ’ ‘ Xv ?‘an"f“XyB**'XzY,
(1) Yy =7Yx 0‘+Yyﬁ+YzY:
, Ly =Zyo+ZyB+Z,y.
Grice a l'égahté des tensions tangentielles, le tenseur de
la tension peut-&tre mis sous la forme suivante

T-x {137 vz 40t e x (37 100

s T 22T TR,

La nature d'un corps dépend de la liaison entre la défor-
mation et les tensions
T,-4(T,).

Cette liaison est supposée linéaire. Pour un corps élastique
et isotrope cette liaison est donnée par la loi de Hooke

(13) ' Tem’g“ Tw%si‘ I

¥

12

oil
E est le module d'élasticité de Yonng, et « la constante
de Poisson.
. Sous forme scalaire nous aurons
Eeux=Xs-o(Yy+Z), Eexy=2(1+06) Xy,
(13) "Eeyy=Yy-0(Z:+X:), Eey=2(1+0) Y.,
Eepn=2,-6(Xs+Y;), Ee€xx=2(1+0)Z,.
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La formule (13) donne une relatlon lméalre entre les
premiers scalaires -

1+0¢ 1-2¢

(13") SI=T ST~ E . ‘Sf= E St
et la loi de Hooke prend une forme nouvelle
(14) T,-2uT.+a5¢1,
oil

cE 2pe E
(14) T+o)(1-20) " 1-25" "~ 2(1+9)

sont les constantes de Lamé. 7
Des relations (14), (3) et (14') on tire

(vT)-2ul v T a9 (93 ) (a3 4 L w(w3)),
puisque ,
(vT,)=1(AS+grad div s),
ou
02 dz‘ 02
A=W+W+b?

est I'opérateur de Laplace.

En portant cette valeur dans I'équation de Navier (8)
nous obtenons I'équation différentielle de Lamé relanve aux
déplacements -

> 1 N2
(15) ’ p.(As+—1—:—2—d—gl_'ad 51)+P=0./

Le produit scalaire de cette équatlon par l'opérateur V,
par suite des relations .
_’
(vas)-alvs-ass (vv5f)=As:.‘
donne une nouvelle correspondance a savoir

’ 106 2>
(15) znmvsh(vp)-o.
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Appliquons I'opérateur A a I'équation (14) et V a I'équation
(15), en tenant compte des équations (15') et (13) et de la
relation

A Te=v(v7:)=.;-(\z('a’s’)+4\(v"§))~v(éfs)),

on obtient P'équation différentielle de Belframi sous la forme
vectorielle

T . S (vhletag 1B -
16 A ,,+I+G{VP}+I+6ASI+2gradP 0.

Les équations scalaires correspondantes ont la forme,
par exemple,

A Xt

1 ST, o [0X 0Y 0Z) ,0X
1+0 0x* +I+d(0x+dy 6z)+~2dx

.......................

1 087 OX oY _
1+00x0y oy +tox

---------------

---------------

on' déduit les quatre équations suivantes par la permutation
cyclique.

Au cas oil P est le méme en tous les points, ces équations
se simplifient et deviennent

~ 1 &St - 1 8!

: AX’+I+6 0x* =0, AX"+’I+G oxov
, 1 oS! I
an AYytirs "oyt =0, AYetys dvoz
1 87 1 St

AZZ+I+O rrol "0; AZx'i'm ozox O

Communiqué le 18-1X-1847



JHJAICKHU OBJIMK OCHOBHHUX JELHAYHUHA
' EJJACTUYHOCTH

Oxn
JAHHJIA PALUKOBHRA

-

Y oBOM pajy Cej5momaB of Aujaackor o6inuka
3 >
T.-1dvstelsvi)

; ' -

TeH3opa nedopmanuje Te, rae je ca s ofelieXeH BeKTOp nome-
pama a V o3HayaBa XaMHJITOHOB ONepaTop, u3BoLe Y AHjalCKOM
061uKy CBe OCHOBHe jegHaunHe Teopuje elaCTHYHOCTH.

Mpso ce Hasoxe, Y AHjajCKOM OOCJMKY

“[+[T..vl]-o,

" Cen-Benanosu ycaosu komBamubusnociiy 1a GH JaTH TEH3OP
3aucTa 6HO TeH30p Hedopmauuje. '

M3 nocmarpama paBHOTEXe TeTpaeipa H3BOXM Ce Y
IujaicKkom oGJIMKY «

1) B+'vT,)-0

, : > . .
Hasujeosa jeonauuna. Tlpy Tome P 03BauaBa SanpeMUHCKY CUly,
a T,, je TeHsop HanoHa, unjn je ujamcCKu OGIMK
, 23} > -3 -
'Tn"gpxi z:‘**‘;Pyi §+§Pz t 2
> > - .
BekTopu py, py, p. Onpeheny cy jelHaYHHOM

R > -+ >
@ bv=pe G+py B+pr ¥ =7 T,),.

-»> . -»
rie je p, HAOH y (paBUy CHOMbaliibe HOpMane v TeTpaeipa
YHjH CYy KOCHHYCH mpaBua o, B3, Y.

W3 jennaunte (2) ce noOujajy onmax, y AujascKoM OGIMKY,
-
npojekuuje BekTOpa HamoHa P, Ha oce [leKkaprosa, npasoyrJor
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TpHenpa, Ha mp., npsa
I -+
va“(Pvi)"(( v, n)‘ )
BaTum ce u3BOLH Xykos 3akor y 06Ky
3) - T2 Toasid,

rie cy \ up Jlameose koucianiie, St npBU CKajlap TeH30pa
nedopmauuje; a I jenunuusn TeHsop rpeher peja.

Mpumetom XamunToHOBa onepaTopa V Ha jemHaunny (2),
a ¢ 063upom Ha Be3y Koja moctoju uameby JlameoBMX KOHCTa-
‘ Hara, A u p u [loaconose kowncilaniie o, pobuja ce, yHOUICHEM

BpPeJHOCTH (VT ) y Hasujeosy ]e.n.uaqnuy (1), Jlameosa Ou—
Pepenyujanna jeOnayurna ONHOCHO nowepata Y 03IHKy

@ p(\?ﬁ-l 5o - grad §% +P 0

rie je V Jlannacos oneparop. :

Hajsan ce, npumenom Jlannacosa onepaTopa A Ha ielHa-
uyuHy (3) u u3BokemeM HOBe Bese NpHMEHOM XaMHITOHOBA
oneparopa V Ha jegHayuny (4), monasu no DBeslipamuese Ou-
gepenyujaane jeOnayure y BEKTOPCKOM OGIHKY '

aT,

-3
+lfd(v”ﬁ)+;-hvs;'+z grad P =0,

rie je ST NpBM CKalap TeH30pa HanoHa.
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