SUR L'EQUATION DIFFERENTIELLE
DE THOMAS-FERMI
{DEUXIEME PARTIE)

Par
VOJISLAV G. AVAKUMOVIC

1. Ad A du Ne 3 de la premitre partie du travaﬂ‘), ‘nous
avons montré que I'équation différentielle de Thomas-Fermi

(1) : Ly =f(x)p» avec A > 1,
se rameéne, par la substitution -
) y=px)z(e),

oit p(x) est une fonction posntlve convexe et decroxssante, a
I'équation différentielle :

€)) Zop - 0!2@”*)([92’“r 1],
oll a est un nombre positif, d'ailleurs arbitraire, et

x

‘ ) E P (x)=0+ - p""('c) dr
*) - dt
g

p*(t)

. , o ¥
tandisque les fonctions x et Q sont -définies par
p”Z :
T
et

A
p
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D’apres le Lemme 3 du T-F.I., i>z(cp)~>1“ lorsque ¢ 8
toutes les fois que les conditions :

p (x)
®) f ZICRe
2P (%)
(6) ) X (x) > Co,
et
) Qo1,x>0

sont satisfaites.

Des conditions (5) et (6) nous nous sommes servi pour
démontrer (ad B de Ne 3 du T-F.l.) qu'il existe un nombre B>0
tel que

(8 ' . x>B=.

D'autre part, la conclusion p(x) z (¢) > C > 0 —résultant des
inégalités (5) et (6) — que nous avons tirée ad C, cas a) de Ne 3
du T-F. L, s'obtient aussi sous la condition z=o(exr). Pour le
reste de la démonstration du Lemme 3 on n’emploie que les
conditions (7), (8) et z=o0(exv). Donc on peut énoncer le
Lemme 3 sous la forme du théoreme suivant.

Théorzme 1,. Soit
X>Bz et Q-1 lorsque x>

et z=2z (p) une solution de I'équation (3) satisfaisant I'inégalité
z=o0(ex0) lorsque 9+, Alors _
1>z-1 lorsque ¢+ .

Au Ne 2 de la présente note nous allons montrer qu’on
peut améliorer le comportement asymptotique de la_fonction
z toutes les fois que les fonctions x et Q satisfont aux restric-
“tions (9) et (10). De cette manitre nous arrivons au

Théoreme 2,. Soit:

- Vo2 4Qa-1)B
2 ?

1. a=
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9 Xx=Bz+0(e*"?), ¢-+oc0 et
(10) Q=1 +0(e**?), p>00, '
n étant un nombre entier > 2.

2. z=2z(p) une solution de Péquation (3) satisfaisant la
condition 0 < z=0(e*?) lorsque ¢ » .

Alors:
1. 1l existe une suite de nombres A,, A,, ..., A, avec
A,=1 et un nombre C tels que
. n-1
(11) z=1= > A, (Ce*®y + O(e™®) lorsque ¢ » oo

y=1

2. Les Aysont définis pa- les relations

[av(ar-) - (= DIA 8 3 (M (- D* 3 5y St

(12) =2 kthtethy_1=P
C k2o (v—1)ky_1=V

XA AR Al =0, )
Dans la note ,Sur I'équation différentielle de Thomas-Fermi.
Théoremes relatifs a I'existence de I'intégrale“ qui paraitra pro-

chainement dans ,Glas. Srp. Akad. Nauka“ j'ai démontré entre
autres choses, le

Théortme. Soit f(x) continu et >0 pour x > a>0,

_L(_xlé < oo pour x - a suffisamment petit
(x-a) , S
et _
% > C, > 0 pour x suffisamment grand,
© dtant un nombre > - 2. Alors [équation (1) posséde une
intégrale unique y(x) satisfaisant aux conditions aux limites

y(a)=b et lim y(x)=0,
X =00

b étant un nombre positif.
Publications de I’Institut Mathématique 15
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Donc, si f(x) est une fonction & croissance réguliere avec
I'exposant v > - 2%), il existe une intégrale particuliere y,(x) de
I'équation (1) passant par un point (a, b) et tendant vers zéro
lorsque x » oo, D’autre part, ad ,,Démonstration du théoreme 3
au Ne 3 du T-F. I, jai démontré qu'il existe une fonction p(x)
satisfaisant aux conditions (5), (6) et (7) et p(x) e y,(x) lorsque
X > oo, Par suite, pour p(x) on peut prendre 'une quel onque
des intégrales particulieres y,(x) de sorte que Q devienne = 1.
Pour que le théoreme 2, soit applicable a ce cas, il reste a
montrer que z=o0(e*®) lorsque ¢ > oo . Supposons le contraire,
c'est-a-dire quil existe une suite de nombres ¢, = ¢(x,) tendant

vers + o lorsque x,» o et un C, >0 tel que z(p,) > Cge®%v.

D’autre part, on a, d'apres (5), p(x)e“*""’> C, (formule (26) du
T-F.I). Par suite

p(x)z(9) > Cop (%) e > C, C, > 0.

Cette inégalité étant en contradiction avec y=p(x)z(p)-0
lorsque-x >, on conclut que z=o0(e*%) lorsque ¢ - oo.

De cette maniere on obtient le

Théoreme 3,. Soit f(x) une fonction & croissance ré-
_ guliére avec v >—-2 et p(x) une intégrale particuliére de (1) ten-
dant vers zéro lorsque x - et satisfaisant la condition qu’ils
existent quatre nombres o >0,B3>0, £ >0 ¢t >0 tews que
(9) soit rempli. Alors, pour chaque intégrale particulicre y(x)
_tendant vers zéro lorsque x-+o, i existe un nombre C tel que

n-1-
}L(ﬁ)._ — ap anp
() ZAV(Ce_ Y+ 0(@™)  lorsque x oo,
a et les Ay ayant le méme sens qu'au théoréme 2, et <p' étant de-
fini par (4).
Considérons, a titre d’exemple, I'équation
yu = xv y}‘, )
dont l'intégrale particulitre est

v=1

2+ol+u+k
Do) = (212 LEOHRPT

Il?
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En posant
p(x)=yp(x)
. 2
J+A+2 2+ l1+v+A T—M
-S5IT BTaoi oot 50 et ampT
on obtient

=lgx et x<=Bz,
ce qui donne

240 140+0|T0 &_X - %’H"
y@= (223 5 - S aeer] ol
. =1 .

lorsque x> o0, @ ayant la méme signification qu'au théoréme 2,,

c'est-a-dire
1

_3+2+20- [(3+k+20)’+4(l 1)(2+v)(1 +v+M)]
200-1)
et n étant un entier arbitraire.
Du point de vue physique le cas le plus intéressant est

)\-% et v= —%. Dans ce cas on aura

)\(x)==144x—8{ E A lc 73—7) }+ 0( _3“\/73

lorsque x->o.

2, Démonstration du Théordme 2,. Posons
e=1-z
D’apres le théortme 1, on aura z-+1 lorsque ¢ +o. Donc
oo — @€ =B(1—€)(1-(1 —e)}"‘l)+0(eaw), >
ce que l'on peut écrire
(13) &y agy, ~ (A= 1)Be=V(e) + O(e*™?), 9o

oll I'on a posé

€

¥(e)= -B((1-9)" ~(1-2e)).
A. En premier lieu nous allons montrer que

g=Ce’ + 0 (&%) lorsque ¢-»oo.

15¢
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Posons 2 cet effet
e=A(p)e™ .

Alors I'équation (13,) devient
(13) App—(a—20)A, = €% Y(e) + O (*" V%), ¢+

puisque a est une racine de l'équation x2-ax - (A-1)3=0. La
solution générale de I'équation (13) doit satisfaire I'équation

A(g) =d+de™ + 11’— e”? f e "’“"{ V() + 0 (e*") } d+
(14) o |
. f%fe—i-ar {‘l’(e) +-0(ea’")}df, 8)

0

b=a~2a et 0 étant les racines de I'équation x®—(a-2a)x=0.
Comme €0 lorsque ¢-»o et ¥(g)>0 lorsque £-0 on conclut,
b étant un nombre positif, que

A@)=d+de’® + 0(e™ ), 9+
C’est-a-dire que

A(9)e™ = a'e“t"? 1 0(1), ¢- .

Donc, pour que A(p)e® > 0 lorsque ¢ -» o, il faut que d’ =0.
D’autre part on aura, d'apres I'inégalité de Bernouilli,

Y(e) <0
et 'on obtient en vertu de (14) que
( @ 0 S
A(g) < d+0(e”‘P P ‘“““”)’d,)+O(J‘ea(n—l)tdt)
| @ 0
<0(1), @00,

D’apres le théoreme -1,, A(¢) est une fonction positive et I'on
obtient, en vertu de (15), :

(16) V(€)= 0(e*?), ¢-oo.

(15)
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La solution générale de I'équation (13) doit satisfaire de
méme I'équation

_
A(cp)-C+C’ew+%-ewf Oy @+ 0(e™ ) ae
P

_%fe‘“‘%q,(e)+ 0(e™ ) ax,(4)

?
d'ol il suit, d'aprés (16), que |

A@)=C+C eb<p+0(eacp}, P00,
Donc, pour que A (cp) e*® 5 lorsque ¢ oo il faut que C' =

T A0 - 18 .
puisque b +a =a+‘/a +24(}‘ 1)B> 0. Par suite

Ag) = C+0 (¢*)
c'est-a-dire
. e(9)=Ce®® + 0(*%), 9.
B. Nous allons maintenant montrer que, de

(17 e(9)= ZAV‘Cew) role™)

. v==1
il s’ensuit

e(9) - 2 4, (ce® +ole"™7)
v=1

lorsque - pour chaque m< n-1.

Dans ce but posons
| o i a.‘P v am
e(@)= >4 (ce '+ o)

v=1

Alors I'équation (13) devient

(18) Age+(2am—-a) Ap +(am(am-a)-(A-1)B)A =V (g)
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oil nous avons posé

V(E)= - e—amvé(av(‘w_a) ~(h- I)B)Av(ceatp.)v

2
-~ TR((1-ep - (1-2e) +3(9),
8 (¢) étant une fonction satisfaisant 1'inégalité
8(9)=0("™"), ¢ro.
Posons pour abréger

R-e‘“”“"i (av (av - @) - (A - 1) B) Av (cef

v=2
et

e=t+A (q'?)eamcp
c’est-a-dire
m a® v
T= 2 Av ( Ce ) .
vyl

Donc, en posant en outre

B (1-ep -(1-2e) =8 ™| S+ > | J-0rer

p=2 pemi1
".,1 +j?
et
—am®P m A —am®P 7 A
Ji=ge Eg(p)(—lwrvfse, E;(p)g—lw

Ly s
N p—k amkP - -
X‘E(k)t A e Ji+ N,
. k=1
on obtient définitivement

(19) YO = - R+ -7~ fy+8 (@)
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a) On aura
e - BZ()"( | S, (e[
v=1 .
"32 N SD% Zk!kl o ATAT
P2 Kbkt oo k=t

k ap \kit-2ket oo d-mkpy
m’"(Ce )

m

A P k

-sz(p)-wztc“)zk.k. At AY. A

p=2 V=2 bbb k=
kit2k4e et miy=Y

oit M=Max {k,+2k,+---+mkn} sous la condition 2<%, +4k,
+eeetBp<m. Comme N=m+1 on aura

MJI“BZ{CW)Z( )e- I)Zk!kzl AT Az

p=2 ktket oo tkp=1
kyt-2kat-o oo -mkpy=v

k 1) P
m O(ea(m+) )(p—*oo

Alors "
(R+J3)e™™
-S[ee| (@ 0-0-npaseS (L)
(20) v=2 p=2

n! K kp ( a(m+1)®
TR T e , PO
T At Ak A ]+0 oo
krbhrt - +kp=1
N kit2ket- oo A-mkpy=v

Comme
k kl . e km
Z‘ )( l)zk!k' pAb A AT
p=32 kithot-- """m_}1

ki -2kt v o o +MEkpy=v

'Z‘p’( 1)2“1‘, — A A% L AYS

Kbk« Ayt
kit2kek o -1 by =7
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on voit, d’aprés (12), que les termes entre crochets dans (20)
sont = 0. Donc

R+Ji=0 ("), ¢ro.

b) En tenant compte des r=0(e’?) et A=0 (1) lorsque
p-> (ces inégalités étant des conséquences de la définition
de la fonction t et de I'inégalité (17)); on aura ’

)

S

R=2

lJi'1=0

=0(8w), @+ 00

puisque p.-k+mk-m=1 pour p>2 et k>'1,
¢) Comme o<e<Me®®, on aura

< S [A) e 0[], o

B=m+1
d) D’apres (19),. a), b) et c¢), on aura
@n V(E)=0(@7), 9.

e) Soit '
Op=0-2am et Bp=-am(am-a)+(-1)8
et v, et v, lesracines de I'équation x® - a,, x — B, =0, c’est-a-dire

Om t Va?n'*‘“ﬁm
) .

Yir2=

Alors la solution générale de I'équation (18) doit satis‘faire
I'équation

LY . 0
» - _ t .
A(cp):CleY'q’+C,ewp+Ylin[ewpf e "V (e) dt
P

~e”""f’e’*’tq; © dt].)

®
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Comme
2(v1-8)>2(Y2—0) =tm—c - Vo2 +48n+ Va2 +4 (A - 1)B
22) x a_zam_a§,+«4s,,,-a=-4(x-1)3
 VoR+4Ba+Var+4(M-1)8
- -—2a_m>0,

on aura, d’apfés (21),

o ,
eﬁ’wf e_T”’tQ/(e)dt-O(ew}, pro .
. ? . v :
Donc
A(@)=C,e" %+ C,e??+ 0, prw.-
D’apres (22),0n a v, >y,=a(l =m)>0 pour m> 1. Donc
Cy=C; =0 puisque A(p)=O0(1) lorsque ¢-»co. Par suite

A(@)=0(), o»»
ce qui démontre le théoréme 2,.

Présenté le 16-1V-1947.

1) Voir: V. G. Avakumovié ,Sur I'équation différentielle du Thomas
—Fermi®, Publ. Math, de Ulnst, Math, de I'Acad. de Sc. Tome I (1947)
p. 101—113. Pour abréger, nous désignerons cetie note par T-F.I.

2) Quant au rapport entre les fonctions i croissance régulidre (au
serixrs Td% 1;*! J. Karamata) et P'équation différentielle de Thomas--Fermi,
voir T-F.L

%) Voir: E. Kamke /Differentialgleichungen. Lésungsmethoden und
Losungen®. Tome I (1842) p. 117 :

1) Loc. cit. 8)

5) Loc. cit. 3)



O NUGEPEHLIUJAJIHUM JENHAUMHAMA
THOMAS - FERMI-EBA THIA

(APYT' LEO)

oxn
BOJACNABAT. ABAKYMOBM’F:A

Y npsom jeny oBora pana') ayTop je nokasao xa ce
JudepeHiMjanna jegHauHHa
M y'=f(x)pr, |
roe je A neku Gpoj Behu ox 1, a f(x) dynxumuja xoja pery-
napHo pacre (Bupy loc. cit.')) ca excnonenTOoM v > -2, MOXe
CMEHOM -
)] . y=p(x)z(9)

CBeCTH Ha nudpepeHuujanny }eﬁ.ﬂaqnﬂy olbnuka
Zop ~ “Zcp”X{QZPI 11.

Mpu ToMe je o HeKH MOSHTHBaH GPOj,
. . :

."1
@(x)*§+fmp2(f) de,
dt
. q+oc6f——-—-—-

P@
pll z
X< pe?
"
e
, p’
Ha omaj Hayun ce craB (3) npsor paja MOXe OBaKO
¢opmyIHCaTH: ;
CraB 1,. Ako je
3)  x=Bz u Q-»1 kadx-—rw»

(10e je B neku Bosuiniusan 6poj), Mada
t>z—1 kad ¢-o>»
Kaj rojx 8Hamo aa je

4) z=0(e"?) Kam ~<p~—->cé.
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Ycnosu (3) u (4) cy samoBoibeHn ako je F(x) dyHxuuja
KOja peryjapHo pacTe ca eKCHOHEHTOM v> -2, a p(Xx) UIH HeKH
NapTHKyJNapHu MHTerpan nudepenuujanse jennaumue (1) (xoju
TeXU Ka HYIU KaJl ¥ TeXH Ka 6eCKOHAYHOCTH) UM HeKa (yHKumja
Koja ce aCHMMATOTCKM NOHAlla Kao NapTHKyJapHH MHTerpa.

Y oBOM, apyrom Jxeny, ayTop Haje aCHMOTOTCKH PasBHTaK
uHTerpana audepenunjanne jenHauune (2). [pu Tome, npupoxHo,
¢yuruuje x ¥ Q Mopajy 3amoBobaBaTH OLITPHje YCJOBe HO
WTO Cy YCJOBH (3) ¥ (4) Tako aytop mobuja

CTaB 2,. Heka je \

_a- VT AG-1B
2

x=sz+0(ea"q’)' kad ¢-— oo

Q- I+0(e ) kad -0, -
Jase, neka z 3a00B0naBa yeaos ). Tada 3a csako osakso z
&ocﬁio;u 6poj C u nu3 6pojesa A,, A,, .. A,,(caA, = 1) Maksux da je
11
z=1- 2 As(Ce™) +0(™) had ¢—rco.
p==]

Bpojesu A, Oefunucanu cy pekypeniinum obpacyenm

4
(@v(av-a) - (A~ 1)B 4, +32(}’;) (~1) > k! okl
 op=2 bt oo ky_g =R
* kbRt - kyoy=v

AT AR AP =0
Y cayuajy nudepenujanue jegHaunne
S Yr=a0
udj je jelaH MapTHKynapHu m«n-erpan

| 2+v 1+v+) i e
o + +v+ =3
i P() ( 2 “5\%]—} XA,
noGuja ce
- - A 2+v an
y(H)=p() 1~2Av(0xa)”€+o( L x o
v=1 '
npu demy je / !

3+2+20~ ((3+l+2u)‘+4(l 1)(2+u)(1+u+)«.)) .
2(A-1)
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