SUR L'APPLICATION DE LA METHODE DE PFAFF
DANS LA DYNAMIQUE DES FLUIDES .

Par ;
" TATOMIR ANGELITCH

Soit donné un Pfaffian -
M ® = Xids,
- I=1
ot les X; (i=1,2,...,n) sont des fonctions de variables indé-
pedantes x; (i=1, 2,...,n). Le Pfaffian (1) peut étre mis sous
forme du produit scalaire

0] ®=%-dz,

lorsqu’'on considere les fonctions X; comme les coordonnées
d’'une fonction vectorielle ¥ dans P'espace & n dimensions, que
A. Bilimovitch (1) a appelé le vecteur de Pfaff, toutes les dif-
férentielles dx;, cependant, comme, les coordonnées de la dif-
.-«dferéntfe}’e du- rayon vecteur T d’un point dans le meme espace.

~ Cette. expression. nous ‘montre . que le Piaﬁian (1) peut
‘8tre considéré comme le travail élémentaire ou le courant
élémentaire du vecteur de Pfaff X sur le déplacement dr dans
I'espace & n dimensions. v ‘
On peut, d'autre part, dans l'espace euclidien ordinaire 2
trois dimensions, fraiter les 3% de n fonctions X; comme les
coordonnées des vecteurs R, (A=1,2,...,k) et de méme les’
3% de n différentielles dx; comme les coordonnées des différen-
14
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tielles des rayons vecteurs v, (A=1,2,...,%). Alors, dans le
cas n=3k+k, le Pfaffian (1) peut étre mis sous la forme
suivante

3 b= Z Ry -dry + Z Qn d‘hx,

Pt
oll les k de fonct:ons X; sont des fonctions scalaires - Qy
(n=12,...,k) et dg, des dlfferentlelles correspondant aux &,

de vanables indépendantes x;.
Considérons en connexion avec le Pfaffian (1) les équations
connues de Pfaff de premlere espece

(4) Za}j‘iszo, (iwl,z,..-,n)
J=1
oil I'on a posé
_0X; 0X; .
(5) a =ox, "o (Gji=1,2,...,m).

D’apres A. Bilimovitch (1), ces équations de Pfaff peuvent”
étre transformées de la fagon suivante, Prenons, pour fixer les
idées, la premitre des équations (4). On obtient, alors, en
s'appuyant sur I'équation (5) I'expression

P |
Zaxfd ,-2 Q(—‘dxj=0.
J=1

Puxsque les x; sont des varxables mdependantes, on a

2 Xj de ZQ-X—dxjﬁ-O
=1

ou

0

0x1¢> vX,-dr=0,

oit 'on a introduit

VAon 0 ax O

comme le gradient de fonction scalaire X, dans I'espace an
dimensions, ,

(0X, 0X, ax,l}
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Ainsi, au systtme des équations de Pfaff (4) correspond
le systteme d’équations -

© O‘L ©-vX-dz=0,  (i=1,2,...,8)
que I'on peut exprimer 2 l'aide d'une seule équatxon vectorielle
de la forme

0} . VO -(VE)-dr=0,

V% désignant sous forme de produit dyadique l'affineur local

a n dimensions
90X, 90X 0X,
ox, 0x, 0x,

ARV £
| X0k, 0Xy

.4

®) VE=) 5=

correspondant au champ vec riel défini par le vecteur de Pfaff X et
que nous appellerons l'affineur local de Pfaff. on a définitivement
Enfin, puisque VX.dr=dX,
9 VP -dE=0.
Cependant, si le Pfaffian est donné sous forme (3), a
cpacun des vecteurs 1, correspond une équation vectorielle

(10) Va®@ - (V) dny =0,
ou
(1]) VL(I) dERL ==0

v, ® désignant le gradient partiel du Pfaffian (3) par rapport
au vecteur 1, et VR, désignant I'affineur local de Pfaif, cor-
respondant & la fonction vectorielle :, dans l'espace a trois
~ dimensions. D’autre part, a chacune des grandeurs scalaires gpn-
correspond une équauon scalaire
. 0
(12) Oq tD‘ dQs = 0.
- ~

De seul fait qu'il est possible de considérer le travail
¢lémentaire des forces ainsi que le courant élémentaire du .
vecteur vitesse de fluide comme des Pfaffians, on peut. juger
de I'importance du Pfaffian pour les problemes de Mécanique.
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- Sur le role important des équations de Pfaff pour Ia Dyna-
mique en général c’est Whittaker (2) le premier qui a attiré
I'attention. L'application des équations de Pfaff, cependant, a été
développée dans tous ses détails par A. Bilimovitch (1). Il a fondé
sur cette application une méthode toute nouvelle et donné un
nouveau principe de Mécanique — le principe de Pfaff.

Les avantages qui mettent en évidence la méthode de Pfaff
résident dans les belles propriétés qui caractérisent un Pfaffian
et que nous supposons connues (voir p. ex. Forsyth (3)). Nous
tenons a souligner ici deux de ces propriétés, qui, jouent un
role prépondérant dans les problémes de Mécanique. D’abord,
étant donné que les Pfaffians transformés donnent naissance aux
équations de Pfaff équivalentes, il devient inutile de faire direc-
tement les transformations, souvent tres laborieuses, des équa-
tions de Pfaff, il suffit de transformer le Pfaffian correspon-
dant. Ensuite, la méthode de P, par la liaison entre la
transformation d'un Pfaffian et I'intégration des équations de
Pfaff correspondantes, est aussi d'une importance . particuliere.

Bref, 1a méthode de Pfaff posstde toutes les qualités d’une
méthode avantageuse pour le traitement des divers problemes
de la Dynamique.

' HI

Considérons, d'abord, une fonction vectorielle
(13) v={wn} (i=1,2,3)

" qui définit le champ des vitesses du fluide, et le Pfaffian

. 3
(19) ' <D=2v;dx;==n~dr,
=1
définissant dans ce champ le courant élémentaire du vecteur
vitesse, Dans ce cas comme on sait (voir p. ex. Lohr (4)), l'af-
fineur local de’Pfaff, donné par la matrice
' ' av | - |
(15) s : Vne{a};} (lr]=1: 2: 3)'

_définft la déformation infinitésimale d’'un milien continu en un
point déterminé du champ. Cet affineur, cependant, peut tou-
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jours étre decomposé et d'une seule manitre en un tenseur sy-
- métrique et un’tenseur antisymétrique, C’est a dire écrlt ‘sous
la forme suivante - :

(16) Vn=—(Vn+Vn)+ (Vo - Vo),

o dé51gnant I'affineur conjugué de I'affineur Vo. Il ‘est donné
par la matrice

» J— ar; . .
(1) 7o-{ 5% ) (i-1,2,3)

La déformation pure est définie par la partie symétrique
de I'affineur local de Pfaff (15) de sorte que la condition pour
que la déformation dans la direction donnée par I'élément dr
soit une déformation pure peut é&tre ex’primé par. la relation

as (Vo- o) do=

De’ cette équation, en tenant compte de la regle de multi-
phcat:on scalaire de I'affineur par un vecteur, nous aurons

_V{v-dr)-(dr-V)v=0,
ou enfin ‘ ‘
(19) , VO -do=

équation qui réunie en une seule toutes les équations de Pfaff
correspondantes au Pfaffian (14).

Ainsi, lorsque le Pfaffian représente le courant élémentaire,
les équations de Pfaff correspondantes sont les conditions pour
que la déformation d'un milieu continu fluide dans une direction
donnée soit pure. -

v

La plus importante des applications de la méthode de
‘Pfaff consiste sans doute en la possibilité d'en déduire les
équations du mouvement de la Dynamique. L'essentiel dans ce
procédé est la formation de I'élément d'action au sens de Ha-
milton sous forme d'un Pfaffian pour le probleme donné, duquel
on obtient les équations du mouvement cherchées sous forme
des équations de Pfaff (Bilimovitch 1).
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1 est donc_ nécessaire, afin de pouvoir profiter de la mé-
~thode de Pfaff pour la déduction de I'équation du mouvement
de la Dynamique des fluides, de former cet élément d'action,
c'est a dire -

(20) (T+U)dt,
ou ‘ .

@1 (T-H)dt,
ot 'on a posé

22) | H=T-U,

sous forme d'un Pfaffian. 2T est la force vive de la portion du
‘fluide considérée, rapportée a l'unité de masse et U le travail
de toutes les forces -extérieures (agis‘sant» sur les éléments de
volume et sur les éléments superficiels), rapportées a I'unité
de volume et de Tlaire, calculé d'une position initiale quelcon-
- que du systeme jusqu'a une position finale complétement déter-
minée par le rayon vecteur . ;
Dans ce but, considérons une portion du fluide 5V et sup-
posons le fluide barotrope au sens de Bjerknes (5). c'est-a-dire

@3 . p=1(p),

oll p est la densité et p la pression. :
La force vive de la masse considérée du fluide est évidem-
‘ment donnée par l'expression

- 3V 7
v étant la vitesse d'un élément du fluide. Nous aurons de la
pour I'unité de volume

“ﬁmg%,‘fp(n.n)dvap(s.n)
BV BV
et enfin pour I'unité de masse
(25) 2T =v-v.
La résultante des forces extérieures rapportées a I'unité de
volume calculée pour I'unité de masse soit §. ~
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La composante normale de l'effort —la pression pt —
n étant le vecteur unitaire de la normale extérieure 4 la surface
de la portion de fluide considérée, rapportée a 'unité de l'aire
o qui limite le volume 8V du fluide, nous donne pour l'aire

totale ,
- fp as ’

g

oil d3 est I'élément orienté de I'aire o. D&s lors, en appliquant
le théoreme de Gauss

—fp d3 = —_fgradpdV

a N1 4

et pour I'unité de masse du volume considéré, on aura finalement

(26) - %grﬁdv ~grad P,
ol I'on a posé )

‘ : : dp dp
2 Pp)=- |2~ |2,
27 ® f p f(p)

Les forces tangentielles — la viscosité — dépendent des
déplacements relatifs d'éléments du fluide les uns par rapport
aux autres, c'est-a-dire de la déformation pure du fluide. Cette
déformation peut a son tour étre décomposée en deux compo-
santes: 'une correspondant au changement de forme, le volume
de la portion de fluide considérée restant conservé, l'autre qui
conserve la forme et ne change que le volume. A ces deux
composantes de la déformation pure correspondent deux coef-
ficients différents dynamiques de viscosité p et A,

11 est donc nécessaire que le tenseur symétrique

T-— (70479,
qui définit 1a déformation pure du milieu continu fluide, soit

écrit sous forme de somme d'un déviateur au sens de Schouten
et d’un tenseur unitaire multiplié par une grandeur scalaire. Donc
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av |, Jow Ovg
(28) T=x+ lleD [{OM} {ax,»} ZGXg}+

12 ai’k

k==l
¢ étant le déviateur. donné par I'expression
29 | ;ai(Vn%%—-g—l divn) ‘
2 3 !

I le tenseur unitaire de troisitme ordre et divv la premitre
invariante scalaire du tenseur symétrique.

Il est permis de considérer, avec une précision ‘suffisante
la viscosité des fluides comme une fonction vectorielle lin€aire
de P'élément superﬁcxei

(30) C t=QQpr+rldiv n) -ds,

t étant la force dek viscosité rapportée a I'élément 48 de l'aire
qui limite la portion du fluide considérée. Nous aurons donc
pour l'aire totale o

; f(2p3+k 1div v)'ds

a

et, si on suppose A et p constants d’aprés le théoreme de
Gauss,

zpf(v p-dV+ l‘[(v - I)div vdV,
- sV )
Donc pour I'unité de volume
20 (V-)+ (V- i)dwn
et enfm pour 1'unité de masse

(31 z=z%(v.;)+i;-(v.1)divn',

V.¢ étant la divergence vectorielle du. déviateur. Ainsi, la force
de viscosité T, rapportée a I'unité de masse, devient
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32) T = vAn+(-+——)graddlvn,

p= -:—i- étant le coefficient »cinématique de viscosfté

Cette expression pour la force de viscosité se redult pour
un liquide incompressible (div v = 0) a :

(33) T=vAv,
D’autre part, puisque il est toujours
‘ Av=grad divo-rot rotv,

nous aurons pour le mouvement 1r;otatlonnel du fluide com-
pressible

(34) ge (%H%)grad divo.

D'apres cela le travail de toutes les forces extérieures est
déterminé par

(35) U=Q+P+R,
ol I'on a posé .

36 Q=f‘5-dr, P=fgradP-dr, R=f5£-dr,

L

T, et v désignant les rayons vecteurs des positions-initiale et
finale de I'élément du fluide considéré.

Dans ce cas la valeur de / est donnée par I'expression
@7 - H-=T U-——(n n) Q-P-R,

H étant la foncnon du pomt et du temps.

Ainsi I'élément d'action au sens de Hamilton rapporté
a T'unité de masse devient sous forme d'un Pfaffian

(38 - . ®=v.di-Hdt,
‘puisque il est, en tenant compte de l’équati'(_)n (25),
2 T dt =p-dt ‘
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Formons maintenant, d’aprés les formules (11) et (12), les
équations de Pfaff pour le Pfaffian précédent. L'équation vecto-
rielle de Pfaff, correspondant au rayon vecteur r, s'écrit alors

do=V. D=V, (v-dv-Hdf)= - V. Hdt,

ou
39) %av,owtpwrk,

d'oli I'on tire enfin, en vertu de (26) et (32), 'équation générale
de la Dynamique des fluides sous la forme

3

En effectuant les opérations de gradient partiel dans (39),
il est bon de se rappeler du fait suivant. L'évaluation du gradi-
ent partiel pour le rayon vecteur r, définissant la position
finale d'un élément du fluide considéré, ne dépend que de Ia
position finale, Quant a la position initiale, elle reste arbitraire
dans ce probleme, parce que malgré le changement du Pfaffian
correspondant, provoqué par le changement de la position ini-
tiale, les équations de Pfaff qui en dérivent restent invariables.

De I'équation générale de la Dynamique des fluides (40)
on obtient, pour le liquide incompressible, les équations connues
de Navier-Stokes sous forme d'une équation vectorielle,

dv 1 v A .
e 5 e d A I T .
(40) dat % P graap+v D-!"( + )graddwn.

(41) g§+(n~§7)n=%~——15~gradp+v\79,
‘ol I'on a posé ‘ 20

" dv

a Ot+(n V).

Enfin, dans le cas du mouvement irrotationnel d'un fluide
compressible, nous obtenons de I'équation générale, en vertu de
(39)

(42) u%u*grad p+( ; —}pi)gradv divo.

Donc, si l’elément d’action au sens de Hamilton pour
un élément du fluide est donné sous forme d'un Pfaffian, les
équations de Pfaff correspondantes seront les équations du
mouvement des fluides.

Communiqué le !4-»XH~1947
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NMPUMEHA MMPASOBE METGJE V XUJIPOLUHAMULH
TATOMUPA I1. AHBEJIUhA
Canpxaj: 1. Ilpercrasmame [Ipadosux jennayuna y BEKTOPCKOM
o6nuky. 2. OcspT Ha passoj u yaory Idadose merome. 3. Hamoheme
ycioBa 3a YHCTY AedopMaithjy HenpeKkuiHe TeyHe cpepune y o6anky Ilda-

osux jennaunsa. 4. Hssohemwe onwre jenHauuHe XHAPOJHHAMHKE ¥ BeK-
TOpCKOM 06uKYy Xxao [lpadope jennauunne.
\

YV oBoM pany ce mocmaTtpa, NpBO €JeMEHTapHH TOK BeK-
TOpa Op3HHe

‘ v={v} (i=1,2,3)
y o6auxy [ldadose dopwme, Tj.
3
o ~ vedr= E vedx;,

=1 :
rjie je ar ynpaBlbeHu enemeHT TpajeKTopuje M mokasyje na Iga- -
doBe jenHaunne Koje ojrosapajy uspasy (1), ond.
2) V(v-dr)~du=0,
y CTBapu NpeTcTaB/bajy ycioBe fAa Jedopmauuja HenpekugHe
Te4yHe cpefvHe y NpaBLy oOJpeheHOM yrpaBjbeHuM €JIEMEHTOM dt
6yne yucra HLedopmaupja. '
3aTum ce W3BOJM OMUITA jeiHAYMHA XUAPOIUHAMHKE Y BeK-

Topckom 06Ky nomohy Tldagose metone Ha oBaj HauuH. ¥

cmucny y kome je Bunumouk paspapuo npumeny I[ldadose
~ metone, (.l nac Cpncke Akanemuje Hayka®, CLXXXIX — 1946),
06pasoBaH je elieMeHT aKiuje y XaMHIATOHOBY CMHCHY 3a TeyHy
yectuuy onpeheH Ha jeruHuuy mace y o6muky Ilpagose dopme
3 ' ®e=v.dr-Hdt, )
. rie je v Gp3uHa Teuyne vecTHue: a ¢ynkuuja H onpebena us-
pasom

@ H=3-(0;1)-Q-P-R.

- ®dynxkumje Q, P n R oxapebene cy oGpacuuma

6)] Q-=f%~dr; P=f—é~‘grada-dr; R="|g.dr,
Ty ' E)

o
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Tie Cy T, # U BEKTOPM MOYETHOr M Kpajiwer nojoxaja youete
TeyHe yecTulle, {F NPeTCTaBiba Pe3y/TaHTy BanpeMUHCKHX CHJa
onpeheny Ha jenunuuy mace, p =f(p) r'yCTUHY TEYHOCTH, p NpH-
THCAaK y TeYHOCTH, H Haj3al T CWJy BUCKOBHOCTH ojpeheny Ha
jeauunly mace.

- opmupamem TNpadose BeKkTOpCKe jeHaynHe 10 BEKTOPY
noaoxaja t 3a [padosy dopmy (3) nobuja ce ofuiia jedna-
yuna kpeiliara MeyHociin y OGNUKY
(6) dn ‘{’y--—~ grad p+vAr+(§v+ )grad divv.

W3 oBe jepnauune nako ce po6uBajy jenHayuHe Kperarba
XHIPOLMHaMHUKe 3a pasHe CrieuujajiHe ciyyajese, Ha Mp. 3a BUC-
KO3HY HECTHLIBHBY TEYHOCT — HaBuje-CtokcoBe, 3a uieanny
TEeYHOCT HTI. ‘
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