METHODE DE D'ALEMBERT
POUR INTEGRER LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Par
M. N. SAL TYKOW

‘1. La méthode de D'Alembert aux’ facteurs mtegrants‘),
est un procédé des plus avantageux pour I'intégration des équa-
tions linéaires - différentielles ordinaires aux coefficients cons-
tants. En effet, il dispense d'appliquer la méthode de la variation
des constantes arbitraires. Ladite méthode fournit les intégrales
du systeme intégré, tandisque l'autre, la méthode classique de
D’Alembert offre I'intégrale générale, en complétant celle d'Euler
dans le cas des racines multiples de I'équation caractéristique.

It s'agit, dans la présente Note, d'apporter I'extension ana-
logue a la premidre méthode de D’Alembert pour former les
intégrales du systeme a intégrer dans le cas des racines mul-
tiples de I'équation caractéristique.

2. Considérons, pour fixer les idées, le systtme des » équa~
tions différentielles ordinaires ;

. }’;¢=Zaki}’i+fk(x),
(1) =1
.  (k=12,...,n),
les coefficients ay; étant constants et f;(x) désignant une fon-

ction quelconque de la variable indépendante x.
- Introduisons’ n-1 facteurs constants arbitraires

PaasBare o s Py

1y E. Vessiot—Méthodes dintégration élémentaires (Encyclopédie
des Sciences Mathématiques Vol. 8, Fascicule 1, Paris 1910.p. 85},



Méth. de D’Alembert pour int. les équat. diff. ord. lin. 2 coef. const. 191

Multipliant les équatlons (1), a partir de la seconde équation (1),
respectivement par ces facteurs faisons la somme

(2) d—x=zsi.}’i+F(x),
=1

oill I'on vient de poser

n—1
U=y, + 2 Pk Vk+19
k=1
. n—1 .

(3) SlEa11+2p‘kak+11iy (i=1:2v veny ”),

Kx=1
‘ n—1
F()=£,(0)+ > i fi (3).
=1

On va définir les- valeurs arbitraires des facteurs. py de mamére
qu'ils vérifient les conditions - :

1C) S =S, (z=1 2 ne1).

L'équation (2) devient alors linéaire par rapport a'u,
du
(5) : St F().

Les équations (4) donnent, grice aux formules (3), des valeurs
bien déterminées aux facteurs p; et aux constantes s.4,. En effet,
.I'ensemble de la premiere formule (3) et de (4) donne, pour
définir les n quantités

S1o Wy Boyecny Bp—y,

n équations linéaires que 1'on écrit aisémient d\. la manitre sui-
vante: .

. n—1
— 8§+ 2 Orti7y Pk fo ’

k=1

P

) (l 1)

©
: axl+(al1 = 8¢) Pi—y + E Qptq, L i = 0

k=1

(i=2,3,.-.,ﬂ),
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'indice supérieur ({-1) auprés dusymbole Z indiquant ['ab-
sence du terme correspondant & la valeur /-1 de l'indice vari-
able k. o

Cela posé, I'ensemble des n équations (6) sert a définir les
n valeurs inconnues

5 By Payee oy Brmqe

Les n équations (6), étant linéares par rapport aux n—1 dernitres
inconnues p4, le.résultat de leur élimination fournit I'équation
pour définir s,

-

a,,—$, 4 sy cee - Qny
a, oS8, Qg ... py
(1) . R, )
d,,, 02,, agn * e ann_sl

'L’équation caractérisique obtenue (7) ne differe de celle de la
théorie classique que par la permutation des lignes et des colonnes
du déterminant figurant au premier membre de ladite équation.
A chaque racine distincte de I’équation (7) correspondent les
valeurs bien déterminées des n—1 coefficients p,, définies par
les n—1 équations du systeme (6) correspondant a la racine
en question; la n-i—eme équation de ce systtme devient une
conséquence algébrique des autres équations du méme systeme,
grice a la relation (7). Supposons, pour fixer les idées et pour
rendre le calcul plus symétrique, que la premitre équation
(6) soit la conséquence des autres, de sorte que le systtme en
question devient ' .

(@a2—S )1y +Bgaie+ ... FanaPn—y+8,,=0,
Qo Py + (Bgg—S) P+ ... +@nglia—g+0853=0,

®)

Qon Py + Bgn 12p + ov. (Gan—S)Pa—y+3,a=0. |

Il en résulte
A
© ' = -7
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ot 'on a posé

. 022—51 082 P anz
aza aaa"'sl e ans
A= ,
agn aan .o ann'_‘si

A; désignant le déterminant que I'on tire de A, en y rempla-
cant les éléments de la % -iéme colonne par des termes connus
des équatons (8), de sorte que chaque racine y; représente une
fonction de s,.

Autant il y a de racines distinctes de I'équation caracté-
ristique (7), autant il y aura de systemes de valeurs p; repré-
sentées par les formules (9) et que I'on va désigner par p,,,
Iindice v correspondant aux racines distinctes de I'équation (7)-

Il y a deux cas a distinguer, selon que toutes les racines
de I'équation (7) sont distinctes ou qu'elles admettent des racines
multiples.

Désignons dans la premitre hypothese par a,, «,,...,a,
les racines de I'équation caractéristique (7) par rapport a s,.
Pour chacune des racines de I’équation algébrique (7), 'équation
différentielle (5) produit une intégrale du systeme (1) que l'on
désignera symboliquement, pour abréger I'écriture, par

(10) ' (Pr(}’uyzy--';yn’x;ar):Cf;
ol I'on a posé

n-1 ' )
a1 =0t Dweyee " - f e Fy () d,

k-1

C, étant des constantes arbitraires et F,(x) la valeur corres-
pondante de F(x). o

Cela posé, si I'équation caractéristique (7) admet 7 racines
distinctes, il existe n formules (10) offrant les n intégrales dis-
tinctes du systtme donné (1).

3. Or, supposons que I'équation (7) admette des racines
multiples. Dans cette hypothese la méthode de différentiation,

Publications de I'Institut Mathématique 13
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par rapport au parameire, que D’Alembert avait appliquée a la
formule de l'intégrale particuliere d’'Euler pour en tirer l'inté-
grale générale, est encore applicable dans le cas considéré.

Supposons, en effet, que I'équation caractéristique (7) n'ad-
mette que m (m < n) racines distinctes

CyyUgy veey Oppyy

de sorte que le systtme étudié ‘(1) possede m intégrales, écrites
brievement et profitant des notations précédentes de la maniere
suivante :

@ (yi 1Yoy ees ,y,,,x,cx,-)= G,
(i=1,2,...,m).

Les fonctions ¢; jouissent, d’apres leur définition méme, de la
propriété que leurs dérivées par rapport a la variable indépen-
dante x s'évanouissent indentiquement en vertu des équations
données (1). ‘

Si «; est la racine double de I'équation caractéristique (7),
faisons varier les coefficients des équations données (1) de telle
maniere que la racine double de I'équation (7) soit remplacée

par deux racines simples o; et o;+Ac; du nouveau systeme
envisagé. Alors, outre l'intégrale

(13) (Pi(ylﬁ y2s'--1yrnx:al)=cl’
le nouveau systeme considéré admettera une seconde intégrale

Pt (}"1; VaseessVas X G4+ AU;) =_C—;0
Le systtme étudié étant linéaire, il va sans dire que Ia
fonction ' :
P: (Vl} VareeosVny X, a;+Aag)*‘ng(y1, Yas e oo Vuy X, ai)
ainsi que la fonction

s

Pe (y‘l! Voyeeey Vs Xy (Xi-l-A(I[)—(Pg(VI, V21"‘:Vn)-xyai)
Aoy

jouissent des mémes propriétés citées que la fonction ¢;, vis-a~
vis du systeme remplagant (1) sous I'hypothese faite sur ses
coefficients. Passons & la limite en faisant tendre Ac; vers zéro.
Alors le systeme suppléant, que l'on avait introduit, coincide
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avec le systeme primitif (1) et celui-ci, outre l'intégrale (3),
posstdera une nouvelle intégrale de la forme

0
(14) 021 Ci ’

C/ désignant une nouvelle constante arbitraire distincte de C,.
Si la racine «; de I'équation caractéristique (7) était triple, le
systtme donné (1) admetterait, outre les intégrales (13) et (14),
la nouvelle intégrale

e .,

oo, =G
C/" désignant une nouvelle constante arbitraire distincte des C;
et C/. .

En procédant de cette manitre on compldtera jusqu’a = le
nombre d’'intégrales distinctes du systeme étudié. Il suffit dans
ce but de différentier par rapport & «; chacune des fonctions
d'une unité moins de fois, que le degré de multiplicité desracines
consnderees

4. Prenons, par exemple, Ie systtme des trois équations
citées par V. A. Stekloff, dans son Tiaité sur I'intégration des
équations différentielles, en russe (Nr. 53 p. 355),

= -ve Y= =2p,-2yy, V=~ Ys.
L'équation caractéristique devient
(S, +2)(S,-1)2=
Quant au systeme linéaire (6) il se présente maintenant
sous la forme
,51}114'}12‘0, 2}11""51 p'2+l°0.
Il en résulte
M Wty
En posant S, = -2, on obtient

‘ 1 .
}111"‘2‘: By "/l:
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et lintégrale correspondante du systtme donné (15) devient
-
0= (vt y g et s e =G

Or, on trouve pour p, les expressions

<! 1 S, —8ix
Pe= Vi'*’s%__zyz“sf__zys)e '
0P, _ 25, , Si+2 _1
3s, =[”(S§~z)2“+(5§~z)“’3 e

S;[ —S;x
En y substituant la valeur S,=1, on en tire les deux
dernitres intégrales du systéme (15) sous la forme

(P1=De+y) e =G,

[272- 3ys+X(yy = pa+ 5)] e =Cs,
C, et C;désignant deux nouvelles constantes arbitraires distinctes.

5. Appliquons la théorie exposée a une équation linéaire

d'un ordre quelconque aux coefficients constants
(16) YO +a, y Y +a, yr-D4 .. ta,,y a,y=1f(x),

a,,a,,...a,,,a, étant des constantes et f(x) une fonction quel-
conque de Ia variable indépedante x. V. A. Stekloff profite, dans
son Traité cité (Nr. 46, p.p. 343-345) d’'une maniere tout-a-fait
originale, de l'idée de D’Alembert pour intégrer 1'équation
étudiée (16).

Dans les lignes suivantes il s'agit de réduire le probleme
posé & celui du Nr. 2. Transformons & cet effet ’équation (16)
en un systtme linéaire de la forme (1). Posons dans ce but, en
introduisant n -1 fonctions auxiliaires y;, y,;,...,Va—y,

Y =51
}’1’ ='y2=
Vo =Yg

}’;:—2 ”ytz——l)
Yn-1= —GnY —Gney Vs —On—g Vg~ * =8y Yoy +f (%).
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Les coefficients du systtme (1) admettent actuellement
les valeurs suivantes

a,,=0, 8y,,=0, ..., @py,; =0, Qpy= —ap,

Gp=1, Qy=0, ..., Gpy,, =0, Qng= — Gp—y,

a,=0, Qgs=1, ..., @Gpyyg =0, Gpyg= ~0py,
@yn—1=0, 830y =0, ..., Gpy,n—3=0, @pyn-q= —ay,
aln =0, 02,. 80, c ey an—«j_,u "1, ann‘= —a1.

Les équations (6) pour définir les facteurs p; deviennent
-8, ~ @pPn—y =0, |
1-5,p,~8r—tn— =0,
Py~ Sphe — Bp—gbn—y =0,

am

.

Pa—g = (@ + $3)pn—y =0.

On en tire I'équation en s, sous la forme suivante

"81 0 0 . . - O -—d,,

1 “SI 0 . . . 0 ““an_‘

0 1 —31 . . . 0 “an_z =0.
0 0 . . . . 1-(aq+s)

Développant le déterminant du premier membre de I'équation
précédente par rapport aux €léments de la dernitre colonne, on
obtient 1'équation en s, sous la forme classique

(18) S +a, 8" st - ey S+ 3,=0.

A chaque racine o, de cette équation correspondent des valeurs
définies pn4, des facteurs ps. Supposons, d'abord, que les racines
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de I'équation (18) soient distinctes; on obtient alors le systtme
de n intégrales premitres de I'équation étudiée (19),

19 P (}’, y” y"’ AR | y{n- U); X,Cip): Cll ’
19) ' (v=1,2,...,n),

oit les variables auxiliaires, y;, »,,..., ¥n—y, sont remplacées
par les dérivées correspondantes de la fonction inconnue y.

Or, si I'équation caractéristique (18) admettait des racines
multiples, les intégrales (19) n'auraient lieu que relativement aux
racines distinctes de I'équation (18). Les autres intégrales pre-
migres, qui mangquent, seront définies au moyen des dérivées des
fonctions ¢, correspondant aux racines multiples de (18).

6. Considérons, par exemple, I'équation empruntee au Traité
cité de V. A. Stekloff (Ne 41, p. 241), '

(20) ‘ yﬂr 6}’9! o+ 12}’ Sy O

dont I'équation carac\prlsthue admet 2 comme racine triple. Le
systtme (17) donne, pour définir les deux facteurs ., et p,, les
équations
-8 +81,=0,
1-5,1, - 12p,=0.
11 en résulte

On a, par conséquent, pour définir les trois intégrales premitres
de I'équation (20), la fonction ¢ et les deux dérivées de celle-
ci prises par rapport a s,, a savoir

13y, 1 s
[*"*(—Cé’)y TEgSY ]e e
0 1 : 1 r 1 3 1 1 Pl
wel-ar e ‘»*“[”(5‘ 2]y +gsrfen,
Fo_|2 2 M el (] .
Rl T L i )+ y+(—~—)y TEEY

Eny substituant la valeur s,=2, les trois intégrales premitres
de I'équation (20) deviennent ‘

‘“81).‘
-
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-

l!l

(y y+4y") =G,
[3br-37) s i) e

___‘l;‘l rﬁlrr 2{ o _I__n —
%-—[41: +2x(y 5y )M(y v+ gy ) Paao'd

m

P2

Cy, Ciet G désignant trois constantes arbitraires distinctes. En
éliminant entre ces trois intégrales les variables y’ et y”, on
obtient I'intégrale générale de I'équation (20) sous la forme

7= (C+Cx+Clxex,

C, C' et C” désignant trois constantes arbitraires distinctes qui
s'expriment en anciennes constantes de 1a maniere suivante

C=C;=2C/+2C/", C'=-2C,+4C/, C"=2C,.

7. La méthode étudide peut étre appliquée aux équations
linéaires, sans avoir besoin de les ramener au préalable a un sys-
ttme de forme canonique, en profitant de la méthode Eulerienne,
comme c’est exposé, par exemple, au ,Cours d'Analyse professé
4 I'Ecole Polytechnique® par M. J. Hadamard (. . p. p. 579—583).

Bornons nous, d'abord, au cas particulier du systeme sui-
vant des deux équations linéaires aux seconds membres

21 { y' +2'=2z+cosx,

@1) 3y +2' = y+9z - 357

y et z désignant deux fonctions inconnues de la variable indé-
pendante x,

La somme. de la premitre équation (21) et de la seconde
équation, dont les deux membres sont muitzphes par un facteur
constant indéterminé p, produit
(22) (1+3p)y' + (1+p)2" = py+@2+9)z+F(#),
oil I'on a posé :
F(x)=cos x - 3px2
Introduisons un second facteur constant indéterminé X, en po-
sant ; ; :
(23) I+p=2(1+3p), 1+%=2p
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Ces deux conditions nous serviront pour définir les deux valeurs
indéterminées de p et A.

Grice aux relations (23), et en introduisant la nouvelle
fonction inconnue

A #=p+2Az,
I'équation (22) se réduit 2 une équation linéaire
‘ . I
@) “ "1+3p. 1+3}1F(x)

Or, les relations (23), en en éliminant 2, donnent pour définir

13p2+Tp+1=0, }M,zﬁw?;:;vs
1 en résulte

Ay, 32237 3V3

Substituant ies valeurs obtenues de 1 et X en I'équation (24), on
obtient deux equat:ons

‘.. By 1
U= 1 +3{L I +3}1¢ [“;(X),
(=1, 2).

Il en résulte deux intégrales

By By
— X X
G4z T - “ﬁlé‘;;f e W E(0)dr=C,

‘ (=1,2)
C, et C, désignant deux constantes arbitraires distinctes.
8. Considérons, a4 présent, le systeme d'équations traité
au Cours cité précédemment de M. J. Hadamard, tout en sup-

posant que les seconds membres des équations représentent des
fonctions quelconques:

@5 { 8" +ay +6,y +b,2" +b, 2 + byz=1(x),

) a/ ' +ay +ay+by 2" + b2 +by z=p(x),
les coefficients a et b étant des constantes, f(x) et ¢ (x) dési-
gnant des fonctions quelconques de la variable indépendante x.

Remplacons le systéme (25) par I'ensemble de quatre €qua-
tions du premier ordre
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Y-y =0,
Z-2z,=0,
(26) a, V1'+boé1’+01 Py +0.2y +ayp +b8,2 = £(x),
@,y +boz +a,"y, + 0,2, +ay+ b,z =¢(x),

», et z, étant des fonctions auxiliaires introduites.

La somme de la premiere équation (26) et des autres, dont les
deux membres sont multipliés respectivement par les facteurs
indéterminés p, p, et p,, produit I'équation

(21)  (+pz+dy+vz) - k(y+pz+dp+ez) +F(x),
oll 'on vient de poser

Qopy+a'py =2,

bopy +b'p,  =v,

Aoy + @y 1y - -k,

(28) bopy + b, 1y = —kp,
apt+ap,— 1=K\

r

bipy+bypa—n=—kv,
mf(X)+ P’g‘P(x) =F(x).
Si I'on introduit la nouvelle fonction inconnue

U=p+pz+Ap, +vz,,

I'équation (27) s'écrira, grice aux notations introduites, sous la
forme d'une équation linéaire par rapport & la nouvelle variable u,

(29) & = ku-+F(x).

D'autre part, les formules (28) offrent un systeme de six équa-
tions pour définir les six coefficients indéterminés

(30) ] )\', Vs k! Py Pee

Les équations considérées étant linéaires par rapport aux cing
quantités v

By Py ")\» A
le résultat de leur élimination produit une équation en %
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a, a, 1 0 0 0
b, by O 1 0 0
a, af) 0 0 0 -£ _0
b, o, 0 0 -k O )
a, a -k O 0 1
b, by 0 -k 1 0

Il est aisé de transformer cette équation de manitre a la mettre
sous la forme usuelle connuye

a2 +a, k+a, b k®+b.k+b
@31) @b rakra b E0EL
| ayk2+ajk+a, bok*+ b k+ b, |
L'équation ainsi obtenue est du quatrieme degré par rapport a .
Tous les coefficients (30) admettent, donc, chacun quatre
valeurs que I'on désignera par

By My Vi, Riy Pty Pty
(i=1,2,3,4),
de sorte que, si toutes les racines sont distinctes, on aura quatre
équations distinctes de 1'égalité (29) produisant les quatre in-
tégrales

o =ue k- f e " Fy(x)dx = C,,

(i=1,2,3,49),

C,, G, C, et C, étant quatre constantes arbitraires, ol les va-
riables auxiliaires, y, et z,, doivent &tre remplacées par les dé-
rivées y’ et z'. ' -

Or, si I'équation (31) admet des racines multiples, on pro-
cédera, comme précédemment pour former par différentiation
les intégrales qui manquent.



I'AJAMBEPOBA METOJJA MHTEIPAJbEHA
' QBM‘—IHMX kIIl/IHEAPHMX
JUSGEPEHUMWJANTHUX JELHAUYKHA

On ‘
H. CAJITUKOBA

MeTtoga mHOxMTema, Koje je JI'Anambep yBeo 3a uHTe-
rpajberbe CHCTeMa OGHUHMX u(epeHIMjalHUX jeXHayMHa, Hapo-
YUTO je NMOrojHa 3a M3HaJaXeme UHTerpajsa JvHeapHUX jenHa-
yuHa, jep ce y MCTO Bpeme HpHMetbyje M Ha jeJHAYMHE Ca JEeCHHUM
cTpaHama. 3aro guje Bulue norpeGHa 3a MHTErpakbere J10-
THYHMX jepHayuHa JlarpaHxKeBa meToja Bapujaluje NPOH3BOJbHUX
KOHCTaHarTa. :

- Younmo cuctem jeiHauuHa

n a
Y= zakf}’f‘!-f (%), ;
=1

(k=1,2, ..., 1)

ca cramHum KoeduuujeHTuma, rae cy fx(x) ma xoje QyHxuuje
He3aBHCHO MPOMEHIbUBE X.

VI3MHOXMMO N JLOTHYHE jefHauyHHe, NOYEB OX ApYyre, CTal-
HUM HeompebeHUM MHOXHTelbuma

Peis Pas o 5 0y By
u caGepumo Ju pesyirare, pobuke ce jenHaumna

(1)

‘ o du n
@ I z s1yi+ F(x),
rfle Cy yBeleHe O3HaKe
C o n-1

Byt ) M Pk
. -
. n-1
(3) Siaaji‘l‘z%kak-}»l,.i, (i"' 1: 2; ey ﬂ),
k=1
n—1
FO) =00+ S pefiess ().

k=1
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Oupennhemo can MHOXHTebe py nomohy ycnosa
(4) N Sf-}.i ”81}11 (i“ I, 2, 5 sy n- I).
[lpema TOMe jennauwna (2) mocTaje JMHeapHa MO ¥ U 3a CBaKy

BPeHOCT KOpeHa «, KAapaKTepUCTHYHe jelHauuHe No §,, Koja
noTuye w3 mpsor ycnosa (3) M jepHaxocTd (4), naje uHTerpan

n-1 . ,
6) o= (J’x‘*‘ Z Boiew Vs }ewa,,x "’f & F, ®dx=G,,

k=1

TAe CY P pasiuiuTe BPEIHOCTH pi KOjeqONrosapajy a,, a
€, — NpOU3BOJHHE KOHCTaHTE.

AKO Cy CBHM KOpeHH KapaKTepUCTHYHE jeJiHauuHe pasJiHynTH,
o6pacu (5) onpebyjy n pasnmuuTHX uHTerpana cucrtema (1).

lMocenyje nu KapaxkTepuCTHYHA jenHaynHA BHLIECTPYKE KO-
pene, o6pacud (5) He Hajy noTnyHu Gpoj pasnmuuuTHX MHTerpaia
cucrema (1), Tana hemo npowmputH nocrynak Ji-AnamGepa, Ko-
jum je o monyHHO AjnepoBy MeTONy HM3HaNaXerba ONUITEr MH-
Terpasa, Ha Haue obpacie (5).

3ancta, nako je jmokasaT Ja 3a CIAyyaj BHILECTPYKHX
KOpeHa KapaKTepMCTHYHe jemHauuHe noGujamo, nopex umerpana
(5), jow ¥ unTerpaie

a‘?v aQCPu ”

= =y, e o

Oay v o,

y noBobHOM Opojy fa 6u ykynau 6poj pasnmxmnx nﬂrerpana
cucrema (1) noctao jexnax 6pojy n, npu yemy ¢y Cy, Cy,....
NPOUBBOJbHE KOHCTaHTE,

HNanoxena meroa nako ce mpowupyje Ha JuHeapHe jenua-
yuHe BUWEr pefla OX NPBOT U HAa OHE CHCTEME jelHauyMHa Koje
HHCY HOBEJAEHH Yy HODManHu OGJHMK.
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