SUR' L'INTEGRATION
D'UN SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Par
-T. PEYOVITCH

Soit donné le systeme d’équat‘ions‘)

dxi " - X .
(1) —d-tf‘ = Qi € k (l, k= 1, 2,..., Il)

k=1

oill a; sont des constantes ou des fonctions de £. Dans cette
note nous allons donner certains cas d'intégrations du systéme
(1) par des quadratures. N

1. Considérons tout d'abord le systtme d’équations

5 = ue €1+ 0,67 +... +ape™

@)

dxn
dt

oit @; (i=1, 2,..., n) sont des constantes. Le systeme (2) lui-
méme donne immédiatement

=a,e1 + a,€% + ... +a,e"

1) Nous. avons etudié ce s stéme d'équations & plusieurs reprises
(Comptes rendus, 1. 208, Nz 1 Paris Revue scientifique, N 8238,
gctlobrg 1948, Paris. Pablzcatwas ‘de Plnstitut mathématique, t. 1, 1947,

e gra‘ e).
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o dx, _dx, _dx,
dt dt *“ .. dt ?
_d'olt I'on a :

(3) X,=%,+10g C;, Xy3=x,+10g Cy, ..., Xp—y=Xp+l0g Cpy.

Si l'on porte les valeurs x; (i=1, 2,...,n-1), données par les
équations (3), dans la dermére des equatlons (2), on obtient
I'équation .

(a)

dont l'iptégrale générale est

dx
2 = (Ca,+Coy+. ..+ Cpylyy+a)e™,

—C—x" = (C1a1+ C202+. o ‘l' C""l an—l+an)t+ Cﬂ’

ou
£ 1
(C, a,+C,a,+. oot Cpey gy +a5)t+ Cp’
ou enfin K
Xp = (Zk + l)su - log [(C1 a,+Coay+..... +Cny Gy + a,)t+ Cpl.

Eu egard aux équations (3), le systeme (2) admet I'intégrale
géne’rale
= (2k+1)ni+log C, - log[(C,a,+ G2, +.. A Cra@pa+ap)t+Cyl,
( 4) X, (2k+1 m+logc -log[(C a1+C,a2+ +C,,-,a,,-1+a,,)t+C,,],
(2k+1)su log [(C a,+C a,+ +C,, 1a,,-1+a,,)t + Cpl.
Il est evxdent que les solutions ci-dessus satisfont aux con-
ditions

imxi- -0, lim %0, (i=1,2, ..., 1)
3o troc dt .

Dans le cas , o
Cl a1 + Cg a’+ e e b Cn—l a;.-l +aqy= 0, ‘
les solutions (4) se ramenent aux constantes.

Il faut remarquer que le systeme (2), par le changement
de fonctions “

a; et = ¢,
Publications de !’lnstitut Mathématique 12
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se raméne au systéme

du, _
dt

du, 2y ity u
=2 + .. tetn
dt +e ’

et 4 " ..+ 6",

- . . . » . - ¥
-

dug o
=g 2L+
az + €% -+ er,

qui peut-8tre intégré immédiatement par des quadratures.

2. Considérqns maintenant le systeme (2), oit g, sont des
fonctions quelconques de ¢ Dans ce cas l'intégrale générale de
P'équatipn (a) est '

Xp=(2k+1)ni - log [ f (Cia,+Coay+ . +Cpy@py +an)dt + C,,]‘
. [

Par conséquent, nous avons I’infégrale générale du systeme (2),
oll g; sont des fonctions de ¢

.
% =(2k+1)Ti+log C,—log [ J' (Cya1+Cotytv.ot Cret Gt +an)dt+ c,,],
ty

|3
Xy=(2k+1)%i+log Cy—log [ f(Cia,-l- Catp+...+ Ca-18n-1 +an)dt+ Cn],
(5) 3 . . t .

. . . . % . . . * . . . . . . . 3

xnm(2k+I;ﬂi—log[J(C,a1+Cgag+‘..+Cn-1an~1+an)dt+c ]
{4

Si lintégrale .
t .
(6) ’ ) f (Cia,+Coay+ ... +Cpy @y, +ap)dt
o

augmente indéfinin;ent pour £+ e, les solutions (5) satisfont 2
la condition '
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lim Xp= —00,
t -0

Si l'intégrale (6) est boméé_ pour ¢t oo, les solutions (5) se ra-
menent aux constantes pour £-»co.

3. Considérons maintenant le systeme

( du
~‘—i—t~-—a1 g, L+ ape + £,
duz £ uy : p £
“'gz‘=aie +328 o ‘{"ane + 2
M
3
duy, ‘
—a-i—-— ay€" + @€ + L.+ @u€"
oil g et f; sont.des fonctions quelconques de’ £ Si Ton ¢!
@—wf:--—-ﬂ w=xi+ [frdt, & = e/ NY g

le systeme (7) devient

%’%abie"’ + b€+ ...+ bpe™,
%‘imb e+ b, + ... + bue™n
(8) . :
» * * = ;
%zb,e"‘ + 0,8 + ...+ bpe™n
" avec S ’ o
b= age”"“ (Z =1,2,. )

Le systeme (8), comme on vmt peut-gtre- imegre imméd:atement
par des quadratures.’
Par conséquent, le systé?he (7), ol a; et £ sont des fonc-
tions quelconques de ¢ peut s'intégrer par des quadratures.
' Il faut remarquer que le systeme

) G e
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se tran#orme, par le changement de fonctions

£1-5‘5--1?, dx,, o u=x;+ [ dt,
en systeme
| dx Z
hatid SR Xk

(19) G - 2> bue™,

' k=1
avec

bix = aie ef Telt .

Cela veut dire que Ia résolution du systtme (9) se ramene a
Ia solution du systeme (10).

4, Reprenons le systeme

3 dx N i
dt = a:le + aﬂexg + » e + a".nexd,
.dx,
¥ =y € + Bge€™ + ... + Agpe’™"
(1y 4
dx, :
—a—{—aﬁ,e b €+ o+ Gagl™,

\

olt a; sont ﬂes constantes arbitraires.

Multiplions les équations ci-dessus respectivement par a,,e*,
g8, . .., Gup€™n; ON aura

a, et dtua,,ei(aue + A€ ..+ €7,

dx .
'azze dt “"0228"(0218 *1 -+ d 6 + ...+ azuexn);

A e s e s e e e e e e e e ey

dx, ,
Bpn€? -‘§~a,,,,e"ﬂ (Bm, € + @€ + ... + Gnpe’™).

En additionnant‘ les équations précédentes, on obtient
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Eailexid =g, ‘Ea,ke )+ Qg € (Eaz"e )

i=1 k=1

.o App€¥n (2 a,,;‘e"").
k=1

Cherchons les conditions qui doivent exister entre les coefficients
a;: pour que la derniére équation puisse étre écrite sous la forme

x, dX, xy X

(12) | a,, e dat 1+ay, e’ dtz + ove Fanp € dx,

dt

=(a, € + Aye™ + ... +8ape P
Cecn aura lieu si I'on a v

g, € (z a.e *) +a 2:”(2(1,,,(: k
2
. +a,,,,e"”(2 a,,ke"") = (Zaue"')
k=1

=1
d'oll I'on a
(b) Qi Qi+ Qi Qpre = 204 i)~
(i=1,2,...,n-1, k=i+1, i+2,...,n).
Dans ce cas l'intégration de 1'équation (12) donne
1

- =t+C,
@ "+ Agel™ ...+ Qe
ou : :
1
(13) . A€+ G €+ L Bpp€ = - 1€’
d’ott il résulte '
dx, x, dx 1
xl ot ¥ X Xn n .
(14) a,e v + Gy it .+ Qnp€ ™ (t+C)2

Les équations (13) et (14) donrdent

1) Si tous les coefficlents a4, du systéme (11) sont égaux a J, c’est-
a-dire si Pon a ay,=1, cette condition est satisfaite.
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=0

1 X1 Xs ’ X
}j&'aue + 0,67 + ...+ Apae|=0,

tl—ibn:olilog(anexl + aszexz + .t et )I"|=0.

5. Comme cas particulier, prenons le systtme de deux
équations '

ax. X .
—dt1=aue 1+ a,e?,
1
(15) Cdny
gf =€+ ape,

olt a, sont des constantes.
Apres le changement de fonctions

. ’ dxi 1 dy,
xi "o L p— = —— =y
(C) ) ¢ Jiy - dt ¥i dt
on aura
dy
] ”52‘1:}’1(“;1}’14'“12}’2)»
(16)

d
l _"iyig =J2(824 )1 +a%2y2)-

Si les coefficients a; du systtme ci-dessus satisfont 4 la con-
dition (b), c’est-a-dire si l'on a

) C e Gy Oyt Gy, Oy =20y, 4,

le systtme (16) donne -

doil I @Yy +8s 5y = (A4 Y1+ a5 0),
oii I'on a .

, ‘ ) 1
(17) 2 V1 + Qg Yo = R ET o
~ Portons la valeur y,, tirée de cette équation, dans la dernitre
des équations (16), on obtient I'équation de Bernouilli

dy, _ ( _ Gy azz) yE a9y y
at = ay |7 e, (t+C)7¥

dont I'intégrale générale est
1 ,
(18) Y= — a d

21

Co(t+C) ™ + ay(t+C,)
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d’oil I'on a, d'apres (17),
1 : a
(19) y,= 22
1‘! (t+ CI) :21
a4 Cz(f'*' G+ auazz(t +C)

kLes équations (18) et (19) donnent

lim =0, Jim %{-’ =0, (i=1,2),

Les solutions correspondantes pour x; du systeme (15) sont,
d’apres (c),

limx=—co, lim %% -0, (i-1,2).

t-)oo 7 t>o0 dt

Par conséquent le- systeme- (13), sous la candxt:on (d),
peut-&tre intégré par. des quadratures

Il faut remarquer que le systéme (15), écrit sous Ia forme'

% ~ a21 'y ane
dxi an Bxl + amex’

oli a; sont des constantes quelconques, par la transformat:on

(e) , , €% = ue™,

devient .
au _ (23 - 0y )u+(ay ~ a,5)8° ,
dx, g, + a8

oil les variables se séparent. L’mtégratxon de I'équation cx dessus
donne \ :
@41 (@p2 — 045) 108 1+ (a5 ~ 0,,85) lOg [(azz = Q1) + gy ~ an] =
: =(ay - 84,)(05 - 61) %, +Cyy
‘ ou, d‘aprés (e), ‘ R
4, (@ge—G10)(Xa—X,) + ! 8190y~ 81y Ggp) 102 [(azz““am) € tay-a,]~
- =(ay -~ 0,) (a5, - 35) %, + C,.

Par conséquent, on peut toujours dans le systeme (15), oii

a; sont des constantes quelconques, obtenir une relation entre

X,, x, et une constante arbitraire C,, c'est-a-dire on peut obte-
nir les courbes intégrales du systeme (15).
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‘6. Nous allons donner maintenant quelques cas spéciaux
du systtme de deux équations du type (15) pouvant étre inté-
grées par des quadratures.

12 Le systtme

, dx 5 =~ dy i
(20) JF =9 + b, E’?géex{"d’ |
a, b, ¢, d étant des constantes, donne immédiatement
dx dy

ad+b  ce+d’
d’oil I'on a les courbes intégrales
| ces+dx=ae’+ bv+C,. ,
Il est facile de voir que le systtme (20), par le change-.
ment des fonctions . ~
o ex=§’ €= 1,

devient le systeme
as : dqg
-d?=§(an+b), E=I}(C§+d),

étudié par Volterral). » _ ;
Remarquons que le systeme (20), aprés la transformation

dx du dy _dy
| @&t Ew w4 E
ey . x=bt+u, - y=dt+v,
devient .
‘ du at y v bt u
(22) e e, gmeetel
Soit b=d; on aura
du _ ae’
dv ~ cer’

d'oi , ;
cet~ae® = C,.

k 1) Rendiconti de! Seminario Matematico e Fisico di Milano 8 (1980).
Malheureusemt nous mavons pas ce Journal 2 Beigrade.
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Portons la valeur
cet=qae’ + C,
dans la dernitre des équations (22), et I'on aura
%= ebt(ae” + C,),
oil les variables se séparent.
Par conséquent, nous avons les solutions du systéme (22),
avec b=d et C;=0, . ,

u=(2k+1)ai- log(%e”%ccz),
(23 .
v = (2k+1)ni- log(,——e”f+aC )

C, est une constante d'intégration. Les solutmns (23), pour
b>0 sahsfont aux relations

limg= ~ o, limy=— oo,
ty0 - . tr-)eo

1|m—==11m——=—b
tyol taxl

Les équations (21) et (23) donnent les solutions du systeme (20)
avec b=d, C,=0.
2° Prenons le systéme

‘ZIJ; a(pe"+qe”)+a,

(24) o
| @ - b(pe+gP)+8,

a, b, p, g, o, B étant des constantes. Par le changement de
fonctions k SR

dx du dy v
- T ar ]
(25) x=at+u, -=Bt+ v,
le systeme (24) devnent '
Z‘; a( pete” +gefte’ ),
(26) dv

ot pu Bt pv
ar = b(pe*ten+gqePte’ ),
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d’oll I'on a
de _a
= bu-av = blog C,.

Portons la valeur

. o
=5 v+log C,
dans la dernitre des équations (26), et I'on aura

dv
- b(pC,e“fe "4 gefte ).
Dans cette ‘équaﬁdn les variables se Séparent

a) si a=b et b) sza=§3 .

Par conséquent le systeme (26), c est-a-d:re le systtme (24)
s'integre par des quadratures si a=»50 et si a=.

Remarquons enfin que le systeme (24), par le changement
de fonctions
: ex = é’ e =,
se transforme en le systeme )

%% = [a(p% +¢n) +a]5,
S = (5 +qn) +8ln
etudte par Ve!terrai) | |

. 11 faut mentlonner que le systéme (voir E. Kamke Ioc. cxt D

~du ‘ :
e h(a«a)(c — - V),

LA W (c-u-v),

par le changement de fonctxons
a-u=¢5, b-v=e,

1) Rendiconti del Seminaric Matematico e Fisico di Milano 3 (1930),
Voir aussi E. Kamke, Differentialgleichuugen, 1, p: 621, 1943, Leipzxg
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se transforme en le systeme

%é -h(e*+e&)+h(a+b-c),

, %x'-k(e"+.g'}’)+k(a+b~c),
cest-a-dxre en le systtme de la forme (24), a,b,c, hetk étant
des constantes.

3° Prenons encore un systéme specxal de trois équations

1) %.—_ér~e2, %zez‘fe*,‘ -g--e"-er.‘
En additionnant les trois ‘é“qaaﬁogsf ci-desstis, on obtient
dx  dp o dz
| ar tar df e
ou =
(28) x+y+2z=Cy.

Multiplions les équatmns 27 respectwement par e, ¢¥, €%, on
aura, apres addition, A
dy dz

e =0

§+ &
4 dt
ou . '
29 ‘ e+ ef = G,
Les -équations (28) et (29) donnent les courbes mtégrales du
systeme (27). .

Remarquons que Te s’ystémé (27} se transfone, par le
changement de fonctions o L ‘

=y e =v, € =w,

en le sySté_me.bien connu.
du & dw
V7 a(v w), T = v(w-u), T w(a V).

7. Cons:derons enfin le systéme de la forme
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ax, *
G e
@0) G~ e+ e,
X
e . » o« e . Y
dx,
7{;: Ony €1 + Gpg€™® + .-+ Qpt™n,

“

oit ay sont de fonctions arbitraires de . Le systeme (30), par
le changement de fonctions -

‘ exl »,., y{ N
devient T

dy,
?‘i‘ = yz(asxyi + 59 ¥5),

d
j;“ A +a,,2 Vot oot lnn y,.)

Il est facile a voir que I‘intégraﬁon du systeme précédent
se ramene aux intégrations succesxves d'une suite d'équations
de Bernouilli!).

Communiqué Te 19-X1-1947.

1) En ce qui ¢oncerné Pétude du systdme

"’":z E 6&6" '(iﬁ‘l,z,‘--,n),

k=1

- il faut consulter aussi le Mémoire de Michel Pefroviich JThéortmes gé-
néraux sur les équations différentielles algébriques® (Publications mathé-
matiques de 'Université de Belgrade, t. VI—VII, 198788, p: 290) et Ad-
dition au Mémoire précédent (Pubiicat:ons de !‘lnst:tut Mathématique,
1. 1, 1847, p: 1, Beigrade).
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MHTETPALIMJA JELHOT CHUCTEMA
IOWOEPEHLMJATHUX JEJHAUYMHA
’ T oR )

T. MMEJOBARA

Cucrem jenHayuHa

‘ dxi - ’ xk »
(1) Et—=2ake , (i=1,2,...,n),

k=1

e Cy G KOHCTaHTe MM NpOH3BObHe (YHKUuMje Of £ MOXKe
Ce MHTerpaauTH nomohy KsajgpaTtypa.

Ucro Tako cucrem jemHauuHa

: | d - ’ AR )
(Z)N ‘ ‘ —E-l:{— zake""f + f}, —»‘,(l;,' 1, 2, .oy Il),.
e Cy ar M f; KOHCTaHTe WK NpOH3BOJbHE (PYHKUMje OX ¢, MOXKe
ce MHTerpainuTH nomohy KBauparypa, jep Ce CMeHOM .

dﬂ —f[=@» u;=f-f,dt+x1

dt dt
cucreM (2) csonu Ha cuctem o6usuka (1).
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