GENSRALISATION ET DEMONSTRATION GEOMETRIQUE
DE CERTAINS THEOREMES DE FEJER ET KAKEYA

Par
MIODRAG TOMIC

. *

1. Le but de cette Nafe est de donner une démonstration
géométrique intuitive du théoréme de Kakeya') ainsi que de
.certains théortmes de Fejér?®) relatifs aux polyndmes trigono-
métriques, tout en établissant un théortme plus général qui
les contient.

La démonstration repose sur une propriété géométrique
élémentaire des lignes brisées spirales établie par le lemme
suivant: : :

L emme. Soit: av une suite (finie ou infinie) de nombres
-positifs non croissants, c. a. d. :

1) G0 .. DAv DD ... D 8,>0;

n. .
(2) ‘29‘-0, zn-i-]"z av ﬂve‘, ﬂ=0,1,2....,0<e<25't';
: Kn, n=0,1,2,..., :
les circonférences des points desquelles le segment z,z,y, est
vu sous l'angle 6/2 (v. fig. 1). .

1) 8. Kakeya, On the limits of the roots of an algebraic equa-
Hon with positive coefficlents, Toh. Math. Journ. 2 p. 140142 (1912).

Voir -de méme G. Enestrdm, Remarque sur un théoréme reiatif
aux racines de I'équation etc. T6h. Math.' Journ. 18, p. 3486 (1920).

2L. Fejér, Uber ein onometrisches Analogon eines Kakeya-
schen Satzes. Jahresbericht der Deutschen Math Vereinigung, 38, p 231—
238 (1929), et L. Fejér, T:fi?onometrische Reihen und Potenzreihen
mit mehrfach monotoner Koeffizientenfolge. Transactions of the Amer.
Math. Soc. 39 M 1, p. 1859 (1636). : .
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Alors 1) chaque cercle K, est ou bien entiérement situé
dans le cercle précédent K-y ou se confond avec lui, et 2) tous
les points. d'/fftxes

Zny Znbss Zntgsese -
sont sttue's a l’mtérzeur ou sur la circonférence du cercle K,,
En particulier, 3) tous les points d’affixes
z,, n=0,1,2,...,

sont situés & lintérienr ou sur la circonférence du cercle K,,

dont la tangente OT au point z,=0 fait avec lUaxe réel un

angle égal a-90[2 (v. fig 2). =

Démonstration. Le cercle K, passe par les points z,

et z,4, et son centre C,, est situé sur la perpendiculaxre passant
par le milieu du segment znz3+,, S . :

detenesorteque L e

q z;. Cﬂ Zn.r.l =e. i .

Or, d'apres (2), c.a.d. de

nol
Zpty—2p=4dne ,

il s'ensuit que

arc (Zpy; — 2p) = arc (2, — Zp—g)+o.
Ainsi les centres C,., et C, des._

~deux cercles successifs K, et ..
Kn se trouvent sur la blssectrlce\_n_
de I'angle 2z, 2, zn+,. LT
" Ces deux cercles passent

donc par le méme point z, et,
d’aprés (1), le rayon o

3!',.,_1 = Crly Zno, = C,;..i z,,
du cercle K,,._1 est plus grand ou égal au rayon
_ = CpZn
du cercle .K,,,k,c’. a.d
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Il en résulte que le cercle K, est ou bien entitrement

situé a P'intérieur du cercle K,—; en le touchant au point z,,

ou bien, lorsque a,_;=a,, ces deux cercles se confondent..
. L'affirmation 1) est ainsi établie.

4 4
6
3
B\ N
G “
) i A .4
0Ng® &
7
Fig. 2.

L'affirmation 2) est une conséquence immédiate de l'affir-
mation 1), puisque chacun des points
zﬁ+ls Znt2yeeey
qui suivent le point z,, sont respectivement situés sur les
circonférences -des cercles R
K’H‘ls Knﬁr--'ﬁ
qui tous ‘se trouvent eux mémes a l'intérieur de cercle K, ou
se confondent avec lui. A
Enfin, l'affirmation 3) n'est qu'un cas particulier de I'affir-
mation 2) pour n=0 (v. fig. 2). ,
2. Le lemme’ que nous venons, d'établir n'est au fond

qu'une démonstration géométrique intuitive du théortme suivant
de Kakeya, cité sous?):
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Soit
P @)= vax"
V=0
un polynéme & coeffzcmnts réels non croissants, c. d.d. tels que
B bbby > 0,0,

alors: 1) le palynéme Pn(X) H'a pas de zéros a lintériesr du
cercle unité
[x]=1

2) il wa de zéros ni sur la circonférence de ce cercle, &
Pexception du cas o il existe un entier k tel que n-1 soit
divisible par k et

) by = bv.(..;,

poar tout. mdme v gm n'est pas dwfs:#te par. . o

Daizs ce cas, ¥ effet le polyndme P (%) ‘posséde exacte-

‘ment T 2éros sur “Ie ‘cercle unité®).

- D émonstrat:on 1). Lorsqu on pose
“) x=pe®, 0<p<1,
et ’ : ’ :
) : a,=b,p¥, v=0,1,2,...,n,
la suite de nombres a, sera, d’aprés (3) et (4), décroissante,
a,>a8,,, v= 0,1L,2,...,n. ‘
Donc, d’aprés le lemme précédent, les points

Zep=pr(pe).
seront pour tout £=1,2,...,n-et 9 entre 0 et 2x, & Pintérieur
des cercles Ky, £=0, 1,2,...,*3, qui, & partir de k=1, ne con-
tiennent plus_le. point x=0. Donc le. point Zny, DE peut se
trouver A T'origine, ¢. &. 4.
' z,,+,-p,,(pe’)+0 pour 0<p<l et 0o 2,
d’oir résulte 1a- premitre affxrmauon
; 3) Le cas exceptionnel mentionné dans cette seconde affirmation
est dfi 2 J. Karamata: son analogon relafif aux polyndmes trigonométri-

ues 4 coefficients convexes se trouve dans la premi2re des Notes de
Fejér, citeé sous?), p. 236 —-238.
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2) Dans le cas oit p=1, il est évident géométriquement
que les points zv, v=0,1,2,... ,n+1 ne peuvent se confondre
avec l'origine que lorsqu ils se présentent sous forme de cicles,

aux polyndémes trigononiétriq&es. -

en étant les affixes des

- n-1
sommets de - poly-
gones réguliers sembla-
bles (v. fig. 3).

A I'exception de ce
cas p,(x) ne peut s'an-
nuler pour aucun [x|=1.

3. Par des consi-
dérations semblables 'on
parvient a un théortme
qui généralise en quelque
sorte le théoreme de
Kakeya et ‘qui contient,
en outre, certains théo-
remes de Fejér relatifs

% théortme en vue est le suivant:

Théoréme. Soit

P,, (*)= Zc x¥

un polynéme de degré n, @ coefficients réels et soit -
m=[nf2] avec . czmir=0,
lorsque le polyndme est de degré n pair.
Lorsque les coefficients cv satisfont aux conditions -

() emCmi1 >Cmey=Cmig > -

c. ad.

= C2=Cam—y >C; *sz>¢o—cm+_1>0;

Cm—v+1~ Cm+v = Cm~ v‘cm+1+v>0 v=123,...,m,

alors: 1) le polynome P,(x) n'a pas de zéros sur. la circonfé-
rence du cercle wzzté [x] —-1 a l‘exceptzoa du cas ozz ,
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et 2) lorsque, en outre, les m+1 premiers coefficients ne décrozs-
sent pas, c. a d.

6 L emCmy 20 260> 0,
le polynome P, (%) & exactement m zéros dans ce cerclet)

' DémOnstrat ion. On peut toujours siipposer n=2m+ 1,
car dans le cas ol le degré du polyndme P,, (x) est pair, on”
- posera )
cz,,,+1 =0 aveCc cCan==0.

Soit don¢ .
2m+1 ‘
Pr(¥) = Panyy (%)= Z‘-cv o
(7) R P 2&-}-1(‘*} Sm-fvx (x)‘*‘gm(x): ‘
en'y désxgnant par 32m+; (x) Ie polynbme réciproque
Sanrt4 (x)= 2 "-':':t-i-x+\r("m‘V +xm+v+’)
Cov=0 “ R

et par Q,,.(x) le polyndme de degré m suivant

Q’" (*)= Z (ev - Comiy—v) X¥ = 2 (Cm—v - cm+v+1) xm.-.v

ve=0 v=0
En divisant Ia relation (7) par x™ I'on obtient
r"f;’mi (x) =X"MSomiy (x) +x—m Q,,, (x) -

- " i ~v.
: "Z"Mv-i—x(x v;‘_x +)+2(cm~\r“cm+v+1)x v
: - ) K .
de sorte que pou_r o
' x-e ~oi

: s Lors B dans 6 figurent les signes d'é alité il pent se présens
ter le gas ex%gptionnet( )semblable a celui du th orém’e de Kakeyg, con-
sidéré sous 2). -
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I'on en déduit
Pl Pm (e Gi) -

: 1 " f
= e;“g.l Zcm—i»\f*i-i("fr,(v%), eé’*’ _“.'(w%'f)m) 2 (em—v - "m+v+x)¢ we”
e ] ) o ‘ v=0
Donc I ) ‘
~ mdi —eiy _9, mo, vei
® € Pl ) =T Ra@+ Dele
v=0

oll Yon a posé

v=0

) o Rm(e) 22""‘*""”1 c:os( +2‘)9 
et o "
(10) C‘,==Cm...v Cm.*a.v..i.i, V“O 1 2;.- n.

Le premier terme de lexpresswn 8), c. 2 d (9), a pour
argument - 9/2; il est donc I'affixe d'un point qui est situé sur
la tangente OT du cercle K, (v. fig. 4 et 4).

0<o<rr

GG<2r

Fig. 4. Fig. 4.

Quant au second terme, il est l'affixe d'un point qui est
situé, d'aprés le lemme démontré au début, 3 lintérieur ou sur
la cxrconférence du cercle K,, vu que les conditions (1) de ce
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lemme sont satisfaites, pmsque "T'hypothese (5) est, d’aprés (10),
identique a
c,,} . \rcO l 2,...m-1.

La somme géemetrique de ces. deux nombres ne peut
donc s'annuler quelque soit 0< 6 <2x, car, lorsque § varie de
0 & 2x, le cercle: K, et la tangente OT se déplacent d'une
manitre continue de la posmon donnée par la fig. 4 a celle
donnée par la fig. 4.

Il en résulte la premlére affxrmaﬁon, cad que

P,(x)=%=0 pour x=¢%" et 0<0<2x.

Pour démontrer que le polynidme P,(x) a exactement m
zéros a I'intérieur du cercle unité lorsque () est satisfait, faisons
tendre - vers zéro. d‘uae mamére i:ontnme ses n-m -derniers
coeiftcsents, c.ad e i e

;fve«m‘ﬂ m+2, . h.

: (f *0,-«
Dans ce cas, d’aprbs a0
) P,,(x)w» Qnulx).
Or, d'apres (6) et le-théoreme de Kakeya appliqué au

polynéme
R A" Qu(1/9),
les m racines du polyndme Q(x) se trouvent tous a l'mténeur
du cercle unité, D'autre part les conditions (5) d'aprés (6)
restant satisfaites, aucun des zéros du polyndme P,(x)ne peut
traverser la circonférence de ce cercle, c. 2 d. exactement m
des zéros du polynOme Pa(x) restent certamement dans le cer-
cle unité, ce qui démontre le théortme, - ;
4. La premitre affirmation du théoréme précédent contient
comme cas parﬁcuher fes- denx théo&mes suivants de Fejér
cités sous?): : o
1. Le polyn me» zn;goaome'trxque ‘

.
Sn(®)= Zdvsm(w-é-)e
_.._.._.0
reste posmf dans I’mtervalle 0,2 x) lorsque la suite des coef«
ficients dv est monotone, c. & d. lorsque ~
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ay dy > >d, > diimy >0n>0.
1L Le po{vnome tr{gouométrzqae

C,,,ée)=-—~+23 cosﬁ

ve=0

reste tan}ours posmf lorsque la suite des coefficients
o) €4ree-m, 0,0
est convexe, ¢. @ d. lorsque ,
| ~ ‘ ~281+92>0
2e,+e,>0
1z , 3m~38m«»1+8m>95
' em—y—2¢m >0,
- 8m ' >0
Pour le faire voir il suffit de choisir les "coefficients cv
du polyndbme P,(x) de manitre qu'il soit réciproque. Dans le
premier cas, on supposera n impair et Ton posera
Co—k = = Cmikis =dxf2, %k=0,1,2,.

et dans le second, on supposera n palr, C.a d Cam41 ==0 et I'on
posera. . :
Cm—ie = ok = eg/z k 0,1,2,...m.

ei)ans ces cas, en eﬁet le pclynbme P,, (x) se rédmt pour
x=g% 8
| P ’(}W’)?;Tﬁ.éff"i‘i). *s;,(e). .
respectwement a.

P,,(eei e’“e‘c (e)

Drautre part Ies condmons (5) se rédmsent dans le pre-.
mier cas aux conditions (11) et, dans le second cas, elles pren-
nent la forme .

e1>e,-e,,,>«. e,,‘.,,,,>,;.e,,p,..x em>e,,,>0
qm sont équwaientes aux condit:ons (12}, ce qux démcmre Ies

affirmations.
Communiqué le 23-V!i 1947
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FEOMETPUCKH JJOKA3 U YONIUTEHA U3BECHUX
‘TEOPEMA FEJER-A I KAKEY-A
‘ oxn ,
M. TOMUTBA

OsHayumo ca zv, v=0,1,2,...2,=0, Tauke y KOMILUIEKCHO]
paBhH, a ca K (2v—i, zv) KPyroBe U3 KOjuX Ce LLYXH Zv—i, Zv Bulie
mog yraom /2. Kpyr K (2»,

Zn4y) NeXahe Tazay Kpyry - o 0 2)
. - 0,27}

IK (zn—u Zn), Kag ropm -je /
aﬂ>an+1» rae je ay = Izk+1— iz ’
—z;|. [pema Tome he Tauke /‘uz’”\
Z, JIOKATH Y WIH HA KpYTY . v ,
K (24, 24-,) 8a cBaKo n=>g, s
a cnengjanHo cse ke ose

TayKe JieXaTH y wnn Hakpy-~ {7 | e )

ry K (2o, 2) (8. €. 1).. 5 -
U3 oBe unmenuite, Koja \\

Iaje HemocpeiHy -reome- A A

TPHCKY WHTepnpeTrauujy v 0 = %
Kakey-uHa cTaBa (B. UMTAT . S5
1 pacnpaBe), NOGHBaMO

0Baj OMIITHj4 CTaB: Cn. 1
Ako koeguyueniiu Cv GosauHoOMa .
, | )
P,(x)= Z Cv x¥
. v=0

3adoso.nasaly ycaose
Cr=Crt1 > Cry — Cta >+ = Cy ~ Cam = Co = Camy1 >0,

20e je m=[n/2] u sz+, =0 ako je n Qapxo, ada GOAUHOM
P, (x) Hema Hysa Ho kpyiy |x|=1.

Ako je Boped Mmora jow u
‘ ) Cm}Cm—])"'}Ci>Co>o,

Bada oBaj HOAUHOK LKG TAYHO M HYAQ y @ome kpyry.
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- M3 opor crasa clieu HO3UTHBUTET
1) 36upa

m v
Ed«sfn(v+%)6 8a 0<0<2q,
. veQ ’ )
aKo je .

: Cdy>d, > dpey > dn >0,
- 2) 86upa

m
%%2 Cvcosvd 3a 0<‘9<2“‘,
v=1 T

axo cy koeQuuujent# Cv ABOCTPYKO MOHOTOHH,
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