« INEGALITES
RELATIVES AUX QUOTIENTS ET A LA DIFFERENCE

DE [fg ET [f[e
Par
J. KARAMATA |
1. Dans le -livre de G. Pélya et (. Szegd!) se trouvent

les généralisations suivantes de ce:taines megahtes dues 2
P Schweltzers) et J. Kurschék‘) L

“Lorsque les deux suites de nombres

- a, eth, v=1,2,.....n,
satisfont les conditions
‘ O<aLa, <<A=2a
et V"’l, 2,;:0-”»
0<bh, < B=pb
alors
: Z b
4aAbB p |
m 1= > Gb+ ABy " T+ )"
=e)=n)
\fanl ‘Vf:l .
ainsi que I'inégalité relative aux fonctions:
G P 6! G. Sze % Aufgaben und Lehrsitze aus der Ana-
{tt 1, Auigaben 92 u. 93, p. 57.

lysis, Berlin (192g T i Abschn

Voir de méme K. pp, Uber die maximalen Abstinde und
Verhaltnlsse verschiedener Mitte]werte Math. Zeit. 39, p. 768776 (1935).

Schweitzer. Eine Ungleichung iiber das arithmetische

Mittel. Math és Phys. Lapok, 23, p. 257—261 (1914); oli se trouve le cas
particulier de Iinégaiité (1) iorsque a.by=1 pour tout v=1, 2,..

3L Kurschék Gestelite Aufgabe, Math. és Phys. Lapok 23, p
378 (1914); ol se trouve le cas particulier de V'inégalité (V 2) lorsque a.-
et b=B, c. 4 d. lorsque A=p,
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Lorsque les deux fonctions 1(t) et g(t) sont intégrables dans
Vintervalle (0,1) et satisfont aux conditions ’

O<a{fH)<LA=2a

our tout 01,
0<b<gt)<B=-pb, P ST

. alors

f f(t)g(t)dt
4 aAbB 4\

@ 1= Z @b+ ABP T+ pP
f &0 drfgz( tdt

Les megalités de gauche dans. (1) et (2) étant celles de
Cauchy-Schwarz, elles sont évidemment valables quelque soient
les suites a, et b, respectivement les fonctxons it et g(t).

Nous nous proposons dans cette Note d’établir des inéga-
lités analogues, mais oit les suites et fonctions qui y figurent
se trouvent au premier degré. A cet effet nous allons démontrer
fe théoréme suivant:

Théoreme I Lorsque les fonctiops f(t) et g(t) sont
intégrables dans Ulintervalle (0,1) satisfaisant les conditioas

(3) O<alfH)<A=2a,
0y,

(4) C 0<b<<g)<B=pb
" alors 1 V

Sf f(t)g(t)at
(5) 1/1<2< D<K,

!atw ety

oit
©) e Vb +VAB _ I+\/—-
| VaB +yAb Y +\/'

L'on peut établir cette double inégalité directement em
démontrant d’abord I'mégahié aaalogue se rapportant aux suites
de nombres, a savoir:
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- Lorsque les deun. suites de mombres

- a, et b, vl 2
satisfont les conditions ' '
- - zk :
e O<ea,<A-a v=12,..... n,
' 0<dCh CB=pb,

alars |
Ea\,b,,
Z“ b

Yt}

KR < <K

oit 2 la cmstante K est dcnaé‘e par Légalite (6).

Nous: a&ans teweiei& la dédyire du ﬂ!éeséw pia& général
suivant:

Théoreme H. Soient les fonctions K1) et g(t) intégra-
bles dans lintérvalle (0, 1) et

(43 O<a i< A4,

I Eg L
®) b<ay<n, PSS
en posant k

o
a- [ewa
&
an a

©  k(Q) f(t)dz‘< f F0 e dt(HGGi*fffijdf

oi ‘o a pasé
ab(B x)+AB’(x b)

et
{an f;(x)=H(A’a’x)gAb(B*x)+AB(x-b)

A (B—x)fa(x— by’
¢. & d. h(x) s'obtient de H(x) en y permutant a avec A.
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Ce théortme est un cas particulier d'un théoréme plus
général qui se trouve dans ma Note citée sous*).

M. A. Bilimovi¢ a donné une démonstration directe trds
simple de ce théoreme qui repose sur des considérations géo-
métriques et que je vais reproduire ici.

Démonstration du théoréme II. En construisant dans um
systeme d'axes rectangulaires fyz, la fonction y =1f(t) dans le
plan ¢y et la fonction z=g(¢) dans le plan £z, il est clair, d’aprés

figure ci-jointe, que le volume V du corps

0, 1, £(0), £(1), £(0), (1), gf(O), gr(1)
est donné par

f (g dr.

D’autre part, en desxgnant par F la surfaceo 1, F(0), (1),
et par ( la surface 0, 1, g(0), g(1), c. a d. en posant

1

f fHdr et f g dh,
0

il s'ensuit, d'aprés les megahtes (7) et (8) et la consxdéranon
de la figure, d'une part, que

V=bF+(G-b)y, avec a<{y,< 4
(12) { et, d’autre part, _

V=BF -(B-G)y, avec a<{y, <49

%) J. Karamata, Compiément au premier théoréme de la moyenne.

Bull. de I’Acad. des Sciences Mat. et Nat. Belgrade, 4. T, . p. 97-106

(1983), et (en serbe) ,Glas“ de 'Acad. r, serbe (CLIV) I 77, p. 119-144 (1933),
5) Ces relations, ¢ a d ; -

V—bF=(G-b)y, et BF»V =(B-QJps -
s’obiennent d'ailleurs directement par [Papplication du premier théoréme
de la moyenne, puisque

V-bF= f (g(t)— b}/ () dt=p, j' {g(t)- b} dt=(G-B) 1,
0 0

et
B

. 1 . o
BF-V= [{(B-g())£(1)dt=ys [{ B-g(t)) dt=(B~ Q).
o ‘ 0
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De ces inégalités I'on tire
V-bF G-b y
BF - V B B-aG y
et puisque, d'apres (7), ;
o/ A< 1, /y, < Ala,
I'on en déduit les deux inégalités suivantes:
V-bF _ G-b a V-bF G-

b
BF-V>B-G 4’ % BF-VSB-G

A
.

,  Fig. 1
En résolvant ces inégalités par rapport a V/F, il s'ensuit

h(G)-Ab(B G)+aB(G~ b)/V<ab(B Q)+ AB(G-b)
AB-G)+a(G-b) SF Sa(B-Q)+6(G-b)
qui représentent les inégalités (9) avec (10) et (11).
Remarquons que, b, B et G étant des constantes données,
les limites données par les expressions /(G) et 2((Q) dans ces
inégalités sont les plus précises possibles, pour qu'elles restent

valables, queleque soit la fonction g(f) telle que
' 1

b<e()<B et G- Jg(t)dt.

Démonstratzon du Théoréme I. Le théoreme Il est valable
quelque soient b < B; pour en déduire le théoréme I supposons que
O<b<B,

=H(Q),
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et considérons les fonctions
k(x)=b(x)% ot K (»)-nH (x)/x
D’aprés le théoreme Il on a

F)g Q4
(13) ‘:(G){ 1 S - <K(@)§
o at|g@at
[rodf
avec
. ab(B- x)+AB(x b (A-~@(B-x)(x-b)
KO = @E= BRI ) =k+ x{i@ig'x)-t-xi(x D
et
) - A0 (B )+ Bz~ b) | A-9B-0)(x-b)
*AB-D+aw=b) x{&(B—{c)+a(x~b)}'
Puisque )

) >
bg(}n‘fg(t) dt<_B,
0

il suffit de considérer ces fonctions dans ['intervalle (Q, B);
d'ailfeurs Ia considération de Ia fonctien K'(x)=K(u, A, x) suffit,
msqug ) s‘eb’ae&t de K(x) en germ{ank aetA cdd

| | k(xz KA, 0, %),
- D fait qua.
‘ 1(@); =K(By=1,
et
k(b)=k(B)=1,
et puisque

Bo0 (G- ABG~RE
M = e
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il s'ensuit que la fonction, K(x) a un seyl maximum au point

aB+ | Ab
B
| b<xy<vbB<B,
et que la fonction k(x) a un seyl minkpwa au poiat

avec

b<\bB<in<RB.
Ces valgus, maximum- ek mininumg, étant

: KOI=K (F * ‘/"‘B}

et o
, Min_ (k(3)) =k (xm) = 1K (xa)<1.

I en résulte que les inégalités (13) seront 2 fortiQri safis-
faites. lorsqu'op y aura, remplacé |

| k. o K@
respectivemend’par ;
: k(xn) et K(xm),

ce qui- donne: les inégali¥s (8) avec la: hm(@} du thdorsme I,
qui se trouve ainsi démontré,

2, Dans les theorémes l et ﬂ on a cons:déré Ies Imutes

dut quotfent
Q(f, 2) f L j'fm at fgcardt

des intégrates: des fonetions Pet g; or, les qpeaﬁvns semwahleﬁ,
se padscniantl laugih 1o Plass dB- ¢ guoleDt 0u cﬁnald)re la
différence, ¢. 2 d.
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D(f.g- [fHewat- J feyat[ewar,
Jro /

expression qui, de ce point de vue, a été étudiée par G. Griiss®).
et E. Landau”).

Les fonctions f(f) et g(® étant de carrés sommables dans
(0, 1), E. Landau a montré que

‘ |D(f, &< VD(f, f) D(g, &),
d'otr il a déduit 'inégalité
(14) ID(f, 9|<V(A-F)(F-a)(B-0)(G-D),
lorsque les fonctions £() et g(t) satlsfont aux conditions
af(<A et b<g()<B, pour 0<t<l
et ol 'on a posé

F-flf(t)vdt o ‘G-fg(t)dt.;

Cette dernitre inégalité peut en quelque sorte saméhorer
de la manitre suivante, ‘

L'expression dans le second membre de l’mégahté (14)
est la moyenne géométrique des quantités

(A-F)(F~a)(3_b) ot (B—G)(Gmb)(A_a);
elle. est donc. comprise entre Ie plus petit et le pius grand de
ces deux nombres. ‘

'ﬂ) G. Griiss, Uber das Maximum des aﬁsoluted Bétraﬁ.es von
3 b b
1 . 1
—a] T We@dr- g [ 1) dx fgtoar,
a a a o

Math. Zeit. 39, p. 215-226 (1934).
n %B Landau, Uber einige Ungleichungen. von Herrn Q. Griiss,
Math. Zeit 39, p. 742:744 (1985); volr de méme

E. Landau, ﬂber mehrfach monotone Folgen,- Prace Mat, —
Fiz. XLIV, p. 387-851 (1936).

K. Knopp, loc. cit. 1).
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" Of,-en parfan'tf des relations (12), ¢. 2 d. de -

f f(®)g () dt~ bF
Gop——Je avee  a<{n,<4,

8- [feyar

Frg— e W a<n<A
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ou blen des relatnons analogues, obtenues en permutant les

fonctions f(f) et g(¢), a savoir

f (08 it-4a
F -a

-z,  avec b<z,<B,

AG f f(t)g(t)dt
A F -z

avec b<z,<8,

il en résulte, aprés soustraction et un calcul simple, que

i . 1 1
D(f, &)= f f(t)g(t)dt- f f(t)dt | g(dt=
i 0 B

(B G) (G

(1) ——<y,~yo~
anen
Puisque “
4 o I-?a.“)’a.(QA—a |
et _ Y2l

5-al<B-b
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)il' s'ensuit que Findgalité (14) peut tre remplacde. par les inéga-
lités suivantes:

1p¢, 9I<B=RE= ),
DA, 9)| <@__§.L(@_*&.(A _a)

L'une de ges deux inégalités est certainement plus précise
que I'inégalité (14), puisque son second membre est égal a la
moyenne géométrique des seconds membres de ces inégalités.

3. Ainsk, en: supposant les fonctions f(f) et g(#) continues
dans P'intervalle (0, 1), les relations (15) peuvent &tre mises sous
le: fornwe: des théortmes de- la. mapenne; & swveir:

Il existe toujours, dans linterveile (8,1}, desx nombres
t, et t,, ainsi que t, et t',, tels que lon ait

p(r, o-CPE=Nray-ren o,

“(‘W-—-A“?ff““’{g(t',)Ag(fg)} St

Or, dans le méme ordre d'idées réside un résultat obtenu
par G. Kowalewski®) concernant I'expression D(f, g).

Dans la premitre des Notes citées, Kowalewski démontre
le théoréme suivant:

Soit
£ (), k=1,2,..... 8,

un systéme’d n fonctions continues dans Uintervalle (0, 1), il
existent, dans cet intervalle m valeurs t, de ¢,

0t KL v=E 2,.....0
et n nombres positifs p,., dont la somme est égale & l'unité,

n
zpvmlo pv,.:—?'c: val, 2,000 n,

v=1

8 G. Kowalewski, Ein Mittelwertsatz fiir ein Sggtem van.
n ixﬁ%gx('agg,} Zeitschrf, fiir Math nnd Phys. 42, p. 153 (1807) et 48
p-
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tel que les n relations

fk(t;dt-zp,,f,(w. k=1, 2,....n,
vyl
aient lieu simultanément.
En posant dans ce théoreme, avec n-=3,
LO)=1f(), ,()=g(t) et L ()=1()g(1),
Kowalewski en déduit, dans la seconde des Notes citées, qu'il
existent toujours trois quantités positives telles que

Py+pe+py=1, D1 2 8=>0,
et trois valeurs de ¢ de l'intervalle (0, 1), c. a d.,

0<¢1» 22 a<l9

1,28

(16) ~ D(f, )= vapp(f(tv) it e () -&()
. v,

Or, dans cette relation les trois quantités p,,,, et un des
trois nombres ¢,,,, sont superflus. On peut, en effet, réduire
le second membre de la relation (16) a un seul terme, de maniere
qu'elle prenne la forme suivante

de manitre que

D(, &)~ f F()g () dt - j £(6) dt f g0yt
. 0 1]

(1) =3lFE) - FEe ) -g@), 0<t,,<1.

En particulier, de cette relation on déduit lmmédialemen’t
le résultat de G. Griiss®), a savoir que

| D(f; @) | <5 - 9B - )

Pour établir 1a refation (17), il suffit d'appliquer le théoreme
mentionné de G. Kowalewskl 4 un couple de deux fonctions
£,(0) et £,00).

%) Voir loc cits) et 9.
19) Voir la remarque 2 la fin de la Neode.
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En effet, en tenant compte de la relation

D(f, 9)- f (F(5)- Flig(t)- QYdt=.
; ‘

1

- J f(Dg(at-Fa,

<t en posant
(@)=t} - Flg@) -G}, H@O=1(@),
ils existent, d‘aprés le theoréme de Kowaiewskx, deux constantes
- positives :
P;ﬁ‘Ps =1, py z>0
et deux valeurs de ¢ de I'mtervaue (0, 1), ¢c.ad -

» ( 0, . <1,
telles que les relations

D(f 9= f £(6)- F)ig(t)- G}dtu

. “‘p1(f“'F)(g1 G)“*‘Pz(f F) (g~ G)a
€

F- ff(t)dt=p1f+p2f2, |

aient lieu sxmnltanement pour abréger, on a pose dans ces
relations
fx"’f (ti)s 2 ‘?’.f (tz)v
et ‘
g =g(t), &=gt)
Or, en substituant dans la premitre de ces relations,
c. a d. dans

D(f, & =p.f 8 +p1r8,- (p1gi+p2gz)F+FG Py fy+py 2)0

la valeur de F, donnée par la seconde, les deux dermers termes
s'annulent et I'on en déduit
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D(f, @) =p, 1,8, +P: 1,8~ (P18 +P, &) (py F,+p.13) =
- (P +Ps) (P T, 8 +Pa s £5) ~ (P, 8,4+ P2 &) (py Fy+ D, 1) =
‘Pxpe(fxg:’*'fz,gz"fxgz"fzgx)"

» R =p, s (f,~1,) (8, - &)
En d'autres termes, I'on obtient

1 S 1
D(f, &)= |f(t)g(t)dt- | f(t)dt | g(¢)dt=
6[ t‘f J’v

=pypAF{t) - F(LHE () = g (&)}

Pu2=0, pi+py=1 et 0, <1

Puisque le maximum du produit p,p, est égal a 1/4,
lorsque p, +p, =1, on peut remplacer dans la relation précédente,
en raison de la continuité des fonctions f(f) et g(¢), ce produit
par 1/4, ce qui démontre la relation (17).

Remarque. De la relation (16) de Kowalewski, on ne
peut obtenir que la valeur 1/3 2 la place de la constante 1/4,
qui figure dans I'inégalité de Griiss.

En effet, en majorant les différences qui figurent dans le
second membre de la relation (16) par (A - a) (B - b), on en déduit

| D (f,8)| < (P, Pa+PsPo+Pepy) (A ) (B-b),

PytDe+py=1 €t pyyy,g,>0.

Or, le maximum de la premxére de ces parenthéses est
égal a 1/3, vu que

1
31P:+pzpt+papi =5 (px +p,+ps)2 (P“+P§+P§)} -

avec

avec

S f"‘z'{"(P%+P§+pg)}, |
et que le minimum de '
Pi+P3+p} POUT  Py+py+py =1
est égal a 1/3. :

Présentéala séance de I'Académie
serbe des Sciences le 10-IV-4T ..
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O HE}JEQHAUHUHAMA KOJE GE QIHOCE
HA KO/IHYMIK H PASJIWKY MHTEIPARA fenfrfe
« Oxn
J. KAPAMATE

VY Besu ca Hejennayunama on, G. Polya, G. Szego, P. Schwei-
tzer i J. Kiirschék (8. uurare 1, 2, 3 pacepane), a «ojé te wxuoce
Ha KOJNWYHMK MHTerpana KBajpara ¢yHkuuja, ayTrop naje, y
NpBOM Jledy PUCHD@EE, BNANOTHY HejexHaumy, O Y xo;o;
* (hyHKuuje ¢urypuily Ha npBOM CTeneny ¥ To:

Cras l. Heka je y paamaky (0, 1)

O<alF(<A
u . -
: <t <LgH<B,
fwoa je 0<§<g(t) |
[roewa
1/K2< :iv =y : '<th
f f(t)ydt j giyar
10e e ’ ’
' K- V’“Hfﬁﬁ
{*Mﬂb

Osaj ce cTaB goGuBa KO crneuwjanaH cayyaj onurujer
CTaBa, KOju je ayTOp JIOKasao y pacnpaBu UWTHpaHOj nop 4.

Auanorna HejelHauMHa, KOja Ce ORHOCH Ha PASANKY

1 A 1
D(f, 8= f toe@a- [£0d Jg(t)dt

MECTO Ha KOJHYHHK rOpibMX HHTErpam, je Griiss-oBa HejeqHayuHa
. ) : .
ID(, &)|<g{A-a)B-b),

(B. pacnpase uurHpane nox 6 - 7). .
YV npyrom meny pacnpaBe ayrop fIOKasyje f#a Ce oBa Heje-
LHayuHa, y cydajy Kan cy QyHKImME £ H g NenpeKuaNe, moXe .
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HalMCaTH M Y OGNHKY CTaBa O Cpejtbum Bp'ejinoc'mma, Haume Jia
y pasmaky (0,1) nocroje yeek aBa Gpoja £, u f, TakBa Ja je

D, g“-{f(fx) ~F(EHE(t) - g (@ 0ty , < 1.

Osum je ayTop nokasao ja ce onrosapajyhu cras I. Kosa-
neBCKor (B. pacnpaBe UMTHpaHe NOX 8) MOJXe y MHOrOMe ympo-
CTHTH, NOITO Ce KO MCTOr jaBba 36Hp O TPH YlaHa mpiber
obauka u, mecro IBa, HIECT napamerapa, - Lo ‘

Publications de I'Institut Mathématique , 10
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