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STABILIT�E DE L'�EPI-CONVERGENCE EN DIMENSION FINIE

D. Mentagui

Communicated by Gradimir Milovanovi�c

R�esum�e. Nous donnerons une extension du r�esultat de stabilit�e de McLin-
den et Bergstrom [8], concernant l'�epi-convergence de la somme de deux suites de
fonctions convexes. On discutera ensuite la port�ee de nos hypoth�eses de quali�cation
qui permettent la stabilit�e de telle convergence.

Abstract. We give an extension of stability result of McLinden and Bergstrom
[8], concerning the epi-convergence of sum of two sequences of convex functions.
Afterwards, we discuss the nature of our quali�cation conditions which imply the
stability of such a convergence.

1. Introduction. Soit X un espace vectoriel de dimension �nie. On d�esigne
par �0(X) l'ensemble des fonctions convexes semi-continues inf�erieurement (sci) et
propres (i.e, non identiquement �egales �a +1 et ne prennent jamais la valeur �1),
et par C(X) l'ensemble des convexes ferm�es non vides de X . Une des convergences
naturelles qu'on peut d�e�nir sur C(X), fut introduite pour la premi�ere fois par
Wijsman en 1964 [12], [13] suite �a ses travaux en th�eorie de la d�ecision statistique
[4]: Une suite (Cn)n de C(X) converge vers un ensemble C de C(X) si pour tout
x 2 X , d(x;Cn) ! d(x;C) o�u d(x;C) d�esigne la fonction distance d'un point x �a
C. Lorsque pour tout n, Cn est l'�epigraphe d'une fonction fn de �0(X) et C est
l'�epigraphe de f 2 �0(X), on dit alors que fn �epi-converge vers f [1]. Cette notion
de convergence a connu depuis son introduction en analyse non lin�eaire, une large
application dans diverses branches de l'optimisation (optimisation stochastique, al-
gorithmique, programmation math�ematique etc. . . ). Elle s'est r�ev�el�ee aussi un outil
puissant et eÆcace dans l'�etude et l'approximation des probl�emes variationnels et
poss�ede de nombreuses propri�et�es remarquables [1], [3], [6], [11]. Cette conver-
gence est en g�en�eral di��erente de la convergence simple, cependant il existe dans la
litt�erature des conditions sous lesquelles les deux convergences co��ncident [10].

L'objet de cet article est de donner une extension des r�esultats de McLinden et
Bergstrom [8] concernant la stabilit�e de cette convergence. L'int�erêt de ce probl�eme
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r�eside entre autres dans l'interpr�etation suivante: Etant donn�e deux espaces X
et Y de dimensions �nies et fn; gn n = 1; 2 . . . des fonctions de �0(X � Y ) qui
�epi-convergent respectivement vers deux fonctions f et g de �0(X � Y ). Soient
�n = fn + gn et � = f + g les fonctions de perturbations associ�ees respectivement
aux probl�emes de minimisation:

(Pn): inff�n(x; 0):x 2 Xg; (P ): inff�(x; 0):x 2 Xg:

Les probl�emes duaux de (Pn) et (P ) sont d�e�nis respectivement par:

(P �n): supf��
�
n(0; y): y 2 Y g; (P �): supf���(0; y): y 2 Y g;

o�u la notation �� d�esigne la fonction conjugu�ee de � [5].

Dans de nombreux probl�emes d'approximation (voir par exemple [3]), on
s'int�eresse �a la convergence des solutions des probl�emes (Pn)n et (P �n)n vers les
solutions de (P ) et (P �) respectivement. Une des techniques utilis�ees, est de faire
�epi/hypo-converger les Lagrangiens associ�es aux fonctions �n vers le Lagrangien
associ�e �a � [3]. Une condition n�ecessaire et suÆsante pourque cette convergence
ait lieu est que (�n)n �epi-converge vers � [3], mais ceci n'est rien d'autre q'un
probl�eme de stabilit�e de l'�epi-convergence de la suite (fn + gn)n.

2. Pr�eliminaires. Soient X et Y deux espaces vectoriels de dimensions
�nies. On d�esigne par �0(X) l'ensemble des fonctions convexes propres et sci
d�e�nies sur X , et par C(X) l'ensemble des convexes ferm�es non vides de X . Le
domaine e�ectif d'une fonction f 2 �0(X) est l'ensemble not�e Dom f = fx 2
X : f(x) < +1g, et l'�epigraphe de f est l'ensemble not�e epi f avec epi f = f(x; �) 2
X �R: f(x) � �g. Si C 2 C(X), on d�esigne par Æc la fonction qui vaut 0 sur C et
+1 ailleurs et par 0+C le cône asymptotique de C, i.e l'ensemble

T
">0 "(C � x0)

o�u x0 est un �el�ement quelconque de C. On v�eri�e classiquement que C ne d�epend
pas du choix de x0 dans C, et qu'il existe une et une seule fonction not�ee f0+ telle
que 0+ (epi f) = epi f0+ [7].

Si A:X ! Y est un op�erateur lin�eaire, on note par Af la fonction d�e�nie
par: y 2 Y ! (Af)(y) = infff(x):Ax = yg s'il existe x tel que Ax = y et
(Af)(y) = +1 sinon [9]. Soient maintenant (Cn)n, C des ensembles de C(X) et
(fn)n, f des fonctions de �0(X). On dit que:

� Cn converge vers C et on note Cn
e
!C [12] si 8x 2 X , d(x;Cn) ! d(x;C),

ce qui est encore �equivalent �a (voir [1]):

i) 8x 2 C, 9xn 2 Cn, xn ! x,

ii) Pour toute sous-suite (nk)k, si xk 2 Cnk et xk ! x alors x 2 C.

� (fn)n �epi-converge vers f et on note fn
e
!f si epi fn

e
! epi f dans X � R.

Cette d�e�nition est �equivalente �a la formulation fonctionnelle [1]:

i) 8x 2 X , 8xn ! x, f(x) � lim fn(xn)

ii) 8x 2 X , 9xn ! x, fn(xn)! f(x)
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3. Extension des r�esultats de stabilit�e de l'�epi-convergence de

McLinden et Bergstrom. Dans [8], McLinden et Bergstrom ont montr�e que si

f , g, fn, gn, n = 1; 2 . . . sont des fonctions de �0(R
p) telles que fn

e
!f et gn

e
!g,

alors sous l'hypoth�ese de quali�cation 0 2 int (Dom f �Dom g), la suite (fn+ gn)n
�epi-converge vers f + g. Ils utilisent le r�esultat cl�e:

3.1 Th�eor�eme. [8, Th. 3] Soient Cn, C des parties convexes de Rp et An,
A:Rp ! Rq des op�erateurs lin�eaires tels que An converge vers A, i.e jAn(x) �

A(x)j ! 0, 8x 2 Rp. Supposons que Cn
e
!C et KerA \ 0+C = f0g. Alors: (i)

AnCn
e
!AC; (ii) les ensembles AnCn sont ferm�es pour n suÆsamment grand si les

ensembles Cn le sont aussi.

Remarque. La conclusion du th�eor�eme 3.1 n'est plus vraie si on suppose
que KerA \ 0+C est un sous espace vectoriel non nul, comme le montre le contre-
exemple suivant [8]:

Soit A: (x; y) 2 R2 ! A(x; y) = (0; y) et soit An = A, 8n. Il est clair que les

ensembles Cn = f�1(�n; 0) + �2(n; 0) + �3(n; 1), �i � 0,
P3

i=1 �i = 1g convergent
vers l'ensemble C = R�f0g et que KerA\0+C = R�f0g, mais AnCn = f0g�[0; 1]
ne converge pas vers AC = f(0; 0)g.

3.2. Th�eor�eme. Soient Cn, C des parties convexes de Rp et An, A:R
p !

Rq des op�erateurs lin�eaires tels que An converge vers A, i.e. jAn(x) � A(x)j ! 0,
8x 2 Rp. Supposons que, (i) KerA \ 0+C = M est un sous-espace vectoriel;

(ii) M � KerAn, 8n � n0; (iii) Cn +M
e
!C. Alors, AnCn

e
!AC. Si de plus les

Cn+M sont ferm�es (en particulier ceci a lieu si Cn est ferm�e et si 0+Cn\M est un
sous-espace vectoriel), alors les ensembles AnCn sont ferm�es pour n suÆsamment
grand.

Preuve. On va se ramener aux hypoth�eses du th�eor�eme 3.1 par passage �a
l'espace quotient Rp=M . Comme M � KerAn \ KerA, les applications An et A
se d�ecomposent d'une mani�ere canonique sous la forme An = An Æ s et A = �A Æ s
o�u s:Rp ! Rp=M d�esigne la surjection canonique. Soit m = dimM? et  :Rm !
Rp=M un isomorphisme d'espace vectoriel. Posons:

Bn = An Æ  ; Dn = ( �1 Æ s)(Cn);

B = �A Æ  ; D = ( �1 Æ s)(C):

Il est clair que les op�erateurs lin�eaires Bn convergent vers B. Montrons maintenant

que KerB \ 0+D = f0g et Dn
e
!D.

� KerB \ 0+D = f0g: En e�et soient y 2 KerB \ 0+D, y0 2 D et � � 0.
Alors y0 + �y 2 D et  (y0) + � (y) 2 s(C). Posons  (y0) = s(x0) et  (y) = s(t)
avec x0 2 C et t 2 Rp. D'apr�es (i), nous avons x0 + �t 2 C +M = C, par suite
t 2 0+C. D'autre part B(y) = 0 si et seulement si A(t) = �A(s(t)) = 0. Ainsi,
t 2 KerA \ 0+C =M . Par cons�equent  (y) = 0 et y = 0.

� Dn
e
!D: L'hypoth�ese (iii) est �equivalente �a la convergence des s(Cn) vers

s(C) et donc celle des Dn vers D car  est un isomorphisme.
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Toutes les hypoth�eses du th�eor�eme 3.1 sont satisfaites, donc BnDn
e
!BD i.e.

AnCn ! AC. Si de plus Cn +M est ferm�e alors s(Cn) l'est aussi ainsi que Dn.
Par cons�equent BnDn = AnCn est ferm�e pour n suÆsamment grand d'apr�es le
th�eor�eme 3.1.

En particulier ceci aura lieu si Cn est un convexe ferm�e et si 0+Cn \M est
un sous-espace vectoriel [9], ce qui ach�eve la preuve. �

3.3. Corollaire. Soient (Cn)n et (Dn)n deux suites de C(Rp) qui conver-
gent vers deux convexes C et D respectivement. Supposons que:

(i) 0+C \ �0+D =M est un sous-espace vectoriel;

(ii) M � 0+Cn \ �0+Dn, 8n � n0;

Alors, Cn +Dn
e
!C +D et Cn +Dn est ferm�e pour n suÆsamment grand.

Preuve. Consid�erons l'application lin�eaire A: (x; y) 2 Rp � Rp ! x + y.
Alors:

� KerA \ 0+(C �D) = f(x;�x):x 2Mg est un sous espace vectoriel.

� Cn �Dn + f(x;�x):x 2Mg = Cn �Dn
e
!C �D

Toutes les hypoth�eses du th�eor�eme 3.2 sont satisfaites, donc A(Cn �Dn)
e
!

A(C �D), i.e. Cn +Dn
e
!C +D; et les Cn +Dn sont ferm�es pour n suÆsamment

grand.

L'hypoth�ese de quali�cation 0 2 int (Dom f � Dom g) qui assure la stabilit�e
de l'�epi-convergence de la somme, revient �a supposer que le cône engendr�e par
Dom f �Dom g est �egal �a l'espace Rp. Nous donnons une extension de ce r�esultat
dans le th�eor�eme suivant:

3.4. Th�eor�eme. Soient f , g, fn, gn, n = 1; 2 . . . des fonctions de �0(R
p)

telles que fn
e
!f et gn

e
!g. Sous l'une ou l'autre des deux hypoth�eses suivantes:

(H)

(i) M =
S
��0 �(Dom f �Dom g) est un s.e.v. de dimension m.

(ii) Il existe une suite d'applications lin�eaires  n,  :R
p ! Rm telles que:

 n(M) =  (M) = Rm; ( n)n converge vers  ; Ker n \Dom fn�Dom gn =
f0g, 8n � n0.

(iii) Dom fn \ Dom gn �M .

(H 0)

(i) M =
S
��0 �(Dom f �Dom g) est un s.e.v. de dimension m

(ii) Dom fn �Dom gn �M , 8n � n0

(iii) Dom fn \ Dom gn 6= ; pour tout n suÆsamment grand.

Alors, fn + gn est propre et fn + gn
e
!f + g.

Remarque. L'hypoth�ese 0 2 int (Dom f � Dom g) implique �evidemment que
les hypoth�eses (H) et (H 0) sont satisfaites.

Pour la preuve du th�eor�eme 3.4, nous utiliserons le lemme:
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3.5. Lemme. [8, Th. 7] Soient fn, f des fonctions de �0(R
p) et An,

A:Rp ! Rq des op�erateurs lin�eaires tels que fn
e
!f et (An)n converge vers A. Si

KerA \ fx: f0+(x) � 0g = f0g, alors Anfn
e
!Af et ces fonctions sont convexes

propres et sci.

Preuve du th�eor�eme 3.4. Si m = p alors (i � H) ou (i �H 0) implique que
0 2 int (Dom f �Dom g), et on est alors dans les conditions du th�eor�eme 5 [8]. On
peut donc supposer que 0 < m < p.

Etape 1. Supposons que l'hypoth�ese (H) soit satisfaite. La propret�e de fn+gn
provient de (ii-H) puisque 0 2 Dom fn�Dom gn implique que Dom fn\Dom gn est
non vide, par cons�equent fn + gn n'est pas identiquement �egale �a +1. Montrons

maintenant que fn + gn
e
!f + g:

� Soient x 2 Rp et (xn)n une suite qui converge vers x. Nous avons toujours:

f(x) + g(x) � lim fn(xn) + lim gn(xn) � lim fn(xn) + gn(xn):

� 8x 2 Rp, 9xn ! x, lim fn(xn)+gn(xn) � f(x)+g(x): Comme  (Dom f) =
Dom( f) et  (Dom g) = Dom( g), les hypoth�eses (i-H) et (ii-H) impliquent:

Rm =
[

��0

�( (Dom f)�  (Dom g)) =
[

��0

�(Dom f �Dom g)

ce qui est encore �equivalent �a 0 2 int (Dom f � Dom g). D'autre part le fait
que M soit un sous espace vectoriel implique que Dom f \ Dom g est non vide
[2]. Quitte �a faire une translation, on peut supposer sans nuire �a la g�en�eralit�e que
0 2 Dom f \ Dom g, donc Dom f [ Dom g � M . Soit � un nombre r�eel tel que
fx: f(x) � �g soit non vide et soit x0 tel que f(x0) � �. D'apr�es [9, Th. 8.7] nous
avons:

fy: f0+(y) � 0g =
\

">0

"[fx: f(x) � �g � x0] � "(Dom f � x0) �M:

De la même fa�con fy: g0+(y) � 0g �M . En utilisant (ii-H) on en d�eduit

Ker \ fy: f0+(y) � 0g = Ker \ fy: g0+(y) � 0g = f0g:

Les hypoth�eses du Lemme 3.5 sont satisfaites, par cons�equent  nfn
e
! f ,  ngn

e
! g

et ces fonctions sont convexes propres et sci. Mais compte tenu du fait que 0 2
int (Dom f � Dom g), l'�epi-convergence est stable pour la somme de fonctions

convexes, donc  nfn+ ngn
e
! f + g et ces fonctions sont convexes propres et sci

pour n suÆsamment grand.

Si x 62 Dom f \ Dom g, alors f(x) + g(x) = +1, et pour toute suite (xn)n
qui converge vers x on a

lim fn(xn) + gn(xn) � f(x) + g(x):
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Si x 2 Dom f \ Dom g, alors y =  (x) 2 Dom f \ Dom g. Il existe donc une
suite yn 2 Dom nfn \Dom ngn qui converge vers y telle que,

lim( nfn +  ngn)(yn) �  f(y) +  g(y) � f(x) + g(x) (3.1)

Soit ("n)n une suite de nombres positifs qui tend vers 0. Alors pour tout n 2 N, il
existe un 2 Dom fn et vn 2 Dom gn tels que

 n(un) =  n(vn) = yn

 nfn(yn) � fn(un) �  nfn(yn) + "n (3.2)

 ngn(yn) � gn(vn) �  ngn(yn) + "n

Par (3.1) et (3.2) nous avons donc

lim(fn(un) + gn(vn)) � f(x) + g(x):

D'autre part (ii-H) et (3.2) impliquent

un � vn 2 Ker n \Dom fn �Dom gn = f0g:

Par suite
xn = un = vn 2 Dom fn \ Dom gn

et xn 2M d'apr�es (iii-H). Il suÆt maintenant de montrer que xn ! x:

D'apr�es (ii-H),  n converge vers  et les restrictions de  n et  �a M sont
bijectives, donc  �1n converge vers  �1, et donc uniform�ement sur toute boule de
Rm. Mais compte tenu de (3.2), nous avons  n(xn) !  (x). On d�eduit que
 �1n ( n(xn))!  �1( (x)), c'est �a dire xn ! x.

Etape 2. Si maintenant l'hypoth�ese (H 0) est v�eri��ee, alors (ii-H) est n�ecessai-
rement satisfaite, car on peut toujours trouver une application lin�eaire  :Rp ! Rm

telle que  (M) = Rm. On prendra alors  n =  pour tout n 2 N. On peut alors
construire comme pr�ec�edemment pour tout x 2 Dom f \Dom g, une suite (xn)n de
Rp telle que

 (xn)!  (x)

lim(fn + gn)(xn) � f(x) + g(x) (3.3)

xn 2 Dom fn \ Dom gn

Pour conclure il suÆt de montrer que xn ! x:

Comme gn
e
!g et g(x) < +1, il existe une suite zn 2 Dom gn telle que zn ! x.

Par suite:
 (xn � zn) =  (xn)�  (zn)!  (x) �  (x) = 0:

Mais d'apr�es (3.3) et (ii-H 0), nous avons xn � zn 2 Dom fn � Dom gn � M . Par
cons�equent, xn � zn ! 0, c'est �a dire que (xn)n converge vers x. �
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4. Commentaires. (1) Dans [3, Th. 4.1], Az�e a donn�e des hypoth�eses
de quali�cation qui assurent la stabilit�e de l'�epi-convergence de la somme de deux
suites de fonctions de �0(X). Notons (H 00) ces hypoth�eses avec X = Rp:

(H 00)

(a) f , g, fn, gn, n = 1; 2 . . . sont des fonctions de �0(X) telles que fn
e
!f et

gn
e
!g.

(b) Il existe une boule B(0; r) telle que pour tout � 2 B(0; r), il existe un
indice N et deux suites born�ees (xn)n et (yn)n telles que � = xn�yn, 8n � N ,

lim fn(xn) < +1 et lim gn(yn) < +1.

Si 0 2 int (Dom f � Dom g), alors (H 00) est satisfaite [3, Coroll. 4.2]. Nos
hypoth�eses (H) et (H 0) n'impliquent pas en g�en�eral la r�ealisation de l'hypoth�ese
(H 00). En e�et:

i) Si (H) est v�eri��ee avec  n =  pour tout n, et si M est un sous espace
vectoriel propre, i.e. M 6= X , alors (H 00) n'est jamais v�eri��ee: soit x 2 Ker et
x 6= 0. L'hypoth�ese (H 00) implique l'existence d'une boule B(o; r) contenue dans
l'ensemble

S
k

T
n�k Dom fn � Dom gn. Soit � 6= 0 et t 2 Rp tels que x = �t et

jtj � r. Alors, t 2 Ker \ Dom fn �Dom gn = f0g, ce qui est absurde.

ii) Si (H 0) est v�eri��ee avec M un sous espace propre, alors (H 00) n'est
jamais v�eri��ee: le fait que M soit un s.e.v. propre implique que l'ensembleS
k

T
n�k Dom fn �Dom gn ne contient aucune boule.

(2) Montrons en�n par des exemples que les hypoth�eses (H) et (H 0) sont
ind�ependantes:

� Soient pour tout n 2 N� les ensembles d�e�nis par:

Cn = f(x; y) 2 R2: y = nxg; C = f(x; y) 2 R2:x = 0 et y 2 Rg

Consid�erons les fonctions f = Æc, g = Æ(0;0), fn = Æcn , gn = g + 1=n. Nous avons:

(i-H): M = [��0�C = f0g �R

(ii-H):  n =  : (x; y) 2 R2 ! y, Ker \ Cn = f(0; 0)g et  (M) = R

(iii-H): Cn \ f(0; 0)g = f(0; 0)g �M .

L'hypoth�ese (H) est donc satisfaite alors que (H 0) ne l'est pas, car ii-H 0) n'est
pas satisfaite.

� Soient les ensembles, Cn = R � f1=ng, C = R � f0g, et les fonctions
fn = Æcn , f = ÆC , gn = Æ(1=n;1=n) et g = Æ(0;0). L'hypoth�ese (H

0) est satisfaite car:

(i-H 0): M =
S
��0 �C = R� f0g;

(ii-H 0): Dom fn �Dom gn =M ;

(iii-H 0): Dom fn \ Dom gn 6= ; mais (ii-H) n'est pas satisfaite puisque,
Dom fn \ Dom gn = f(1=n; 1=n)g 6�M , 8n � 1.
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