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O GEODEZIQESKIH I GOLOMORFNO-PROEKTIVNYH
OTOBRA�ENI�H OBOBWENNO
REKURRENTNYH PROSTRANSTV

�. Mikex, �. Raduloviq

Communicated by Mileva Prvanovi�c

Rez�me. Dl� mnogih rimanovyh prostranstv bylo pokazano, qto
ne dopuska�t netrivial~nye geodeziqeskie i netrivial~nye golomorfno-
proektivnye otobra�eni� ili preobrazovani�. Odnako zti rezul~taty
qasto povtor�lis~ v �vnom, a qasto v ne�vnom vide.

V pervo� qasti pokazyvaem, qto nekotorye prostranstva, kotorye
izuqali P. Venci, L. Nikolesku, D. Floria, sovpada�t s prostranstva-
mi �. Mikexa. Po�tomu rezul~taty ukazannyh vyxe avtorov dl� geodez-
iqeskih otobra�eni� nekotoryh special~nyh prostranstv vyteka�t iz
raboty �. Mikexa. Dalee vydel��ts� special~nye obobwenno rekur-
rentnye prostranstva, ne dopuska�wie netrivial~nye geodeziqeskie i
golomorfno-proektivnye otobra�eni�.

Nasto�wa� stat~� posv�wena izuqeni� geodeziqeskih i golomorfno-
proektivnyh otobra�eni� special~nyh klassov rimanovyh prostranstv
Vn. Snaqala daem analiz suwestvovani� ranee issleduemyh prostranstv,
a zatem vydel�em novye klassy rimanovyh prostranstv, kotorye ne
dopuska�t netrivial~nye geodeziqeskie i netrivial~nye golomorfno-
proektivnye otobra�eni�. Issledovani� nos�t lokal~ny� harakter,
rassmatrivaemye geometriqeskie ob�ekty sqitaem dostatoqno gladkimi.

1. V 1953 g. Takeno i Ikeda [1] dokazali, qto central~no sim-
metriqeskie prostranstva V4 neposto�nno� krivizny ne dopuska�t netri-
vial~nye geodeziqeskie otobra�eni� (NGO). �tot rezul~tat byl v 1954
g. obobwen Sin�kovym [2] dl� simmetriqeskih (S1n) i rekurrentnyh (K1

n)
prostranstv, kotorye, kak izvestno, harakterizu�ts� sootvetstvenno
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uslovi�mi na tenzor Rimana Rh
ijk;l = 0, Rh

ijk;l = 'Rh
ijk, gde 'l { nekoto-

ry� nenulevo� vektor; zap�to� oboznaqaem kovariantnu� proizvodnu� v
Vn.

Neskol~ko avtorov �tot rezul~tat obobwilo dl� proektivno sim-
metriqeskih (WS1n) i proektivno rekurrentnyh (WK1

n) prostranstv, ko-
torye harakterizu�ts� uslovi�mi: W h

ijk;l = 0, W h
ijk;l = 'lW

h
ijk, gde

W h
ijk � Rh

ijk �
1

n�1

�
ÆhkRij � Æhj Rik

�
{ tenzor proektivno� krivizny Ve�l�,

Rij � R�
ij� { tenzor Riqqi, Æhi { simvoly Kronekera. Odnako mo�no

dokazat~ (sm. naprimer [3]), qto WS1n � S1n i WK1
n � K1

n [ PPK, gde
PPK { prostranstva posto�nno� krivizny. V rabote [3] dokazano, qto
NGO ne dopuska�t polusimmetriqeskie prostranstva, v kotoryh imeet
mesto

W h
ijk;lm = almW

h
ijk + bmW

h
ijk ; (1)

gde alm i bm { nekotorye tenzory.

Venci [4] dokazal, qto NGO ne dopuska�t prostranstva, v kotoryh
vypoln��ts� uslovi� (1) pri bm = 0. Nikolesku [5], [6] i Florea [7]
rassmatrivali GO prostranstva, kotorye ohvatyva�ts� uslovi�mi

T h
ijk;lm = almT

h
ijk ; (2)

gde T h
ijk � Rh

ijk+�(Æ
h
kgij;�Æ

h
j gik) i � { nekotory� invariant, alm { nekotory�

tenzor.

Ukazannye prostranstva Venci, Nikolesku i Florea �vl��ts� po-
lusimmetriqeskimi prostranstvami, udovletvor��wimi uslovi�m (1).
Takim obrazom, privedennye rezul~taty vyteka�t iz [3].

Snaqala doka�em, qto prostranstva Venci [4], udovletvor��wie
uslovi�m (1) pri bm = 0, �vl��ts� tak�e polusimmetriqeskimi. Dl�
�togo proal~terniruem (1) po l i m. V silu predpolo�eni�, poluqim

W h
ijk;[lm] = 0; (3)

gde [lm] oboznaqaet al~ternirovanie po l i m.

Svernuv (3) s gij (komponenty matricy obratno� k kgijk), ubedims�
qto tenzor Riqqi udovletvor�et uslovi� Rij;[lm] = 0. No togda iz

(3) vytekaet sootnoxenie Rh
ijk;[lm] = 0, kotoroe harakterizuet polusim-

metriqeskie prostranstva, qto trebovalos~ dokazat~.

Dalee poka�em, qto prostranstva Florea (2) udovletvor��t uslo-
vi�m (1) pri bm = 0. Oqevidno, sootnoxeni� (2) mo�no zapisat~ v forme:

Rh�
ijk;lm = almR

h
ijk + blm

�
Æhkgij � Æhj gik;

�
; (4)

gde blm � alm � �;lm. Svertyva� (4) po indeksam h i k, nahodim

Rij;lm = almRij + (n� 1)blmgij : (5)
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Uqityva� opredelenie tenzora proektivno� krivizny Ve�l� i formuly
(5), poluqim formuly (1) pri bm = 0.

2. Otmetim, qto bol~xa� qast~ vydelennyh ranee prostranstv
Vn, ne dopuska�wih netrivial~nye geodeziqeskie otobra�eni� (NGO),
�vl�lis~ polusimmetriqeskimi ili Riqqi polusimmetriqeskimi, a te
kotorye dopuska�t NGO, �vl��ts� prostranstvami Vn(0), vvedennymi
nami v [11], [14].

Prostranstvom Vn(0) nami nazvano [11], [14] rimanovo prostranstvo
Vn dopuska�wee NGO, pri kotorom spravedliva sistema uravneni�

aij;k = �(igj)k; �i;j = �gij (6)

otnositel~no neizvestnyh nevyro�dennogo simmetriqeskogo tenzora aij,
nenulevogo vektora �i i invarianta � (�tot invariant po neobhodimosti
{ posto�nna�). Zdes~ zap�to� oboznaqena kovariantna� proizvodna� v Vn,
gij { metriqeski� tenzor, (ij) { simmetrirovanie po ukazannym indeksam.

Izvestno [11], [14], qto rimanovy prostranstva Vn, dopuska�wie
NGO, �vl��ts� prostranstvami Vn(0), esli vypoln�ets� odno iz uslovi�:
(a) Rij = 0, gde Rij { tenzor Riqqi;
(b) Ti;[lm] = 0, gde Ti (6= 0) { nekotory� vektor;

(v) Tij;[lm] = 0, gde Tij (6=
0
Tgij) { nekotory� vektor vtoro� valentnos-

ti;
�

T { zdes~ i v dal~ne�xem nekotorye invarianty (takie sootnox-
eni� vypoln��ts� v privodimyh, kelerovyh i ne��nxte�novyh Riqqi

polusimmetriqeskih (Rij;[lm] = 0;Rij 6=
0
Tgij) prostranstvah);

(g) Thijk;[lm] = 0, gde Thijk (6=
0

Tghigjk +
1

Tghjgik +
2

Tghkgij) { nekotory� ten-
zor, pri n > 4 i pri n = 4, esli T obladaet algebraiqeskimi svo�stvami
tenzora Rimana;
(d)

(Ah
[iÆ

k
j] �Ak

[iÆ
h
j]);[lm]= Rh

[Æ
k
Æ]S

Æ
ijlm; Rank kAh

i �A�
�=nÆ

h
i k > 2 (7)

gde Ah
i �

0

TÆhi +
1

TRh
i +

2

TRh
jR

j
i + � � � +

s

TRh
j1
Rj1
j2
� � �R

js�1
i ; Rh

i � R�ig
�h, S�Æ

ijlm {

proizvodny� tenzor ukazanno� valentnosti.

Uslovi� integriruemosti uravneni� (6) i ih differencial~nye
prodol�eni� ime�t vid [11]:

a�(iR
�
j)kl = 0; (80)

a�(iR
�
j)kl;l1

+ �(iRj)l1lk = 0; (81)

. . .

a�(iR
�
j)kl;l1 ...lm

+ �(i
m

T j)kll1l2...lm = 0; (8m)
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gde Rhijk � gh�R
�
ijk;

m

T ijkl1l2...lm �

mX

s=1

Rkjils;l1...ls�1ls+1...lm : (9)

Legko ubedit~s� v spravedlivosti sledu�wih lemm:

Lemma 1. Imeem
m

T ijkl1 l2...lm = 0 togda i tol~ko togda, kogda
Rhijk;l1l2...m = 0.

Lemma 2. Imeem gkl1
m

T ijkl1l2...lm = 0 togda i tol~ko togda, kogda
Rij;l1l2...lm�1 = 0.

Dokazatel~stvo �tih lemm svodits� k mnogokratnomu al~ternirova-
ni� sootvetstvu�wih ravenstv, pri �tom uqityva�ts� to�destva Riqqi
tenzora Rimana.

Imeet mesto

Teorema 1. Ne suwestvuet neploskih prostranstv Vn(0), v kotoryh
vypoln�ets� rekurrentnoe uslovie:

Rh
ijk;l1l2...lm = Rh

i��S
��
jkl1l2...lm

; (m � 1); (10)

gde S { nekotory� tenzor.

Dokazatel~stvo. Pust~ suwestvu�t neploskie prostranstva Vn(0),
v kotoryh spravedlivy formuly (10). V takih prostranstvah vypol-
n��ts� uslovi� (6) i (8). Snaqala rassmotrim sluqa�, kogda m = 1.
Svernem (10) s ash, a zatem prosimmetriruem po s i i; uqityva� (80) i
(81), poluqim �(sRi)l1lk = 0. Tak kak �s 6= 0, to Rhijk = 0, qto �vl�ets�
protivoreqiem predpolo�eni�, qto Vn(0) ne �vl�ets� ploskim. Takim
obrazom, teorema 1 spravedliva dl� m = 1.

Predpolo�iv, qto teorema verna dl� m�1 (m > 1), poka�em, qto ona
verna i dl� m. Svernem vyra�enie (9) s ash, a zatem prosimmetriruem

po s i i. Na osnovanii (80) i (8m) legko ubedit~s�, qto
m

T jkll1l2...lm = 0.
Iz lemmy 1 sleduet, qto Rhijk;l1l2...lm = 0. �to uslovie garantiruet vy-
polnenie sootnoxeni� (10) pri m � 1. V silu naxego predpolo�eni� na
osnovanii teoremy 1 pri m � 1 takih prostranstv ne suwestvuet, sle-
dovatel~no teorema spravedliva i dl� m. Teorema dokazana.

Dalee imeet mesto

Teorema 2. Ne suwestvuet ne��nxte�novyh prostranstv Vn(0), v
kotoryh imeet mesto uslovie:

Rh[i;j]l1l2...lm = R�
�ijS

�
�hl1l2...lm

(m � 1): (11)
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Dokazatel~stvo teoremy 2 analogiqno dokazatel~stvu teoremy 1, no
vmesto uslovi� (8) ispol~zu�ts� modificirovannye sootnoxeni�, polu-
qennye iz (8) putem ih svertyvani� s gll1 i togo, qto

Rhij�;�g
�� = Rj[h;i]:

3. Analogiqnye teoremy ime�t mesto i dl� netrivial~nyh golo-
morfno-proektivnyh otobra�eni� (NGPO) kelerovyh prostranstv Kn.

Qetnomernoe prostranstvo nazyvaets� kelerovym Kn, esli v nem
nar�du s metriqeskim tenzorom gij suwestvuet struktura F h

i , udovlet-
vor��wa� uslovi�m:

F h
�F

�
i = eÆhi ; F(ij) = 0; F h

i;j = 0; gde Fij � gi�F
�
j :

Pri e = �1 Kn nazyvaets� �lliptiqeskim, a pri e = +1 { giper-
boliqeskim.

Voprosam NGPO kelerovyh prostranstv bylo posv�weno mnogo ra-
bot. V [8], [10], [11], [13] vydeleny Kn, ne dopuska�wie NGPO. V [11]
nami vveden analog prostranstv Vn(0) dl� �lliptiqeskih kelerovyh pros-
transtv { prostranstva Kn[0]. V [16] prostranstva Kn[0] vvedeny i dl�
giperboliqeskih Kn.

Prostranstvo Kn nami nazvano [11], [16] prostranstvom Kn[0], es-
li ono dopuskaet NGPO, pri kotorom osnovnye uravneni� NGPO ime�t
formu

aij;k = �(igj)k + e��(iFj)k ; �i;j = �gij ; (12)

gde �-konstanta, aij-simemetriqeski� nevyro�denny� tenzor, udovletvo-

r��wi� uslovi�m ���F
�
i F

�
j = �eaij, �i-nenulevo� vektor.

Kelerovy prostranstva Kn, dopuska�wie NGPO, �vl��ts� pros-
transtvami Kn[0], esli v nih vypoln�ets� odno iz uslovi�:

1. Ti;[lm] = 0, gde Ti (6= 0) nekotory� vektor;

2. Tij;[lm] = 0, gde Tij (6=
1
Tgij +

2
TFij) { nekotory� tenzor;

3. Thijk;[lm] = 0, gde Thijk (6=
0
T (gh[jgk]i + eFh[jFk]i � 2eFhiFjk)) { tenzor,

udovletvor��wi� algebraiqeskim svo�stvam tenzora golomorfno-
proektivno� krivizny;

4. prostranstva, v kotoryh vypoln��ts� uslovi� (7), priqem Ah
i �

A�
�=nÆ

h
i 6= 0.

V qastnosti, ukazannye uslovi� vypoln��ts� v polusimmetriqes-
kih neposto�nno� krivizny i ne��nxte�novyh Riqqi polusimmetriqes-
kih prostranstvah.

Uslovi� integriruemosti uravneni� (12) i ih differencial~nye
prodol�eni� ime�t vid:

a�(iR
�
j)kl = 0; (130)
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a�(iR
�
j)kl;l1

+ �(iRj)kll1 � e��(iF
�
j)R�kll1 = 0; (131)

. . .

a�(iR
�
j)kl;l1���lm

�(i
m

T j)kll1���lm �
��(iF

�
j)

m

T�kll1���lm = 0; (13m)

gde tenzor
m

T opredel�ets� formulami (9). �ti formuly podobny soot-
noxeni�m (8).

Ubedims� v spravedlivosti sledu�we� teoremy:

Teorema 3. Ne suwestvuet neploskih kelerovyh prostranstv Kn[0],
dl� kotoryh spravedlivy uslovi� (10).

Dokazatel~stvo. Pust~ suwestvu�t neploskie prostranstva v ko-
toryh spravedlivy formuly (10). V takih prostranstvah vypoln��ts�
uslovi� (12) i (13). Snaqala rassmotrim sluqa�, kogda m = 1. Svernem
(10) s ash, a zatem prosimmetriruem po s i i; uqityva� (130) i (131),
poluqim

�(sRi)l1lk � e��(sF
�
i)R�l1lk = 0: (14)

Pust~ vektory �i i ��i nekollinearny. Togda Rhijk = �hSijk + ��h �Sijk,
gde S, �S { nekotorye tenzory. Podstaviv poslednee v (14) ubedims�, qto
Sijk = 0. Sledovatel~no Rhijk = ��h �Sijk. Ots�da vytekaet Rhijk = 0, qto
�vl�ets� protivoreqiem neploskosti Kn[0]. V sluqae, kogda ��i = ��i, iz
(14) sleduet Ril1lk � e�F�

i R�l1lk = 0: Proal~terniruem �to vyra�enie po
indeksam i i l1; poluqim Rhijk = 0. Takim obrazom, teorema 3 spravedliva
dl� m = 1.

Predpolo�iv qto ona spravedliva dl� m � 1 (m > 1), poka�em qto
teorema 3 verna i dl� m. Svernem (10) s ash, a zatem prosimmetriruem
po s i i. Uqityva� (130) i (13m) poluqim

�(s
m

T i)jkl1 ���lm � e��(sF
�
i)

m

T�jkl1 ���lm = 0: (15)

Rassmotrim sluqa�, kogda �i i ��i nekollinearny. Legko pokazat~,

qto iz (15) sleduet
m

T ijkl1���lm = ��iSjkl1���lm, gde S { nekotory� tenzor.
Proal~ternirovav poslednee po i i l1, legko poluqit~

2Rhijk;l2���lm +
mX

s=2

Rhijk;lsl2���ls�1ls+1���lm = ��[hSi]jkl2 ���lm : (16)

Svernuv (16) s F h
p F

i
q , uqityva� to�destvo Rhijk = �eR��jkF

�
h F

�
i ,

poluqim ��[hSi]jkl2 ���lm + �[hF
�
i] S�jkl2���lm = 0. Ots�da Sijkl2���lm = ��i �Sjkl2���lm,

gde �S { nekotory� tenzor. Togda (16) prinimaet vid

2Rhijk;l2l3���lm +

mX

s=2

Rhijk;lsl2���ls�1ls+1���lm = 0:



O geodeziqeskih i golomorfnoproektivnyh otobra�eni�h 159

Iz �togo uslovi� mo�no ustanovit~, qto

Rhijk;l1l2���lm�1 = 0: (17)

Dl� �togo sluqa�, oqevidno, teorema 3 spravedliva.

Rassmotrim sluqa�, kogda ��i = ��i. Togda po neobhodimosti e = 1 i
iz (15) poluqim

m

T ijkl1���lm � �F�
i

m

T�jkl1���lm = 0:

Legko videt~, qto libo
m

T = 0 libo � = �1. Pervy� sluqa�, na osnovanii
lemmy 1 privodit k (17). Rassmotrim vtoro� sluqa� kogda � = �1, t.e.

m

T ijkl1 ���lm � F�
i

m

T�jkl1 ���lm = 0: (18)

Posle al~ternirovani� (18) po i i l1, poluqim

2Rhijk;l2���lm +

mX

s=2

Rhijk;lsl2���ls�1ls+1... �

mX

s=2

Rhijk;�l2���ls�1ls+1���lmF
�
ls = 0:

Pooqerednym al~ternirovaniem �togo sootnoxeni� ubedims� qto
kovariantnoe differencirovanie tenzora Rimana do m� 1 por�dka vkl-
�qitel~no ne zavisit ot por�dka differencirovani�. Takim obrazom,

(m+ 1)Rhijk;l2l3���lm �

mX

s=2

Rhijk;�l2���ls�1ls+1���lmF
�
ls

= 0:

Ots�da mo�no pokazat~ spravedlivost~ (17). Na �tom, kak netrudno
videt~, dokazatel~stvo teoremy 3 polnost~� zaverxaets�.

Dalee spravedliva

Teorema 4. Ne suwestvuet ne��nxte�novyh kelerovyh prostranstv
Kn[0], v kotoryh vypoln��ts� uslovi� (11).

Dokazatel~stvo vvidu analogii s predyduwim opuskaem.

Spravedliva

Teorema 5. Polusimmetriqeskie neposto�nno� krivizny ili ne-
��nxte�novy Riqqi polusimmetriqeskie ili neploskie privodimye pro-
stranstva Vn (n > 2), v kotoryh vypoln��ts� rekurrentnye formuly
(10) (libo (11), pri Rij 6= Tgij), ne dopuska�t ni netrivial~nyh geodez-
iqeskih otobra�eni�, ni netrivial~nyh proektivnyh preobrazovani�, ni
netrivial~nyh golomorfno-proektivnyh otobra�eni�, ni netrivial~nyh
golomorfno-proektivnyh preobrazovani�.

Dokazatel~stvo teoremy 5 sleduet iz togo, qto polusimmetriqeskie,
Riqqi polusimmetriqeskie, privodimye i drugie rimanovy prostranst-
va, dopuska�wie ukazannye otobra�eni� (ili preobrazovani�), kak bylo
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ranee skazano, �vl��ts� libo prostranstvami Vn(0) libo Kn[0]. Soglasno
teoremam 1{4 takih prostranstv, v kotoryh dopolnitel~no vypoln��ts�
uslovi� (10) ili (11), ne suwestvuet.

Ukazannye teoremy obobwa�t rezul~taty [1]{[16].
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