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KVAZIASIMPTOTIQESKOE RAZLO�ENIE MERY

�. N. Dro��inov, B. I. Zav~�lov

Rez�me. V stat~e rassmotrena tauberova teorema tipa Hardi{Littlvuda{
Karamata dl� kvaziasimptotiqeskih razlo�eni� mer, sosredotoqennyh na polo�i-
tel~no� poluosi. Pri �tom predpolagaets�, qto qleny kvaziasimptotiqeskogo raz-
lo�eni� | obobw�nnye funkcii, sosredotoqennye v naqale koordinat, a asimpto-
tiqeskoe povedenie ostatka ocenivaets� otnositel~no xkaly pravil~no men��wih-
s� (avtomodel~nyh) funkci�. Rezul~taty primen��ts� v teorii vero�tnoste� dl�
opredeleni� povedeni� "hvostov" funkcii raspredeleni� po asimptotiqeskomu pove-
deni� harakteristiqesko� funkcii.

Vvedenie

Pust~ d�(t) neotricatel~na� mera na polo�itel~no� poluosi, t > 0,

i pust~ e� preobrazovanie Laplasa fd�(y) =
R
e�yt d�(t) v naqale koor-

dinat dopuskaet asimptotiqeskoe razlo�enie fd�(y) � P (y) + eh(y), gde
P (y) polinom, a ostatok eh(y) stepennym (pravil~no men��wims�) obra-
zom ubyvaet pri pribli�enii k naqalu koordinat. Qto mo�no skazat~
ob asimptotiqeskom (kvaziasimptotiqeskom) povedenii samo� mery d�,
e� momentah ili e� pervoobraznyh?

Pust~ F (t) funkci� raspredeleni�. Kak, zna� e� harakteristiqes-
ku� funkci�, (preobrazovanie Fur~e funkcii F (t)), opredelit~ asimp-
totiqeskoe povedenie "hvostov", to est~ asimptotiku F (t) pri t ! �1,
i asimptotiku 1 � F (t) pri t ! +1. �ti voprosy i rassmatriva�ts� v
nasto�we� rabote.

Izuqeni� ostatka v tauberovyh teoremah posv�weny monografii
T.H. Ganeliusa [2], M.A. Subhankulova [6], A.G. Postnikova [7], v ko-
toryh ukazany mnogoqislennye primeneni� tauberovyh teorem s os-
tatkom v teorii qisel, teorii funkci�, spektral~no� teorii diffe-
rencial~nyh operatorov i drugih oblast�h matematiki. Osobenno ot-
metim monografi� S. Al~�nqiqa, R. Bo�niqa, M. Tomiqa [3], gde razra-
botana teori� pravil~no men��wihs� funkci� s ostatkom i na e� osnove,
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metodom G. Fre�da [1], poluqen r�d tauberovyh teorem s ostatoqnymi
qlenami. Otmetim tak�e rezul~taty po tauberovo� teorii s ostatkom,
poluqennye S. Al~�nqiqem, i izlo�ennye im v trudah konferencii po
approksimacii funkci�, sm. [5]

Qerez S
0

+ oboznaqim prostranstvo obobw�nnyh funkci� medlennogo
rosta s nositel�mi na pravo� poluosi. Preobrazovanie Laplasa

ef(z) � L [f ] =
�
f(t); eizt

�
; z = x+ iy f 2 S

0

+;

ustanavlivaet izomorfizm sv�rtoqno� algebry S
0

+ na algebru H ((0;+1)),
funkci�, golomorfnyh v verhne� poluploskosti, dl� kotoryh spravedli-
va ocenka: ��� ef(z)��� �M

(1 + jzj)a

yb
; z = x+ iy; y > 0;

dl� nekotoryh M;a; b.

Opredelenie. Esli f(t) 2 S
0

+ i �(k) nekotora� polo�itel~na� i
nepreryvna� pri dostatoqno bol~xih k funkci�, to my govorim, qto f
obladaet kvaziasimptotiko� otnositel~no �(k), esli

1

�(k)
f(kt)! g(t); k !1 v S

0

+;

gde g nekotora� funkci� iz S
0

+, otliqna� ot to�destvennogo nul�.

V �tom sluqae �(k) ob�zatel~no �vl�ets� pravil~no men��we�s� (av-
tomodel~no�) funkcie�, sm. [3], [8]. Drugimi slovami, dl� l�bogo a > 0
i nekotorogo �

�(ak)=�(k)! a�; k !1

ravnomerno na kompaktah po a v (0;+1). Qislo � nazyvaets� por�dkom
�. Primerami avtomodel~nyh funkci� por�dka � mogut slu�it~ funkcii
vida:

k�; k� ln k; k� ln ln k; k�(1 + 1
2 sin ln ln k) i dr.

V �tom �e sluqae funkci� g(t) imeet vid:

g(t) � f�(t) =

8><
>:

�(t)t��1

� (�)
; pri � > 0

f
(N)
N+�(t); pri � 6 0; �+N > 0; N celoe;

Zametim, qto �ti obobw�nnye funkcii obrazu�t sv�rtoqnu� algebru v

S
0

+, (f�(t) | liuvillevskie �dra drobnogo integrirovani� i differen-
cirovani�). Pri �tom pervoobrazno� por�dka � funkcii f(t) nazyva�t
obobw�nnu� funkci�

f��(t) = f�(t) � f(t):

Esli g(t) � 0, to my govorim, qto f(t) obladaet trivial~no� kvazi-
asimptotiko�.
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V terminah kvaziasimptotiki tauberova teorema Hardi{Littlvuda{
Karamata formuliruets� sledu�wim obrazom:

Teopema 1. Pust~ d �(t) 2 S
0

+ neotricatel~na� mera i �(t) | pravi-
l~no men��wa�s� funkci� por�dka �. Dl� togo qtoby d �(t) obladala kvazi-
asimptotiko� otnositel~no 1

k
�(k), to est~

k

�(k)
d �(kt) �! Af�; k !1 v S

0

+; A 6� 0

neobhodimo i dostatoqno qtoby

1

�(1=y)

Z 1

0

e�ytd �(t) �! A; y ! +0;

pri �tom
1

�(k)

Z k

0

d �(t) =
�(k)

�(k)
�!

A

�(�+ 1)
; k !1:

1. Tauberova teorema dl� kvaziasimptotiqeskih razlo�eni� mer

Imeet mesto sledu�wa� teorema:

Teopema 2. Pust~ f(t) 2 S
0

+ neotricatel~na� mera i �(k) | pravi-
l~no men��wa�s� funkci� por�dka �; gde �n�1 < � < �n. Togda sledu�wie
uslovi� �kvivalentny:

(1) suwestvu�t posto�nnye c0; . . . ; cn, takie, qto preobrazovanie La-
plasa f(t) na qisto mnimo� osi imeet predstavlenie

ef(iy) = nX
j=0

cjy
j + eh(iy); y > 0; (1)

priq�m
1

�(1=y)
eh(iy) �! A; y ! +0; (2)

(2) suwestvu�t posto�nnye c0; . . . ; cn, takie, qto obobw�nna� funkci�

h(t) = f(t)�

nX
j=0

cjÆ
(j)(t) (3)

obladaet kvaziasimptotiko� otnositel~no 1
k
�(k), toqnee

k

�(k)
h(kt) �! Af�; k !1 v S 0: (4)

(3) dl� l�bogo celogo ` > 0Z k

0

t`f(t)dt = (�1)``! c` + k`�(k)

�
A

(�+ `)� (�)
+ ��o(1)

�
; (5)
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pri �tom mo�no sqitat~ c` = 0 dl� ` > n;
(4) dl� nekotorogo celogo N > 0 suwestvuet posto�nna� cN , taka� qtoZ k

0

tN f(t)dt = (�1)NN !cN + kN�(k)

�
A

(�+N)� (�)
+ ��o(1)

�
; k !1; (6)

(5) dl� l�bogo celogo ` > 1 suwestvu�t posto�nnye c0; c1; . . . ; c`�1 takie,

qto pervoobrazna� ot h(t) = f(t) �
P`�1

j=0 cjÆ
(j)(t) por�dka ` imeet

asimptotiku otnositel~no k`�1�(k), to est~

lim
k!1

1

k`�1�(k)
h(�`)(k) =

A

� (�+ `)
; (7)

(6) dl� nekotorogo celogo N suwestvu�t posto�nnye c0; c1; . . . ; cN�1
takie, qto dl�

h1(t) = f(t)�

N�1X
j=0

cjÆ
(j)(t) (8)

imeet mesto

lim
k!1

1

kN�1�(k)
h
(�N)
1 (k) =

A

� (�+N)
: (9)

V punktah 3) i 4) pod integralom
R k

mo�no ponimat~ l�boe znaqenie

me�du
R k�0

i
R k+0

.

Zameqanie. Otmetim, qto implikaci� 1)) 5), v neskol~ko ino� for-
mulirovke, dokazana Klausom Nevel~som v ego doktorsko� dissertacii [4].

Dokazatel~stvo. My doka�em tol~ko implikaci� 1) ) 2). Imp-
likacii 3) ) 4) i 5) ) 6) oqevidny. Dokazatel~stvo ostavxihs� imp-
likaci� mo�no na�ti v rabote [10].

Dl� dokazatel~stva nam ponadobits� teorema o delenii obobw�nno�
funkcii na polinom s sohraneniem kvaziasimptotiki, a imenno:

Teopema 3. Pust~ f(t) 2 S
0

+ i �(k) avtomodel~na� funkci� por�dka

� 6= �1;�2; . . . i pust~ dl� nekotorogo N funkci� tNf(t) obladaet kvazi-
asimptotiko� otnositel~no kN�(k), togda:

(1) esli � > �1, to f(t) sama obladaet kvaziasimptotiko� otnosi-
tel~no �(k);

(2) esli � < �1, to suwestvu�t qisla cj j = 0; 1; . . . ; p takie, qto

funkci� f(t) �
Pp

j=0 cjÆ
(j)(t) obladaet kvaziasimptotiko� otnosi-

tel~no �(k).

Dokazatel~stvo sm. v [9].
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Dokazatel~stvu implikacii 1)) 2) predpoxl�m sledu�wu� lemmu,
kotora� predstavl�et i samosto�tel~ny� interes.

Lemma. Pust~ zadany celoe qislo N > 0 i �0(k) | N raz diffe-
renciruema� pravil~no men��wa�s� funkci�, opredel�nna� pri k > k0 > 0,
por�dka � 6= �1;�2; . . . . Pust~ krome togo

�N(t) =

�
t2
d

dt

�N
�0(t) | monotonno vozrasta�wa� funkci� : (10)

Togda �N (k) pravil~no men�ets� i, bolee togo,

�N (k)

kN�0(k)
�! const ; k !1

�
const = �(� + 1) . . . (�+N � 1)

�
: (11)

Dokazatel~stvo lemmy. Doopredelim �0(k) kakim libo obrazom do
funkcii, zadanno� na vse� poluosi [0;+1). Podber�m M takim, qto-
by tM�0(t) byla pravil~no men��we�s� funkcie� por�dka � +M > �1.
Togda obobw�nna� funkci� tM�0(t) obladaet kvaziasimptotiko� otnosi-
tel~no kM�0(k) por�dka �+M , sm. [9]. Primen�� teper~ teoremu 3 o de-
lenii, zakl�qaem, qto suwestvu�t cj ; j = 0; 1; . . . ; p takie, qto obobw�nna�
funkci�

 (t) =

pX
j=0

cjÆ
(j)(t) + �0(t)

obladaet kvaziasimptotiko� otnositel~no �0(k).

Zametim, qto v silu odnorodnosti operatora
�
t2 d

dt

�N
obobw�nna�

funkci�
�
t2 d

dt

�N
 (t), sovpada�wa� pri t > k0 s pravil~no men��we�s�

funkcie� �N (t) =
�
t2 d

dt

�N
�0(t), obladaet kvaziasimptotiko� otnositel~no

kN�0(k) por�dka N + � i monotonna pri t > k0. Ots�da sleduet, qto ona
obladaet obyqno� asimptotiko�, sm. [9], to est~ vypolneno (11). Lemma
dokazana.

Pere�d�m teper~ k dokazatel~stvu teoremy. Pri N > n imeem

tNf(t) = tN
nX

j=0

cjÆ
(j)(t) + tNh(t) = tNh(t):

Sleva stoit neotricatel~na� mera i, sledovatel~no, tNh(t) tak�e neotri-
catel~na� mera, a potomu�

�
d

dy

�N eh(iy) = Z 1

0

e�yttNh(t)dt =

Z 1

0

e�yttNf(t)dt (12)

monotonno rast�t pri y ! +0. Dela� zamenu k = 1
y
, poluqim, qto�

k2 d
dk

�N eh( i
k
) monotonno vozrasta�wa� funkci�. Po uslovi� (2) funkci�
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eh(i=k) por�dka �. Po dokazanno� lemme funkci�
�
k2 d

dk

�N eh( i
k
) pravil~no

men�ets� i, s uq�tom ravenstva k = 1=y,

yn

�(1=y)

�
�
d

dy

�N eh(iy) �! const, y ! +0:

Soglasno teoreme 1, iz (12) zakl�qaem, qto mera tNf(t) obladaet kvazi-
asimptotiko� otnositel~no kN�1�(k). Po teoreme 3 suwestvu�t posto-
�nnye aj ; j = 0; 1; . . . ; p takie, qto funkci� h1(t) = f(t) �

Pp

j=0 ajÆ
(j)(t)

obladaet kvaziasimptotiko� otnositel~no k�1�(k). Otkuda vytekaet, qto

1

�(1=y)
eih1(y) �! const, y ! +0:

Sravniva� s (1) i (2), imeem:

1

�(1=y)

heih1(y)� eh(iy)i = 1

�(1=y)

pX
j=0

(aj � cj)y
j �! A� const; y ! +0: (13)

Tak kak dl� l�bogo " suwestvu�t posto�nnye c" i C" takie, qto

c"y
��+" < �(1=y) < C"y

���" i � n� 1 < � < �n;

to (13) vozmo�no lix~ pri aj = cj ; j = 0; 1; . . . ; p. Otkuda i sleduet
spravedlivost~ (4). Implikaci� dokazana.

2. Asimptotiqeskoe povedenie \hvostov" funkcii raspredeleni�

Pust~ F (t) funkci� raspredeleni�, tak qto dF (t) | vero�tnostna�
mera:

lim
t!�1

F (t) � F (�1) = 0; lim
t!+1

F (t) � F (+1) = 1;

Z +1

�1

dF (t) = 1

Qerez ef(x) oboznaqaem harakteristiqesku� funkci� vero�tnostno� mery:

ef(x) = Z +1

�1

eitxdF (t)

Teopema 4. Pust~ F (t) | funkci� raspredeleni� nekotoro� sluqa�no�
veliqiny, �(t) | pravil~no men��wa�s� funkci� por�dka �, gde �n�1 < � <
�n dl� nekotorogo n = 0; 1; . . . . Dl� zadannogo " > 0 polo�im

��(y) =
1

2�i

Z +"

�"

ef(�)d �
� � iy

: (14)

Zdes~ ef(x) harakteristiqeska� funkci� vero�tnostno� mery dF .
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Togda, esli suwestvu�t posto�nnye c0; c1; . . . ; cn, takie qto

�+(y) =
nX

j=0

cjy
j + eh(y); y > 0; (15)

priq�m eh(y) � A�(1=y); y ! +0; (16)

to

1� F (t) �
1

��(�)
A�(t); t! +1: (17)

Analogiqno, esli

��(y) =

nX
j=0

cjy
j + eh(y); y > 0; (18)

priq�m eh(y) � A�(1=y); y ! +0; (19)

to

F (�t) �
1

��(�)
A�(t); t! +1: (20)

Zdes~ A nekotora� posto�nna�.

Dokazatel~stvo. Vved�m funkci�

e�(z) = 1

2�i

Z "

�"

ef(�)d �
� � z

:

Tak kak ef(x) nepreryvna, to iz (14) vytekaet, qto e�(z) analitiqna v

verhne� i ni�ne� poluploskosti. Oboznaqa� qerez e��(x) e� graniqnye
znaqeni� sverhu i snizu (sootvetstvenno), imeem

e�+(x) � e��(x) = ef(x)�[�";"](x); (21)

gde �[�";"] | harakteristiqeska� funkci� intervala (�"; ").

Predstavim meru dF v vide:

dF (t) = d �+(t)� d ��(t);

gde d ��(t) | neotricatel~na� (sootvetstvenno nepolo�itel~na�) mera,
sosredotoqenna� na polo�itel~no� (otriactel~no�) poluosi. Preobra-

zovanie Laplasa fd ��(z) | analitiqeskie funkcii v verhne� (sootvet-

stvenno ni�ne�) poluploskosti. Oboznaqa� qerez fd ��(x) ih (sootvet-
stvu�wie) graniqnye znaqeni�, imeem

ef(x) = fd �+(x)� fd ��(x):
Poka�em, qto

fd �+(z) = e�(z) + �1(z); pri Im z > 0; (22)
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gde �1(z) | analitiqna v okrestnosti nul�.

De�stvitel~no, vvod� funkci�

fW (z) =
1

2�i

�
z2 + 1

� Z +1

�1

ef(�)d �
(� � z)(1 + �2)

;

analitiqesku� v verhne� i ni�ne� poluploskosti, oboznaqa� qerezfW�(x)
e� graniqnye znaqeni� sverhu i snizu (sootvetstvenno), imeem

fW+(x)�fW�(x) = ef(x) = fd �+(x)� fd ��(x):
Perehod� k obratnomu preobrazovani� Fur~e, poluqaem

W+(t)�W�(t) = d �+(t)� d ��(t):

Priq�m W+(t) sosredotoqena na pravo� poluosi, a W�(t) na levo�. A
potomu, d �+(t) otliqaets� ot W+(t) lix~ na obobw�nnu� funkci� sosre-
dotoqennu� v nule. Perehod� k preobrazovani� Laplasa, vidim, qto
suwestvuet polinom P1(z) tak, qto

fd �+(z) = fW (z) + P1(z); pri Im z > 0: (23)

Vvod� funkci�

fW "(z) =
1

2�i

�
z2 + 1

� Z "

�"

ef(�)d �
(� � z)(1 + �2)

;

i oboznaqa� e� sootvetstvu�wie graniqnye znaqeni� qerez fW "
�(x), imeem

fW "
+(x)�fW "

�(x) =
ef(x)�[�";"](x)

Sravniva� s (21), poluqaem

fW "
+(x)�

fW "
�(x) =

e�+(x)� e��(x):
Perehod� k obratnomu preoobrazovani� Fur~e, imeem

W "
+(t)�W

"
�(t) = �+(t)� ��(t);

priq�m W "
+(t) i �+(t) sosredotoqeny na pravo� poluosi, a W "

�(t) i ��(t)
na levo�. Sledovatel~no, W "

+(t) otliqaets� ot �+(t) na obobw�nnu�
funkci� sosredotoqennu� v nule i, perehod� k preobrazovani� Laplasa,
vyvodim e�+(z) = fW "

+(z) + P2(z); pri Im z > 0; (24)

gde P2(z) polinom.

Sravniva� teper~ (23) i (24), a tak�e zamaqa�, qto

fW (z) = fW "(z) + �2(z);
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gde �2(z) analitiqna v okrestnosti nul�, poluqaem (22).

Pust~ teper~ vypolneny uslovi� (15){(16). Soglasno (22), razlaga�

�1(z) v r�d Te�lora, dl� fd �+(iy) poluqim
fd �(iy) = nX

j=0

c 0jy
j + eh0(iy); y > 0;

gde eh0(iy) � A�(1=y); y ! +0:

Po teoreme 2, (utver�denie 3 pri ` = 0), dl� pervo� pervoobrazno� imeemZ t

0

dF (t) = c0 + �(t)

�
A

��(�)
+ ��o(1)

�
:

Tak kak F (0) + c0 = 1, ibo dF | vero�tnostna� mera, my poluqaem (17).
Analogiqno, iz (18) i (19) poluqaets� (20). Implikaci� dokazana.

Rabota vypolnena pri finansovo� podder�ke Rossi�skogo fonda
fundamental~nyh issledovani� (proekt 93{011{140).
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