
PUBLICATIONS DE L'INSTITUT MATH�EMATIQUE
Nouvelle s�erie tome 56 (70), 1994, 41{53

SUR L'ITERE DE SINX

Farid Bencherif and Guy Robin

Communicated by Aleksandar Ivi�c

R�esum�e. On montre dans cet article que le d�eveloppement asymptotique de la suite
xn = sinxn�1 avec x0 = x(x 2]0; �[), pour n ! 1, fait intervenir une famille de polynômes, �a
coeÆcients rationnels, li�es par des relations de r�ecurrence. L'�etude faite s'applique �a une large
classe de suites. On termine par une �etude �ne dans le cas de la foncition sinus.

Abstract. We show that the asymptotic expansion of the sequence xn = sinxn�1 with
x0 = x(x 2]0; �[), as n goes to +1, uses a family of polynomials (with rational coeÆcients) which
are linked by relations of recurrency. The study applies to a large class of sequences. We �nish
by a sharp study of the sinus function.

I. Introduction

Consid�erons la suite r�eelle (xn) d�e�nie par

x0 = x 2 ]0; �[

xn = sinxn�1 = sinnx pour n � 1:

Il est bien connu que, sinnx �
p
3=n, pour n! 1, [1, ex. 21, p. 117]. De Bruijn,

[2, p. 159], a �etabli plus pr�ecis�ement que, pour n!1,

sinnx =

r
3

n

�
1 +

1

n

�
� 3

10
logn� C(x)

2

�

+
1

n2
(a log2 n+ b logn+ c) +O

�
log3 n

n3

��

avec a = 27
200 ; b =

9
20C(x)� 9

50 ; c =
3
8C(x)

2� 3
10C(x)+

79
700 , C(x) �etant une fonction

de x ind�ependante de n.

Nous g�en�eralisons ces r�esultats dans le th�eor�eme suivant qui est un cas par-
ticulier du th�eor�eme 2.
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Th�eor�eme 1. Il existe une famille de polynômes (Sm)m�0 de Q[X ] et une
fonction C(x) telles que le d�eveloppement asymptotique de la suite sinnx s'�ecrive,

pour tout N � 1,

r
3

n

0
@1 +

NX
m�1

Smn
�m

�
� 3

10
logn� 1

2
C(x)

�
+O

�
(logn=n)N+1

�1A :

Les polynômes Sm, pour m � 0, sont de degr�e m et v�eri�e l'�equation di��erentielle

S0m+1 = 3=5S0m + (2m+ 1)Sm:

Les premi�eres valeurs des polynômes Sm sont: S0 = 1, S1 = X, S2 = 3=2X2 +
3=5X + 79=700, S3 = 5=2X3 + 12=5X2 + 647=700X + 411=3500.

La fonction C(x) est d�erivable sur ]0; �[; elle est d�ecroissante sur ]0; �=2[ et
admet, lorsque x! 0, un d�eveloppement asymptotique v�eri�ant, pour tout k entier

� 2,

C(x) =
3

x2
� 3

5
log(3=x2) + d1x

2 + d2x
4 + . . . + dk�2x

2(k�2) +O
�
x2(k�1)

�
;

avec d1 = 79=1050, d2 = 29=2625; . . .

Ce th�eor�eme est principalement cons�equence du th�eor�eme plus g�en�eral suiv-
ant, puisque

xn+1 = sinxn = xn +

NX
m=1

(�1)m
(2m+ 1)!

x2m+1
n +O

�
x2N+3
n

�
quand n!1;

La derni�ere partie du th�eor�eme est d�emontr�ee au dernier paragraphe.

Th�eor�eme 2. Soit (a1; a2; . . . ; ak; t) une suite de (k + 1) r�eels avec k � 1,
a1 < 0 et t > 0. Posons � = �1=ta1 et pour k � 2, b1 = (1 + t� (2a2=a

2
1))=2t.

� Pour k � 2, il existe une suite de (k+1) polynômes (Pm)0�m�k �a coeÆcients

dans Q(a1; a2; . . . ; am+1; t)[X ] et v�eri�ant l'�equation di��erentielle P 0m+1 = b1P
0
m+

(tm+ 1)Pm, pour 0 � m � k � 1, tels que la propri�et�e suivante soit vraie:

si une suite (un), r�eelle, positive, convergente vers z�ero, v�eri�e

un+1 = un +

kX
m=1

amu
mt+1
n +O

�
u(k+1)t+1n

�
; (1)

quand n!1, alors, elle a un d�eveloppement asymptotique de la forme

un = (�=n)1=t

 
1 +

kX
m=1

Pmn
�m(�t�1(b1 logn� C)) +O(1=nk)

!
;

pour n ! 1, C �etant la constante d�e�nie par C = limn!1 (�u�tn � n� b1 logn).
De plus, P0 = 1, P1 = X et Pk 2 Q(a1; a2; . . . ; ak; t)[X ].
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� Pour k = 1, on peut seulement �ecrire un = (�=n)1=t(1 +O(logn=n)).

Pour d�ementrer ce th�eor�eme, nous �etudions au paragraphe suivant la suite
n ! �(un)

�t = vn. Nous d�eterminons son d�eveloppement asymptotique au para-
graphe 3 et nous en d�eduisons celui de un au paragraphe 4.

Les paragraphes 5 et 6 traitent plus particuli�erement de la fonction sinus a�n
de pr�eciser les propri�et�es de la fonction C(x) du th�eor�eme 1.

II. Etude de la suite n! �(un)
�t

D�e�nissons vn par l'�egalit�e (un)
t = �=vn. Avec (1), on obtient quand n!1,

si k � 2 vn+1 � vn = 1 +

k�1X
m=1

bm=v
�m
n +O

�
1=vkn

�
(2)

si k = 1 vn+1 � vn = 1 +O (1=vn) (20)

(bm)1�m�k�1 �etant une suite d'�el�ements de Q (a1; a2; . . . ; am+1; t). En particulier

b1 = (1=2t)
�
1 + t� �2a2=a21�� :

Lemme 1. (i) Pour k � 2, la suite n! vn�n� b1 logn est convergente vers

une limite C.

(ii) Il existe une unique famille de r�eels (cm)1�m�k�2, cm 2 Q (b1; b2; . . . ;
bm+1), pour laquelle la foncition 	 d�e�nie par

si k = 1 	(x) = x

si k = 2 	(x) = x� (b1 logx+ C)

si k � 3 	(x) = x� (b1 logx+ C) + c1=x+ . . . + ck�2=x
k�2

v�eri�e 	(vn+1)�	(vn) = 1 +O(1=nk), pour n!1.

De plus la fonction 	 ainsi d�e�nie admet, au voisinage de +1, une fonction

r�eciproque 	�1 et on a

si k = 1 vn = n+O(logn);

si k � 2 vn = 	�1(n) +O
�
1=nk�1

�
:

Preuve. (i) Comme vn ! 1, on d�eduit vn+1 � vn � 1 de (2) ou (20), ce
qui entrâ�ne vn � n et permet d'�ecrire de nouveau avec (2) ou (20), vn+1 � vn =
1 +O(1=n) et par cons�equent, vn = n+O(log n), ce qui termine la d�emonstration
pour k = 1. Pour k � 2, on injecte cette expression de vn dans le second membre
de (2) pour obtenir

vn+1 � vn = 1 + n�1b1 +O
�
n�2 logn

�
:

En posant tn = vn � n� b1 logn, cette relation s'�ecrit

tn+1 � tn = O
�
n�2 logn

�
:
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On en d�eduit que la suite n! tn converge vers une limite C.

(ii) Soit (cm)0�m�k�2 une suite de r�eels et 	:x ! x + c0 logx � C +Pk�2
m=1 cm=x

m. (Si k = 2, la somme disparâ�t). Comme vn � n, on a d'apr�es
(2)

log

�
vn+1
vn

�
= log

0
@1 +

1

vn
+

k�2X
j=1

bj

vj+1n

+O

�
1

nk

�1A =
k�1X
j=1

a0j

vjn
+O

�
1

nk

�

et pour 1 � i � k � 2

v�in+1 � v�in = v�in

0
B@
0
@1 +

1

vn
+

k�2X
j=1

bj

vj+1n

+O

�
1

nk

�1A
�1

� 1

1
CA

=

k�1X
j=i+1

aij

vjn
+O

�
1

nk

�
;

(aij)0�i�k�2: i+1�j�k�1 �etant une suite de r�eels, aij 2 Q[b1; b2; . . . ; bj�1] avec
a01 = 1 et ai i+1 = �i, pour 1 � i � k � 2. On en d�eduit que

	 (vn+1)�	(vn) = c0 log (vn+1=vn) +

k�2X
i=1

ci
�
v�in+1 � v�in

�
+ vn+1 � vn

=

0
@1 +

k�1X
j=1

Aj=v
�j
n

1
A+O

�
n�k

�

avec Aj =
Pj�1

i=0 aijci + bj , pour 1 � j � k � 1. On a alors 	(vn+1) � 	(vn) =

1+O(n�k), pour 1 � j � k�1, si et seulement si Aj = 0, c'est-�a-dire si et seulement
si (ci)0�i�k�1 est solution du syst�eme

(S)

j�1X
i=0

aijci = �bj pour 1 � j � k � 1:

Le d�eterminant � du syst�eme (S)

� =

k�2Y
i=0

ai i+1 = (�1)k(k � 2)!;

est non nul et le syst�eme (S) admet une solution unique pour laquelle c0 = �b1 et
cm 2 Q(b1; b2; . . . ; bm+1) pour 1 � m � k � 2. D�e�nissons une nouvelle suite wn

par 	(vn) = n+ wn. On a alors wn+1 � wn = O(1=nk) avec, d'apr�es la d�e�nition
de C,

lim
n!1

wn = lim
n!1

(vn � b1 logn� n� C) = 0:
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On en d�eduit que

wn = �
X
m�n

(wm+1 � wm) = O

0
@X

m�n

1=mk

1
A = O

�
1=nk�1

�
et ainsi 	(vn) = n + O

�
1=nk�1

�
. Il est imm�ediat de constater que 	 admet au

voisinage de +1 une fonction r�eciproque 	�1 d�erivable telle que
�
	�1

�0
(x) � 1

pour x!1. On en conclut que vn = 	�1(n) +O
�
n1�k

�
, pour n!1.

Remarque. La d�emonstration pr�ec�edente s'applique aussi pour montrer le
r�esultat suivant qui nous sera utile au paragraphe 5.

Soit k � 2 et g une function telle que, pour x!1,

g(x) = x+ 1 +
b1
x

+
b2
x2

+ . . . +
bk�1
xk�1

+O

�
1

xk

�
;

et soit 	� = 	+ C, alors 	�(g(x)) �	�(x) = 1 +O(1=xk), pour x!1.

III. D�eveloppement asymptotique de Vn

Commen�cons par pr�eciser un r�esultat dû �a Robin ([3, th. 1], voir aussi [5]).

Proposition 1. Soit f une fonction admettant un d�eveloppement asymp-

totique de la forme f(x) = h(x) + o(1=xq) avec h(x) = x� (� logx + �) + 1=x+
. . . + q=x

q, lorsque x! +1, (�; �; 1; 2; . . . ; q) 2 Rq+2 et q un entier positif.

Si f poss�ede une fonction r�eciproque g dans un voisinage de +1, alors cette

fonction g et la fonction r�eciproque de h admettent un même d�eveloppement asymp-

totique, lorsque x! +1, qui s'�ecrit

x

 
q+1X
m=0

x�m�m(� logx+ �) + o
�
1=xq+1

�!
;

(�m)0�m�q+1 �etant une suite de polynômes de Q[1; 2; . . . ; m�1; �][X ], pour 2 �
m � q + 1, �0 = 1, �1 = X, v�eri�ant les relations de r�ecurrence �0m+1 = ��0m �
(m� 1)�m, pour 0 � m � q.

Preuve. D�eterminons d'abord la forme du d�eveloppement asymptotique.
Posons u = g(x)=x et y = � logx + �. En utilisant la forme du d�eveloppement
asymptotique de f et les relations f(ux) = x et u � 1, pour x!1, on peut �ecrire,
pour x!1,

u = 1 +
y

x
+
�

x
logu� 1

x2
u�1 � . . .� q

xq+1
u�q + o

�
1

xq+1

�
: (3)

On en d�eduit que u = 1 + y=x + o(1=x), pour x ! 1. Un raisonnement
par r�ecurrence permet alors de mettre en �evidence l'existence d'une famille de
polynômes (�m)0�m�q+1 de R[X ] v�eri�ant

u = x�1g(x) =

q+1X
m=0

x�m (�m(y)) + o
�
1=xq+1

�
;
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�m �etant, pour 0 � m � q + 1, un polynôme de R[X ] ind�ependant de �, les
coeÆcients de �m �etant des polynômes en 1; 2; . . . ; m�1 et � �a coeÆcients dans
Q. Il suÆt pour cela de remarquer qu'une expression de u s'�ecrivant

u = 1+

pX
m=1

x�m (�m(y)) + o (1=xp) ; avec 0 � p � q � 1;

inject�ee au second membre de (3) permet d'obtenir

u = 1 +

p+1X
m=1

x�m (�m(y)) + o
�
1=xp+1

�
;

�p+1 pouvant s'�ecrire

�p+1 = �p +
X

1�k�p

X
1�i1�i2...�ik�p

�i1;... ;ik�i1�i2 . . . �ik

avec �i1;... ;ik 2 Q[1; . . . ; p; �] pour 1 � i1 � . . . � ik � p. On obtient ais�ement

�0 = 1; �1 = X ; �2 = �X � 1; �3 = �(�=2)X2 +
�
�2 + 1

�
X � 1�� 2:

D�eterminons maintenant les relations de r�ecurrence. Posons

G(x) = x

 
q+1X
m=0

x�m�m(� logx)

!
;

soit

G(x) = x+ � logx+

qX
m=1

x�m�m+1(� logx);

G0(x) = 1 +

qX
m=1

x�m (��0m � (m� 1)�m) (� logx) + o
�
x�q

�
et pour p � 2,

G(p)(x) =

qX
m=1

x�mTpm(� logx) + o
�
x�q

�
;

Tpm �etant, pour 2 � p � m � q, un polynôme de R[X ] �a coeÆcients ind�ependants
de �. De plus Tpp = (�1)p�1(p � 1)!� pour 2 � p � q. On a alors, pour x ! 1,
d'une part

g(x) = G(x + �) + o
�
x�q

�
= G(x) + �G0(x) + . . . + �qG(q)(x)=q! + o

�
x�q

�
= x+ � logx+ � +

qX
m=1

x�mQ�m(� logx) + o
�
x�q

�
avec, pour 1 � m � q,

Q�m = �m+1 + � (��0m � (m� 1)�m) +
mX
p=2

�pTpm=p!; (4)
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et d'autre part

g(x) = x+ � logx+ � +

qX
m=1

x�m�m+1(� logx+ �) + o
�
x�q

�
:

En identi�ant les deux d�eveloppements de g ainsi obtenus, on obtient pour � 6= 0

Q�m(X) = �m+1(X + �): (5)

Ceci montre, avec l'expression de Q�m(X) donn�ee par (4) que �m+1 est un
polynôme de degr�e au plus �eqal �a m, le coeÆcient de Xm �etant �egal �a Tmm=m! =
(�1)m�1�=m. De plus, en d�eveloppant le second membre de (5) �a l'aide de la
formule de Taylor, on obtient avec (4) deux expressions de Q�m comme polynôme
en �; on peut donc identi�er les coeÆcients de � dans ces deux expressions. On
obtient �0m+1 = ��m � (m � 1)�m, pour 1 � m � q. Dans le cas o�u � = 0, on a
d'une part

g(x) = x+ � +

qX
r=1

�r+1(0)(x+ �)�r + o
�
1=xk

�

= x+ � +

qX
r=1

q�rX
j=0

(�1)j
�
r + j � 1

j

�
�j�r+1(0)

xr+j
+ o

�
x�q

�
;

et d'autre part

g(x) = x+ � +

qX
m=1

x�m�m+1(�) + o
�
x�q

�
:

En identi�ant les deux d�eveloppements de g obtenus dans ce cas, on d�eduit que

�m+1(X) =
m�1X
k=0

(�1)k
�
m� 1

k

�
�m�k+1(0)X

k:

La propri�et�e bien connue

k

�
m� 1

k

�
= (m� 1)

�
m� 2

k � 1

�
; pour 1 � k � m� 1;

permet alors de constater que �0m+1 = �(m� 1)�m pour 1 � m � q. Les relations
de r�ecurrence sont donc aussi v�eri��ees dans le cas o�u � = 0.

Remarque concernant le degr�e du polynôme �m. Si � 6= 0, alors pour
tout entier m, 2 � m � q+1, �m est un polynôme de degr�e m� 1 et de coeÆcient
dominant (�1)m�=(m� 1). Si � = 0 et si pour un entier s, 1 � s � q, on a m = 0
pour 1 � m � s� 1 et s 6= 0 alors �m = 0 pour 2 � m � s, �s+1 = �s et degr�e
(�m) = m� (s+ 1) pour s+ 1 � m � q + 1.

En exploitant le lemme 1 et en appliquant la proposition 1 �a

	(x) = x� (b1 logx+ C) + c1=x+ . . . + ck�2=x
k�2 +O

�
xk�1

�
;
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nous obtenons la

Proposition 2. Pour k � 2, il existe une famille de polynômes (Tm)0�m�k
de R[X ] telle que

vn = n

 
kX

m=0

n�mTm (b1 log n+ C) +O
�
n�k

�!

avec T0 = 1, T1 = X et T 0m+1 = b1T
0
m�(m�1)Tm pour 0 � m � k�1. De plus, pour

0 � m � k� 1, les coeÆcients du polynôme Tm sont dans Q[a1; a2; . . . ; am+1; t] et
sont ind�ependants de la constante C. Tk a ses coeÆcients dans Q[a1; a2; . . . ; ak; t].

IV. D�emonstration du th�eor�eme 2

Nous commen�cons d'abord par d�emontrer un r�esultat d�ej�a signal�e par Robin
([3, prop. 1, p. 21], voir aussi [5]).

Proposition 3. Soit  2 R� et soit (Qm)m�0 une famille de polynômes de

R[X ] v�eri�ant Q0 = 1 et Q0m+1 = aQ0m + b(m+ �)Qm pour m � 0, (a; b; �) 2 R3.

Alors, dans R[[X;Y ]], on a pour  2 R�,0
@X
m�0

Qm(X)Y m

1
A



=
X
m�0

Rm(X)Y m;

(Rm)m�0 �etant une famille de polynômes de R[X ] v�eri�ant

R0 = 1; R1 = Q1; et R0m+1 = aR0m + b(m+ �)Rm pour m � 0:

Rm n'est fonction que des polynômes Q1; Q2; . . . ; Qm; de plus si Qm 2 Q[X ] pour
m � 0 et si  2 Q, alors Rm 2 Q[X ] pour m � 0.

Preuve. Posons S =
P

m�0Qm(X)Y m et F = S . L'expression de F sous la

forme F =
P

m�0RmY
m, (Rm)m�0 �etant une famille de polynômes de R[X ] avec

R0 = 1 et R1 = Q1 est imm�ediate. En d�erivant cette relation par rapport �a X
puis par rapport �a Y , on obtient8>><

>>:
@F
@X = S�1

X
m�0

Q0mY
m =

X
m�0

R0mY
m

@F
@Y = S�1

X
m�1

mQmY
m�1 =

X
m�1

mRmY
m�1

: (6)

On en d�eduit, en calculant aY @F
@X + bY 2 @F

@Y , que

S�1

0
@X

m�0

(aQ0m + bmQm)Y
m+1

1
A =

X
m�0

(aR0m + bmRm)Y
m+1: (7)

Mais, d'apr�es les relations de r�ecurrence v�eri��ees par la famille de polynômes
(Qm)m�0, on a

aQ0m + bmQm = Q0m+1 � b�Qm:
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En injectant cette relation dans le premier membre de (7), on obtient, compte tenu
que Q00 = R00 = 0 et des relations (6)

X
m�0

�
R0m+1 � b�Rm

�
Y m+1 =

X
m�0

(aR0m + bmRm) Y
m+1:

On en d�eduit imm�ediatement la relation R0m+1 = aR0m+b(m+�)Rm pour m � 0.
Remarquons que degr�e (Rm) � m, pour m � 1, et que

Rm =

mX
p=1

( � 1) . . . ( � p+ 1)

p!

X
i1+i2+...+ip=m

avec ik�1pour 1�k�p

Qi1Qi2 . . .Qip :

Il en r�esulte que si Qm 2 Q[X ] pour m � 0 et si  2 Q, alors Rm 2 Q[X ].

Corollaire. Soit (Qm)0�m�q une famille de polynômes de R[X ] v�eri�ant
Q0 = 1 et Q0m+1 = aQ0m + b(m + �)Qm pour m � 0 et (a; b; �) 2 R3. Alors pour

(�; �; ) 2 R3,  6= 0, on a

 
qX

m=0

n�mQm(� logn+ �)

!

=

qX
m=0

n�mRm(� log n+ �) +O
�
(log n=n)q+1

�
;

(Rm)0�m�q �etant une famille de polynômes de R[X ] v�eri�ant R0 = 1, R1 = Q1

et R0m+1 = aR0m + b(m+ �)Rm pour 0 � m � q � 1. De plus si Qm 2 Q[X ] pour
0 � m � q et si  2 Q, alors Rm 2 Q[X ] pour 0 � m � q.

Preuve du th�eor�eme 2. En exploitant les propositions 2 et 3, on a

un = �1=tv�1=tn = (�=n)1=t

 
kX

m=0

n�mTm (b1 logn+ C) +O
�
n�k

�!�1=t

= (�=n)1=t

 
kX

m=0

n�mRm (b1 logn+ C) +O
�
n�k

�!
;

(Rm)0�m�k �etant une famille de polynômes de R[X ] v�eri�ant

R0 = 1; R1 = �X=t et R0m+1 = b1R
0
m � (m+ 1=t)Rm:

Pour 0 � m � k, posons Pm(X) = Rm(�tX). On a alors P0 = 1, P1 = X ,
P 0m+1 = b1 P

0
m + (mt+ 1)Pm pour 0 � m � k � 1 et

un = (�=n)1=t

 
1 +

kX
m=1

Pmn
�m
��t�1 (b1 logn� C)

�
+O

�
n�k

�!
:
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V. It�eration d'une fonction

Soit f une fonction num�erique continue dans un voisinage �a droite de z�ero et
admettant un d�eveloppement asymptotique s'�ecrivant pour k � 2 et x! 0,

f(x) = x+

kX
m=1

amx
mt+1 +O

�
x(k+1)t+1

�
aveca1 < 0 et t > 0:

En choisissant x assez petit, x 2]0; Æ], la suite d�e�nie par u0 = x et

un = f (un�1) = fn(x) pour n � 1;

est strictement d�ecroissante et v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme 1. La constante
C du th�eor�eme 1 est C = limn!1 (�fn(x)

�t � n� b1 logn). Elle d�epend de f et
de x, nous la noterons simplement C(x). D'apr�es l'expression de C pr�ec�edente on
a

C(f(x)) � C(x) = 1 pour tout x 2]0; Æ]:

Expression de C(x) comme somme d'une s�erie. Soit x 2]0; Æ[, on a,
d'apr�es le th�eor�eme 1, pour n!1,

fn(x) = (�=n)1=t(1 +O(logn=n)): (8)

On en d�eduit que log (�=fn(x)
t) = logn + O(log n=n) et, qu'ainsi, en posant pour

m � 0, Sm(x) = �=fm(x)
t�b1 log (�=fm(x)t)�m, il vient, C(x) = limn!1 Sn(x) =

Sm(x) +
P

n�m (Sn+1(x) � Sn(x)) = Sm(x) +
P

n�m p (fn(x)) avec

p(x) = �=f(x)t � �=xt + b1t log(f(x)=x) � 1:

En particulier, pour m = 0, on obtient:

C(x) = �=xt � b1 log
�
�=xt

�
+
X
n�0

p (fn(x)) :

D�eveloppement asymptotique de C(x). Proposition 4. Si f est

croissante sur ]0; Æ], alors C(x) est continue sur ]0; Æ] et on a pour x ! 0:C(x) =
(�=xt)� b1 log�=x

t+d1x
t+. . .+dk�2x

(k�2)t+O
�
x(k�1)t

�
, les di �etant r�eels, pour

i = 1; . . . ; k � 2.

Preuve. (i) Continuit�e de C(x) sur ]0; Æ]: on constate ais�ement que p(x) =
O
�
x2t
�
, pour x ! 0. Il existe donc des constantes C1 et C2 telles que pour tout

x 2]0; Æ], on ait j p(x) j� C1x
2t et d'apr�es (8), fn(x) � fn(Æ) � C2(1=n))

1=t, pour
tout n � 1. On a, par suite, j p (fn(x)) j� C3=n

2 pour tout n � 1 et pour tout

x 2]0; Æ] o�u C3 = C1 (C2)
2t

est une constante ind�ependante de x. On peut alors
�ecrire

j C(x) � Sm(x) j�
X
n�m

j p (fn(x)) j� 2C3=m:
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C(x) est par suite continue sur ]0; Æ] comme limite uniforme de la suite de fonctions
continues (Sm(x)).

(ii) D�eveloppement asymptotique de C(x): 	� �etant d�e�nie �a la �n du para-
graphe 2, d�esignons par '� la function x! '�(x) = 	� (�=xt). On a:

'�(x) = �=xt � b1 log�=x
t + d1x

t + . . . + dk�2x
(k�2)t

avec dm = cm=�
m pour m = 1; . . . ; k � 2. Soit g la fonction d�e�nie par x !

�
�
f
�
(�=x)1=t

���t
. Comme '�(f(x)) = 	� (g (�=xt)), il vient d'apr�es la remarque

du paragraphe 2, pour x! 0,

'�(f(x))� '�(x) = 1 +O
�
xkt
�
:

Comme C(x) v�eri�e la relation C(f(x)) � C(x) = 1 pour x 2]0; Æ], on a, en
posant �(x) = C(x)�'�(x), �(f(x))��(x) = O

�
xkt
�
, pour x! 0. Il existe donc

une constante C4 telle que

j �(f(x))� �(x) j� C4x
kt pour 0 < x � Æ:

On constate, d'autre part, que � (fn(x)) tend vers 0 avec 1=n, on a en e�et:

� (fn(x)) =
X
m�n

p (fm(x))�
k�2X
m=1

dm (fn(x))
mt

= C(x) � Sn(x) �
k�2X
m=1

dm (fn(x))
mt

:

Comme C(x) � Sn(x) et fn(x) tendent vers 0 avec 1=n, il en est de même de
� (fn(x)). Il en r�esulte que pour 0 < x � Æ, on a:

�(x) =
X
n�0

(� (fn(x)) � � (fn+1(x))) :

On a alors j � (fn+1(x)) � � (fn(x)) j� C4 (f4(x))
kt
. Les relations fn(x) � x et

fn(x) � C2(1=n)
1=t conduisent alors aux majorations j � (fn+1(x)) � � (fn(x)) j�

C4x
kt et j � (fn+1(x)) � � (fn(x)) j� C5=n

k avec C5 = C4 (C2)
kt
. On peut donc

�ecrire

j �(x) j �
X

0�m�n

j� (fm+1(x))� � (fm(x))j+
X
m>n

j� (fm(x))� � (fm+1(x))j

� C4(n+ 1)xkt + C5=n
k�1 � 2C4nx

kt + C5=n
k�1:

On choisit Æ pour que Æt < 1 et n tel que 1=xt < n < 2=xt, et l'on obtient
j �(x) j< (4C4 + C5)x

(k�1)t soit �(x) = O
�
x(k�1)t

�
.
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VI. Etude de la fonction C(x) associ�ee �a la fonction sinus

Pour x 2]0; �[, on a d'apr�es le paragraphe pr�ec�edent

� = 3; b1 = 3=5;

C(x) = lim
n!1

 
3

(sinnx)
2 � n� 3

5
logn

!
;

C(sinx)� C(x) = 1;

p(x) =
3

sin2x
� 3

x2
� 1 +

6

5
log

sinx

x
:

Nous allons prouver que la fonction C(x) est d�erivable; pour cela montrons
d'abord une majoration uniforme de sinnx.

Proposition 5. Pour toul r�eel x > 0 et pour tout entier n � 1, on a

sinnx <
p
3=n.

Commen�cons par un lemme.

Lemme 2. Pour tout r�eel x > 0, on a sin2x < x2=
�
1 + x2=3

�
.

Preuve. Pour 0 < x � 3
p
2=2, on a

sin2x

x2
< 1� x2

3
+

2

45
x4 � 1� x2

3
+

x4

9 + 3x2
= 1=

�
1 +

x2

3

�

et pour x � 3
p
2=2

x2

1 + x2

3

=
1

1
x2 +

1
3

� 1
2
9 +

1
3

> 1 > sin2x:

Preuve de la proposition 5. La fonction h:x ! x=
p
1 + x2=3 est croissante;

on a donc sinx < h(x) < x, pour x > 0. Par suite

sinnx < h (sinn�1(x)) < h2 (sinn�2(x)) < . . . < hn(x):

Or hn(x) = x=
p
1 + nx2=3, donc

sinnx < 1=
p
1=x2 + n=3 <

r
3

n
:

Th�eor�eme 3. La fonction C(x) est d�erivable sur ]0; �[ et v�eri�e C(x) =
C(��x) et C 0(�=2) = 0. Elle est d�ecroissante sur ]0; �=2[ et admet, lorsque x! 0,
un d�eveloppement asymptotique v�eri�ant, pour tout k entier � 2,

C(x) =
�
3=x2

�� 3

5
log
�
3=x2

�
+ d1x

2 + d2x
4 + . . . + dk�2x

2(k�2) +O
�
x2(k�1)

�
:

(d1 = 79=1050; d2 = 29=2625; . . . ).
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Preuve. D'apr�es la proposition pr�ec�edente, il existe des constantes K1 et K2

telles que
j p (sinnx) j< K1=n

2 et j p0 (sinnx) j< K2=n
3=2:

Comme
(p (sinnx))

0 = p0 (sinnx) cos (sinn�1x) . . . . . . cos(sinx)cosx;

on a aussi j (p (sinnx))0 j< K2=n
3=2. Les suites

Sm(x) =
3

5
log

(sinmx)
2

3
+

3

(sinmx)
2 �m

et

S0m(x) =

 
6

5sinmx
� 6

(sinmx)
3

!
cos (sinm�1x) . . . cos(sinx)cosx

convergent uniform�ement pour x 2]0; �[, ce qui prouve que C(x) est d�erivable sur
]0; �[.
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