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INVARIANTY I KANONIQESKIE URAVNENI�

GIPERPOVERHNOSTI VTOROGO POR�DKA

V n{MERNOM EVKLIDOVOM PROSTRANSTVE

S. L. Pevzner

Abstract. The complete solution of the problem of �nding invariants and canonical equa-
tions of quadrics (hypersurfaces of second order) in n-dimensional Euclidean space is given. The
square matrix A of the coeÆcients of second order terms of a quadric equation, and the rectan-
gular matrix D obtained from A by adding of the column of the coeÆcients of �rst order terms,
are considered. The ranks r and q of these matrices are invariants of a quadric; if r = q, then
the quadric is central, if r + 1 = q it is parabolic. An invariant �q , which is a coeÆcient of
a polynomial, is introduced. All the coeÆcients of the canonical equation of a quadric are ex-
pressed through eigenvalues of the matrix A and the invariant �q . The problem is solved without
"semi-invariants".

Rez�me. Daets� polnoe rexenie zadaqi, oboznaqenno� v zaglavii, otliqa�-
wees� ot izvestnyh naborom ispol~zuemyh invariantov. Rassmatrivaets� matri-
ca A, sostavlenna� iz ko�fficientov starxih qlenov uravneni� giperpoverhnos-
ti vtorogo por�dka (kvadriki), i pr�mougol~na� matrica D, poluqa�wa�s� iz A

dobavleniem stolbca ko�fficientov qlenov pervo� stepeni. Rangi �tih matric, r
i q sootvetstvenno, { invarianty kvadriki. Pri r = q kvadrika nazyvaets� cen-
tral~no�, pri r + 1 = q { paraboliqesko�. Dalee vvodits� ewe odin invariant �q
{ ko�fficient nekotorogo mnogoqlena. Vse ko�fficienty kanoniqeskih uravneni�
kvadrik vyra�a�ts� qerez harakteristiqeskie qisla matricy A i invariant �q. V
ispol~zovanii tak nazyvaemyh \uslovnyh invariantov" neobhodimosti net.

Nasto�wa� zametka posv�wena voprosu, kotory� v literature os-
vewen, na nas vzgl�d, ne luqxim obrazom. Avtor vynu�den priznat~s�,
qto emu izvestno lix~ odno polnoe izlo�enie voprosa o kanoniqeskih
predstavleni�h i invariantah giperpoverhnosti vtorogo por�dka (kva-
driki) v n-mernom evklidovom prostranstve, privedennoe v knigah Xilo-
va [1] i Rozenfel~da [2]. Naxe izlo�enie predstavl�ets� bolee predpo-
qtitel~nym vvidu sledu�wih ego osobennoste�.

Vo-pervyh, vvodits� invariant q { rang nekotoro� pr�mougol~no�
matricy, kotory� pozvol�et srazu, to est~ ne pristupa� k privedeni�
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uravnen� giperpoverhosti k kanoniqeskomu vidu, vvesti priznak, pozvol-
��wi� razliqat~ central~nye i paraboliqeskie kvadriki. Vo-vtoryh,
primen�ets� invariant �q, qto pozvol�et obo�tis~ bez tak nazyvaemyh
uslovnyh invariantov, znaqitel~no uslo�n��wih izlo�enie. Uslovnye
invarianty obyqno ispol~zu�ts� v kursah analitiqesko� geometrii
(sm., naprimer, [3]), ispolzu�ts� oni tak�e i v upom�nutyh knigah [1] i
[2], hot� samogo termina \uslovnye invarianty" tam net.

Primenenie invariantov q i �q pozvol�et stol~ prosto i qetko for-
mulirovat~ okonqatel~ny� rezul~tat, qto zaverxa�wa� svodka rezul~-
tatov faktiqeski ne nu�na. Ona privodits� v naxe� zametke lix~ kak
dan~ tradicii.

Predlagaemoe zdes~ izlo�enie osnovano na rabotah avtora [4] i
[5], gde rexena bolee obwa� zadaqa { zadaqa klassifikacii kvadrik v
kvazi�lliptiqeskom prostranstve.

1. Invarianty uravneni� kvadriki.

V �tom paragrafe ustanavlivaets� polna� sistema invariantov
uravneni� kvadriki otnositel~no preobrazovani� ortonormirovanno�
sistemy koordinat.

1.1. Preobrazovanie uravneni� giperpoverhnosti vtorogo por-
�dka k novym koordinatam. Uravnnenie kvadriki v n-mernom vewest-
vennom evklidovom prostranstve En

nX
i;j=1

aijxixj + 2

nX
i=1

aixi + c = 0; (1)

gde aij = aji, zapixem v matriqno� forme:

XTAX + aTX +XTa+ c = 0: (2)

Zdes~ oboznaqeno:

X =



x1

...

xn


; a =



a1

...

an


; A = kaijk:

Matrica A { kvadratna� simmetriqeska�, to est~ A = AT , gde T { znak
transponirovani�. Sistema koordinat ortonormirovanna�.

Uravnenie perehoda k drugo� ortonormirovanno� sisteme s koordi-
natnymi vektorami to� �e dliny imeet vid

X = QX 0 + h; (3)

gde X i X 0 koordinatnye stolbcy tekuwe� toqki v staryh i novyh koor-
dinatah, Q { ortogonal~na� matrica por�dka n (to est~ QQT = QTQ = E,
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E { ediniqna� matrica), h { stolbec vysoty n. Pri Q = E preobrazo-
vanie koordinat nazyvaets� perenosom, pri h = 0 { povorotom.

Neposredstvenym podsqetom ube�daems�, qto v rezul~tate preobra-
zovani� (3) uravnenie (2) prinimaet vid

XT 0A0X 0 = aT
0

X 0 +XT 0a0 + c0 = 0; (4)

gde
A0 = QTAQ;

a0 = QTAh+QTa;

c0 = hTAh+ aTh+ hTa+ c:

(5)

Naxa zadaqa sostoit v tom, qtoby vybrat~ preobrazovanie koordinat
(to est~ vybrat~ Q i h) takim obrazom, qtoby v rezul~tate perehoda
k novym koordinatam uravnenie (1) bylo privedeno k vozmo�no bolee
prostomu (kanoniqeskomu) vidu, i vyrazit~ ko�fficienty kanoniqeskogo
uravneni� qerez ko�fficienty ishodnogo.

1.2. Utoqnenie pon�ti� invarianta Ortogonal~ny� invariant
uravneni� kvadriki { �to taka� funkci� I(aij ; ak; c) ko�fficientov ee urav-
neni�, kotora� ne men�ets� pri preobrazovanii danno� ortonormirova-
nno� sistemy koordinat k drugo� ortonormirovanno� sisteme s bazisny-
mi vektorami to� �e dliny, to est~ pri preobrazovanii uravneni� (2) po
formule (3). Invariant uravneni� kvadriki mo�et izmen�t~s� pri um-
no�enii vseh ko�fficientov uravneni� (2) na odno i to �e qislo � 6= 0,
to est~, voobwe govor�, I(aij ; ak; c) 6= I(�aij ; �ak; �c). Vo mnogih sluqa�h
(a my budem imet~ delo tol~ko s takimi) invarianty �vl��ts� odnorod-
nymi funkci�mi ko�fficientov uravneni� kvadriki. V takih sluqa�h

I(�aij ; �ak; �c) = �p � I(aij ; ak; c):

Qislo p { stepen~ odnorodno� funkcii { budem nazyvat~ por�dkom in-
varianta. Va�no zametit~, qto pri p = 0 invariant uravneni� kvadriki
budet invariantom samo� kvadriki. Tako� invariant imeet geometriqes-
ki� smysl.

Pust~ Ik { invarianty uravneni� kvadriki por�dkov pk; a �k { kakie-
libo qisla; k = 1; 2 . . . ;m: Togda I = I�a1 �I�22 � . . . �I�mm est~ to�e invariant
uravneni� kvadriki, a ego por�dok raven p = p1�1 + p2�2 + . . . + pm�m.

Iz dvuh ili bol~xego qisla invariantov uravneni� kvadriki legko
skonstruirovat~ invariant por�dka 0, to est~ invariant samo� kvadriki.
Dl� �togo dostatoqno tak podobrat~ �k, qtoby v predyduwe� formule
poluqilos~ p = 0. Zametim tak�e, qto esli I { invariant uravneni�
kvadriki qetnogo por�dka, to ego znak sign I budet invariantom por�dka
0, to est~ znak invarianta qetnogo por�dka imeet geometriqeski� smysl.
Invariant neqetnogo por�dka imeet geometriqeski� smysl lix~ v tom
sluqae, kogda on raven nul�. Dalee v punktah 1.3 i 1.4 my ustanovim
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r�d invariantov uravneni� kvadriki, kotorye pozvol��t vo vseh sluqa�h
zapisat~ kanoniqeskoe uravnenie kvadriki. My budem govorit~,qto oni
obrazu�t polnu� sistemu invariantov uravneni� kvadriki.

1.3. Osnovnye invarianty. (1) V oboznaqeni�h punkta 1.1 po-
lo�im � = detA i sootvetstvenno �0 = detA0. Togda v silu pervogo
uravneni� (5)

�0 = detA0 = det(QTAQ) = detQT � detA � detQ = detA = �;

tak kak detQ = detQT = �1:

Takim obrazom, opredelitel~ � matricy A, sostavlenno� iz ko�ffi-
cientov starxih qlenov uravneni� kvadriki, est~ invariant ee uravneni�.
Legko videt~ qto por�dok �togo invarianta raven n.

(2) Oboznaqim qerez B i B0 matricy (n+1)-go por�dka, sostavlennye
iz vseh ko�fficientov uravneni� (2) i (4) sootvetstvenno. V bloqno�
forme �ti matricy zapisyva�ts� tak:

B =

 A a
aT c

 ; B0 =

 A
0 a0

aT
0

c0

 :
Nam nu�na budet ewe odna matrica togo �e por�dka:

P =

Q h
0 1

 :
Tak kak detP = �1 i v silu (5) B0 = P TBP , to

�0 = detB0 = det(P TBP )

= detP T � detB � detP = detB = �

i, sledovatel~no, opredelitel~ � matricy B, sostavlenno� iz ko�ffici-
entov uravneni� kvadriki, est~ invariant �togo uravneni�. Por�dok in-
varianta � raven n+ 1.

(3) Mnogoqlen

�(�) = det(A� �E) = (��)n +�1 � (��)
n�1 + . . . + �n�1(��) + �n

nazyvaets� harakteristiqeskim mnogoqlenom matricy A. Tak kak

�0(�) = det(A0 � �E) = det(QTAQ� �E)

= det(QT � (A� �E) �Q) = detQT � det(A� �E) � detQ

= det(A� �E) = �(�);

to harakteristiqeski� mnogoqlen matricy A invarianten otnositel~no
preobrazovani� koodrinat. Iz �togo trivial~no vyteka�t dva va�nyh
sledstvi�.
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(3a) Ko�fficienty �1;�2; . . . ;�n harakteristiqeskogo mnogoqlena �
(�) �vl��ts� invariantami uravneni� kvadriki. Oni prestavl��t sobo�
summy glavnyh minorov matricy A sootvetstvu�wego por�dka: invari-
ant �k { �to summa minorov k-go por�dka, k = 1; 2; . . . ; n; v qastnosti,
�n = �. Por�dok invarianta �k raven k.

(3b) Korni �1; �2; . . . ; �n harakteristiqeskogo mnogoqlena �(�), to
est~ harakteristiqeskie qisla matricy A, �vl��ts� invariantami urav-
neni� kvadriki. Vy�snim, kakov por�dok �tih invariantov.

S �to� cel~� rassmotrim harakteristiqeskie mnogoqleny matric A
i �A, oboznaqiv peremennu� v pervom mnogoqlene qerez �, a vo vtorom {
~�. �ti mnogoqleny takovy: det(A��E) i det(�A�~�E). Vtoro� mnogoqlen
preobrazuem:

det(�A� ~�E) = �n � det
�
A� ~���1E

�
:

Takim obrazom, harakteristiqeskie qisla obeih matric mogut byt~
na�deny iz uravneni� det(A � �E) = 0 i det(A � ~���1E). Po�tomu

oni sv�zany sootnoxeniem � = ~�=� ili ~� = ��. Sledovatel~no, pri
umno�enii ko�fficientov uravneni� kvadriki na � sootvetstvu�wie
harakteristiqeskie qisla umno�a�ts� to�e na �. �to znaqit, qto harak-
teristiqeskie qisla matricy A �vl��ts� invariantami por�dka 1.

(4) Nar�du s u�e vstreqavximis� kvadratnymi matricami A i B
rassmotrim pr�mougol~nu� matricu D = kAak, u kotoro� n strok i n+1
stolbcov; sootvetstvu�wie matricy, sostavlennye iz ko�fficientov
preobrazovannogo uravneni� budem otliqat~ xtrihom: A0; B0; D0. V silu
(5)

A0 = QTAQ; B0 = P TBP; D0 = QTDP:

Tak kak matricy Q i P neosobennye, to rangi matric A;B;D ravny
sootvetstvenno rangam matric A0; B0; D0. �to znaqit, qto rangi vseh treh
matric ne men��ts� pri preobrazovanii koordinat. Ne men��ts� oni i
pri umno�enii ko�fficientov kvadriki na proizvol~noe qislo. Po�tomu
rangi matric A;B;D �vl��ts� invariantami kvadriki.

1.4. Ewe odin invariant. Pereqislennyh v predyduwem punkte
invariantov nedostatoqno dl� polno� harakteristiki kvadriki. Kva-
drika imeet ewe odin invariant, ne svod�wi�s� k rassmotrennym. Oboz-
naqim qerez �(�) opredelitel~ �-matricy

B(�) =

A� �E a
aT c

 :
�tot opredelitel~ predstavl�et sobo� mnogoqlen n-o� stepeni otnosi-
tel~no �:

�(�) = detB(�) = �0 � (��)
n + �1 � (��)

n�1 + � � �+ �n�1 � (��) + �n:
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Zdes~ �k { summa teh glavnyh minorov (k+1)-go por�dka matricy B, koto-
rye soder�at �lement c; ih nazyva�t oka�mlenn~imi minorami matricy
A. Oqevidno, qto �0 = c; �n = �.

Teopema. (a) Mnogoqlen �(�) invarianten otnositel~no povorotov.

(b) Esli rangD = q, to n� q poslednih (mladxih) qlenov mnogoqlena
�(�) ravny nul�: �q+1 = �q+2 = . . . = �n = 0.

(v) Ko�fficient �q invarianten pri perenosah.

Dokazatel~stvo. (a) Perva� qast~ teoremy dokazayvaets� nepo-
sredstvennym podsqetom mnogoqlena �(�) v novyh koordinatah. Imeem v
silu (5) pri h = 0:

B0(�) =

A
0 � �E a0

aT
0

c0

 =

Q
TAQ� �E QTa
aTQ c


=

Q
T 0
0 1

 �
A� �E a

aT c

 �
Q 0
0 1

 =

Q
T 0
0 1

 �B(�) �

Q 0
0 1

 :
A tak kak

det

Q 0
0 1

 = �1;

to �0(�) = detB0(�) = detB(�) = �(�).

Invariantnost~ mnogoqlena �(�) otnositel~no povorotov dokazana.

(b) Esli q = n, to vtoroe utver�denie teoremy trivial~no, ibo
qlenov, pro kotorye utver�daets�, qto oni ravny nul�, net. Po�tomu v
dal~ne�xem sqitaem q < n. V �tom sluqae imeets� n � q nulevyh neza-
visimyh line�nyh kombinaci� iz strok matricy D. Po�tomu suwest-
vuet kvadratna� neosobenna� matrica U por�dka n, taka�, qto v matrice
UTD =

UTA UTa
 pervye n� q strok budut nulevymi:

Mo�no dl� prostoty polo�it~ detU = �1; esli �to ne tak, to vmesto
matricy U mo�no vz�t~ matricu U= n

p
j detU j: Dalee oboznaqim

V =

U 0
0 1


i tak kak detV = �1, to �(�) = detB(�) = det(V T � B(�) � V ).

Podsqityvaem proizvdenie matric:

V T �B(�) � V =

U
T 0
0 1

 �
A� �E a

aT c

 �
U 0
0 1


=

U
TAU � �UTU UTa

aTU c

 :
(6)
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Vydelim nulevye bloki v matricah UTa i UTAU . V matrice-stolbce UTa
pervye n� q zlementov - nuli. Ostavxu�s� qast~ oboznaqim a1. Tak kak
v matrice UTA pervye n � q strok to�e nulevye, to i v matrice UTAU
pervye n � q strok to�e nulevye, a v silu simmetriqnosti posledne�
matricy u nee budut nulevymi i pervye n � q stolbcov; ostavxu�s�
qast~ �to� matricy oboznaqim A1. Takim obrazom poluqaem:

Na bloki sootvetstvu�wih razmerov razob~em i matricu UTU :

Pri takih oboznaqeni�h iz (6) poluqaem:

V T � B(�) � V =


��u ��u2 0
��uT2 A1 � �u1 a1

0 aT1 c


n� q
q
1

Po�tomu

�(�) = det(V T �B(�) � V ) = (��)n�q � det


u u2 0

��uT2 A1 � �u1 a1
0 aT1 c

 : (7)

Takim obrazom, mnogoqlen �(�) delits� na (��)n�q, po�tomu qleny
mnogoqlena, soder�awie �� v stepen�h s pokazatel�mi, men~ximi n� q,
ravni nul�. �tim dokazano utver�denie (b) teoremy.

(v) Itak, mladxi� ko�fficient mnogoqlena �(�), kotory� mo�et
byt~ otliqen ot nul� { �to �q. Doka�em ego invariantnost~ pri pere-
nosah. Kak otmeqalos~, pri q = n budet �q = �, a invariantnost~ �togo
opredelitel� u�e dokazana v punkte 1.3. Po�tomu, kak i v predyduwe�
qasti dokazatel~stva, sqitaem q < n. Tak kak �q est~ ko�fficient mno-
goqlena �(�) pri (��)n�q, a ko�fficienty mladxih qlenov ravny nul�,
to �q = �(�)=(��)n�q j�=0. Podstaviv s�da znaqenie �(�) iz formuly (7),
poluqaem:

�q = det


u u2 0
0 A1 a1
0 aT1 c

 = detu � det

A1 a1
aT1 c

 : (8)

Dl� dokazatel~stva invariantnosti ko�fficienta �q pri perenosah
dostatoqno podsqitat~ �tot ko�fficient v novyh koordinatah i sravnit~
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s (8). V silu (5) s uqetom togo, qto Q = E, imeem:

B0(�) =

A
0 � �E a0

a0T c0

 =

 A� �E Ah+ a
hTA+ aT c0

 ;
gde c0 = hTAh+ aTh+ hT a+ c. Po�tomu

�0(�) = det

 A� �E Ah+ a
hTA+ aT c0

 i �0q = �0(�)=(��)n�q j�=0:

Qtoby podsqitat~ opredilitel~ �0(�), vypolnim v nem dva preobra-
zovani�. Vo-pervyh, pervu� bloqnu� stroku umno�im sleva na stroku
hT i vyqtem iz vtoro�. Potom pervy� bloqny� stolbec umno�im sprava
na stolbec h i vyqtem iz vtorogo. V rezul~tate poluqim:

�0(�) = det

 A� �E a+ �h
aT + �hT c� �hTh

 :
Vo-vtoryh, poluqenny� opredelitel~ predstavim v takom vide:

�0(�) = det

�U
T 0
0 1

 �
 A� �E a+ �h
aT + �hT c� �hTh

 �
U 0
0 1


�
;

gde U { matrica, vvedenna� v predyduwe� qasti dokazatel~stva, opre-
delitel~ kotoro�, napomnim, raven �1. Posle umno�eni� poluqaem:

�0(�) = det

U
TAU � �UTU UTa� �UTh
aTU � �hTU c� �hTh

 :
Primen�� ispol~zovannye ranee oboznaqeni� blokov matric UTAU ,

UTU , UTa i oboznaqa� dopolnitel~no

UTh =



h1

h2



n� q

q
;

mo�em predstavit~ �0(�) tak:

�0(�) = det


��u ��u2 �h1
��uT2 A1 � �u1 a1 + �h2
�hT1 aT1 + �hT2 c� �hTh


n� q
q
1

:

Po�tomu

�0(�) = (��)n�q � det


u u2 (�1)n�qh1

��uT2 A1 � �u1 a1 + �h2
�hT1 aT1 + �hT2 c� �hTh


i, sledovatel~no,

�0q =
�0(�)

(��)n�q

����
�=0

= det


u u2 (�1)n�qh1
0 A1 a1
0 aT1 c

 = detu � det

A1 a1
aT1 c

 :
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Sravniva� poluqenny� rezul~tat s formulo� (8), poluqaem �q = �0q,
qto i trebovalos~ dokazat~.

Iz dokazanno� teoremy sleduet, qto �q est~ invariant uravneni�
kvadriki. Kak otmeqalos~, on predstavl�ets� v vide summy minorov (q+1)
-go por�dka matricy B, po�tomu ego por�dok raven q + 1.

2. Privedenie uravneni� kvadriki k kanoniqeskomu vidu

V �tom paragrafe my naidem kanoniqeskie uravneni� kvadrik vo
vseh vozmo�nyh sluqa�h i vyrazim ih ko�fficienty qerez invarianty.

2.1. Central~nye i paraboliqeskie kvadriki. V punkte 1.3.
bylo dokazano, qto rang matricy A i rang matricy D �vl��ts� in-
variantami kvadriki. Budem pol~zovat~s� oboznaqeni�mi: rangA = r,
rangD = q (poslednee oboznaqenie u�e primen�los~ v punkte 1.4.) Oqe-
vidno, qto r � n, q � n.

Tak kak matrica D otliqaets� ot A tol~ko odnim lixnim stolbcom,
to qislo q libo ravno qislu r, libo na edinicu bol~xe. �to pozvol�et
mno�estvo vseh kvadrik razbit~ na dva klassa:

Central~nye kvadriki; ih priznak q = r,

Paraboliqeskie kvadriki; ih priznak q = r + 1.

Zametim, qto v sluqae paraboliqesko� kvadriki vsegda r < n.

2.2. Uprowenie starxih qlenov uravneni� kvadriki putem po-
vorota. Po pervomu uravneni� (5) matrica A, sostavlenna� iz ko�ffi-
cientov starxih qlenov uravneni� kvadriki, pri perehode k novym ko-
ordinatam preobrazuets� v matricu A0 = QTAQ, gde Q { nekotora� or-
togonal~na� matrica. Iz kursa line�no� algebry (sm., naprimer, [1])
izvestno, qto dl� l�bo� simmetriqesko� matricy A mo�no tak podobrat~
ortogonal~nu� matricu Q, qto matrica A0 = QTAQ budet diagonal~no�.
Legko pon�t~, qto diagonal~nye �lementy matricy A0 { �to harakteris-
tiqeskie qisla matricy A, kotorye, kak izvestno iz punkta 1.3, �vl��ts�
invariantami pervogo por�dka uravneni� kvadriki. Sredi �tih harak-
teristiqeskih qisel �k mogut byt~ nuli, koliqestvo �e nenulevyh harak-
teristiqeskih qisel ravno r { rangu matricy A.

Takim obrazom, poluqaem:

A0 =



�1
0

. ..

�r
0

0
. . .

0



:
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Sledovatel~no, matrica B, sostavlenna� iz vseh ko�fficientov urav-
neni� kvadriki, v rezul~tate takogo povorota privodits� k sledu�wemu
vidu:

B0 =

 A0 a0

a0
T

c

 ; (9)

gde stolbec a0 opredel�ets� vtoro� formulo� (5) pri uslovii h = 0.

Dal~ne�xie uproweni� uravneni� kvadriki (to est~ uproweni� ee
matricy) nado vypoln�t~ tak, qtoby matrica A0 bol~xe ne men�las~.
Vsledstvie formul (5) �to budet, pre�de vsego, pri proizvol~nyh pe-
renosah. �to budet tak�e i pri nekotoryh povorotah, naprimer, kogda
ortogonal~na� matrica Q imeet vidE 0

0 R

 r
n� r

;

gde R { proizvol~na� ortogonal~na� matrica por�dka n� r.

V sledu�wih dvuh punktah budem otdel~no rassmatrivat~ preobra-
zovanie k kanoniqeskomu vidu uravneni� central~nyh paraboliqeskih
kvadrik.

2.3. Kanoniqeskie uravneni� central~nyh kvadrik. V sluqae
central~no� kvadriki rangi matric A i D ravny. V silu invariantnosti
�tih rangov �to znaqit, qto stolbec a0 v matrice (9) est~ line�na� kom-
binaci� stolbcov matricy A0. Sledovatel~no, suwestvuet tako� stolbec
h, qto A0h+a0 = 0. Vypolnim teper~ perenos X 0 = X 00+h. Kletka A0, kak
otmeqalos~, ne izmenits�, svobodny� qlen primet novoe znaqenie c0, a po
vtoro� formule (5) budet a00 = A0h + a0 = 0. Po�tomu matrica kvadriki
primet sledu�wi� (kanoniqeski�) vid:

a uravnenie kvadriki -

�1x
00

1
2 + � � �+ �rx

00

r
2 + c0 = 0: (10)

Pri c0 6= 0 �to uravneie qasto zapisyva�t v tako� forme:

"1x
2
1=d

2
1 + � � � "rx

2
r=d

2
r = 1;

gde opuweny xtrihi u peremennyh i oboznaqeno d2k = jc0=�kj, "k =
sign (�c0=�k). Nam ostalos~ vyrazit~ ko�fficienty uravneni� (10) qerez



Invarianty i kanoniqeskie uravneni� . . . 85

invarianty. Sobstvenno, vyrazit~ ostalos~ tol~ko c0 tak kak invariant-
nost~ harakteristiqeskih qisel �1; . . . ; �r dokazana ranee.

Podsqitaem dl� kanoniqesko� matricy B0 invariant �r (napomi-
naem, qto dl� central~nyh kvadrik r = q). �to budet summa oka�mlennyh
minorov r-go por�dka matricy A0. Iz �tih minorov otliqnym ot nul�
mo�et byt~ tol~ko odin, po�tomu

�r =

������������

�1
0

.. .

�r
0

c0

������������
= �1 . . .�rc

0;

otkuda c0 = �r=(�1 . . .�r).

Vidim, qto c0 { invariant pervogo por�dka uravneni� kvadriki, kak
i harakteristiqeskie qisla �k. Po�tomu dk i "k { invarianty por�dka
0, to est~ invarianty samo� kvadriki. Obyqno dk nazyva�t poluos~�
kvadriki, priqem pri " = +1 { vewestvenno�, a pri " = �1 { mnimo�.

2.4. Kanoniqeskie uravneni� paraboliqeskih kvadrik. My
vozvrawaems� k matrice (9), poluqenno� v rezul~tate preobrazovani�
uravneni� kvadriki putem nadle�awim obrazom podobrannogo povorota.
V sluqae paraboliqesko� kvadriki stolbec a0 ne mo�et byt~ predstavlen
v vide line�no� kombinacii stolbcov matricy A0, po�tomu on ne mo�et
byt~ uniqto�en perenosom.

Bloqn� matricu (9) razob~em na bolee melkie bloki:

B0 =


A00 0 a1
0 0 a2
aT1 aT2 c


r

n� r
1

;

gde

A00 =


�1 0

. . .

0 �r

 ; a0 =

 a1
a2

 :
Posle �togo uprowenie matricy B0 osuwestvim v tri xaga.

Xag 1. Tak kak A00 { neosobenna� matrica, to suwestvuet stolbec
h1 vysoty r tako�, qto A00h1 + a1 = 0. Zametiv �to, vypolnim perenos
X 0 = X 00 + h, gde

h =

h10
 r
n� r

:

Pri �tom v sootvetstvii s (5) stolbec a0 preobrazuets� v stolbec

a00 = A0h+ a0 =

A00 0
0 0

 �
h10

+
 a1a2

 =

A00h1 + a1
a2

 =

 0
a2

 ;
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svobodny� qlen primet novoe znaqenie c0, a ostal~nye bloki matrcy B0 ne
izmen�ts�. Po�tomu matrica kvadriki v rezul~tate pervogo xaga primet
sledu�wi� vid:

B00 =


A00 0 0
0 0 a2
0 aT2 c0

 :

Otmetim, qto stolbec a2 ob�zatel~no otliqen ot nulevogo tak kak v pro-
tivnom sluqae kvadrika ne byla by paraboliqesko�.

Xag 2. Pre�de qem vypolnit~ sledu�wee preobrazovanie, do-
ka�em, qto suwestvuet taka� ortogonal~na� matrica R por�dka n � r,
qto v stolbce RTa2 vse �lementy, krome poslednego, budut nuli.

Dl� �togo v (n�r)-mernom evklidovom prostranstve En�r, v kotorom
vveden ortonormirovanny� bazis, rassmotrim vektor ~u s koordinatnym

stolbcom a2. Dlinu vektora ~u oboznaqim u, to est~ u =
p
aT2 a2 6= 0. V

�tom �e prostranstve rassmotrim vektor ~u0 s koordinatnym stolbcom
a2

0 = k0 . . . 0 ukT ; dlina �togo vektora to�e ravna u.

�sno, qto suwestvuet ortogonal~noe preobrazovanie prostranstva
En�r, preobrazu�wee vektor ~u v vektor ~u

0. �to vytekaet, naprimer, iz to-
go, qto ka�dy� iz �tih vektorov mo�no dopolnit~ do ortonormirovannogo
bazisa, a line�noe preobrazovanie, otobra�a�wee odin iz �tih bazisov
na drugo�, - ortogonal~noe. Ots�da sleduet, qto suwestvuet taka� or-
togonal~na� matrica R por�dka n� r, qto RTa2 = a2

0.

Teper~ vozvratims� v ishodnoe prostranstvo En i vypolnim v nem
preobrazovanie sistemy koordinat (povorot) po formule X 00 = QX 000, gde

Q =

E O
O R

 r
n� r

:

V sootvetstvii s formulami (5) poluqim matricu B000 kvadriki v novyh
koordinatah:

B000 =


A00 0 0
0 0 a02
0 a02

T c0


ili, vozvrawa�s~ k blokam pre�nih razmerov,

B000 =

 A0 a000

a000
T

c0

 n1 ;
gde

a000 =

 0
a02

 =



0
...
0
u


:
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Xag 3. Teper~ mo�no perenosom X 000 = X 0000 + h uniqto�iti~ svo-
bodny� qlen C 0, dl� qego dostatoqno stolbec h vz�t~ takim:

h =



0
...
0

�c0=2u


;

v �tom ube�daems� s pomow~� posledne� formuly (5). Drugie �e bloki
matricy kvadriki ne men��ts�.

Okonqatel~no poluqaem:

B0 =



�1 0
. . . 0

�r
...

0

0
. . . 0

0 u
0 . . . 0 u 0



:

�to� matrice sootvetstvuet kanoniqeskoe uravnenie paraboliqes-
ko� kvadriki

�1x
0000

1
2 + � � �+ �rx

0000

r
2 + 2ux0000n = 0; (11)

kotoroe mo�no zapisat~ i v forme

"1x
2
1=d

2
1 + � � �+ "rx

2
r=d

2
r = 2xn;

zdes~ opuweny xtrihi u peremennyh i oboznaqeno d2k = ju=�kj, "k =
sign (�u=�k).

Ostaets� vyrazit~ ko�fficient u qerez invarianty. Invariant
�r+1 (napominaem, qto r+1 = q) est~ summa oka�mlennyh glavnyh minorov
(r+1)-go por�dka matricy A. No otliqen ot nul� lix~ odin tako� minor
{ �to minor, obrazovanny� r pervymi i dvum� poslednimi stolbcami i
strokami matricy B0. Po�tomu

�r+1 =



�1 0
. . . 0

�r
...

0 0
0 u

0 . . . 0 u 0



= �u2�1 � . . . � �r;

otkuda u =
p
��r+1=(�1 � . . . � �2); my berem polo�itel~noe znaqenie korn�,

no mo�no bylo by vz�t~ i otricatel~noe, tak kak na vtorom xage vektor ~u0
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mo�no zamenit~ na vektor �~u. Ots�da vidim, qto u { invariant pervogo
por�dka uravneni� kvadriki, a dk i "k { invarianty samo� kvadriki.

3. Svodka rezul~tatov

Rangi r = rangA i q = rangD pozvol��t opredelit~ klass kvadriki:
pri r = q budet central~a� kvadrika, a pri r + 1 = q { paraboliqeska�.

Kanoniqeskie uravneni� central~no� i paraboliqesko� kvadrik
ime�t vid sootvetstvenno:

�1x
2
1 + � � �+ �rx

2
r + c = 0 i �1x

2
1 + � � �+ �rx

2
r + 2uxn = 0;

gde �1; . . . ; �r { nenulevye harakteristiqeskie qisla matricy A,

c =
�q

�1 � . . . � � ��r
; u =

r
�

�q
�1 � . . . � �r

i �q { invariant, opredelenny� v punkte 1.4.
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