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SUR L'INDICE DE SCHUR DANS LES GROUPES DONT LES

CARACT�ERES SONT �A VALEURS RATIONNELLES

Ion Armeanu

R�esum�e. Dans cette note nous prouvons que si G est un groupe r�esoluble qui a des
caract�eres �a valeurs rationnelles et tous les caract�eres sont r�ealisable dans R, alors les caract�eres
de G sont r�ealisables dans Q(21=2) et nous donnons des conditions suÆsantes a�n qu'un caract�ere
irr�eductible � d'un groupe dont les caract�eres sont �a valeurs rationnelles ait l'indice de Schur
mQ(�) = 1. Ces resultats sont li�es avec la conjecture du Gow [2] qui aÆrme que si G est
un groupe r�esoluble qui a des caract�eres �a valeurs rationnelles et tous les caract�eres de G sont
r�ealisables dans R, alors les caract�eres de G sont r�ealisables dans Q.

Abstract. We prove that if G is a solvable group with rational characters and R is a
splitting �eld for G, then Q(21=2) is also a splitting �eld for G and we obtain some suÆcient
conditions which guarantee that an irr�eductible character � of a group with rational characters
has Schur indices mQ(�) = 1. These results are related to the Gow conjecture [2] wich asserts
that for a solvable group whose characters are rational valued and R is a splitting �eld for G,
then Q is also a splitting �eld for G.

Les groupes utilis�es sont �nis et les d�e�nitions et les symboles sont ceux de
Isaacs [4] et de Curtis et Reiner [1].

Soit G un groupe. Alors nous notons par Irr(G) les caract�eresC - irr�eductibles
du G. Soit �;	 2 Irr(G). Alors

(�;	) = (1=jGj)
X

g2G

�(g)	(g)

et mK(�) est l'indice de Schur de � sur le corps K (voir [4, p.160]). On dit que
� est r�ealisable dans un corps K si la C - repr�esentation associ�ee est isomorphe �a
une K - repr�esentation. Si H � G alors �jH est la restriction de � �a H et si  est

un caract�ere de H , alors G est le caract�ere induit de  �a G.

Th�eor�eme 1. Soit G un groupe qui a les caract�eres �a valeurs rationnelles.
Soit � 2 Irr(G) qui est r�ealisable dans le corps R. Alors, il existe a 2 G, �el�ement
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d`ordre impair et il existe un 2-groupe de Sylow H dans C�(a) = fx 2 G : xax�1 =
a ou xax�1 = a�1g tel que si H0 � H est un 2-groupe de Sylow dans C(a), il existe
un caract�ere �� � 2 Irr(A�H0) o�u A = hai, � 2 Irr(A), � 2 Irr(H0) tel que:

(i) (�A�H0
; �� �) est impair;

(ii) le caract�ere induit (�� �)AH est r�ealisable dans le corps R;

(iii) � est r�ealisable dans Q.

D�emonstration. D'apr�es le th�eor�eme 1.1. de Gow [3], il existe A = hai, a 2 G
un �el�ement d'ordre impair, H un 2-subgroupe de Sylow dans C�(a) et � 2 Irr(AH)
�a valeurs r�eelles tel que (�; �G) est impair et ker � 6� A.

Soit H0 un 2-groupe de Sylow dans le centralisateur dû �a C(a), de mani�ere
que H0 � H . Un calcul simple prouve qu'il existe � 2 Irr(H0) et � 2 Irr(A)
tels que � = (� � �)AH. Compte tenu du th�eor�eme de r�eciprocit�e de Frobenius
(voir [4, p.62]), (�AH; �) = (�AH0

; �� �) est impair. Parce que (�; �G) est impair,
mR(�) = 1 et Q(�) � R (o�u Q(�) est le corps engendr�e sur Q par les valeurs de �)
d'apr�es le th�eor�eme de Brauer{Speiser (voir [4, p.171]) on obtient que mR(�) = 1.
D'apr�es le th�eor�eme de Cli�ord (voir [4, p.79])

(�� �)AHjAH0
=
X

t2T

�t�t;

o�u T est une transversale du H0 dans H . Soit G2 le 2-groupe de Sylow dans le
groupe de Galois Gal(Q(� � �);Q). Parce que [AH : AH0] = 2n, Q(�) � R et
ker � 6� A on a que

(�� �)AHjAH0
=
X

�2G2

(�� �)�

et on obtient que [AH : AH0] = [Q(�);Q], et alors Q(�) = Q(�� �) et Q(�) �
Q(�). Du moment que � est un caract�ere irr�eductible d'un 2-groupe, on obtient
que Q(�) \Q(�) = Q, donc � est �a valeurs rationnelles.

Parce que �AH0
est r�ealisable dans R et (� � �;�AH0

) est impair , on ob-
tient que mR(� � �) = 1. Parce que mR(�) = 1 et [R(�);R] est impair, d'apres
[4, p.172, 10. 10.] on obtient que mR(� � �) = mR(�)mR(�), donc mR(�) = 1.
Mais � est un caract�ere rationnel d'un 2-groupe et donc est r�ealisable dans le
corps Q.

Th�eor�eme 2. Soit � � � le caract�ere obtenu par le th�eor�eme 1 et H un 2-
groupe de Sylow dans NG(A) tel que H0 � H. Supposons que � soit invariant dans
H (�(txt�1) = �(x) pour t 2 H et x 2 H0). Soit encore � 2 Irr(A) le caract�ere
�d�ele, de mani�ere que �n = �.
Alors:

(i) (� � �)AH est irr�eductible �a valeurs dans un corps K extension de degr�e im-
pair du corps Q.

(ii) (� � �)AH est �a valeurs dans K et si (� � �)AH est r�ealisable dans K, alors
(� � �)AH est r�ealisable dans K aussi.
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D�emonstration (i) Parce que le stabilisateur du � � � est AH0, on obtient que
(� � �)AH est irr�eductible. Puisque � est invariant dans H on a que

(� � �)AH(ax) =
X

t2T

�(tat�1)�(x);

o�u T est une transversale de H0 dans H et x 2 H0. Soit � un automorphisme
d'ordre puissance de 2 dans Gal(Q(!);Q) (o�u ! est une racine primitive d'ordre
o(a) de l' unit�e). Le caract�ere � �etant �a valeurs rationnelles on obtient que

((� � �)AH)� = (� � �)AH;

donc K = Q((� � �)AH) est un corps extension de degr�e impair de Q.

(ii) Soient T� ; T�; T� les repr�esentations correspondant aux caract�eres �; �; �.
Soit z1 = 1; z2; . . . ; zn une transversale de H0 en H . Alors le composant (i; j) de

la matrice de la repr�esentation (T� � T�)
AH

(axt) est

(T� � T�)
0(ziaxtz

�1
j ) = T 0

� (ziaz
�1
i )T 0

�(zixz
�1
i zitz

�1
j );

o�u x 2 H0 et t appartient �a la transversale de H0 en H . Donc si zitz
�1
j 62 H0, alors

(T� � T�)
0(ziaxtz

�1
j ) = 0

et si zitz
�1
j 2 H0 alors

(T� � T�)
0(ziaxtz

�1
j ) = T� (ziaz

�1
i )T�(zixtz

�1
j ):

De la même mani�ere, le composant (i; j) de la matrice de la repr�esentation
(T� � T�)

AH(axt) est nul pour zitz
�1
j 62 H0 et est T�(ziaz

�1
i )T�(zixtz

�1
j ) �a la

condition que zitz
�1
j 2 H0. Mais T�(ziaz

�1
i ) = �zi(a) et T� (ziaz

�1
i ) = �zi(a).

Donc pour les composants on obtient que

((T� � T�)
AH(axt))(i;j) = ((T� � T�)

AH(akxt))(i;j):

Il en r�esulte que si (� � �)AH est r�ealisable dans K, alors (� � �)AH est r�ealisable
dans le corps K aussi.

Th�eor�eme 3. Si (� � �)AH est r�ealisable dans le corps K, alors � est
r�ealisable dans Q.

D�emonstration Parce que (�; (�� �)G) est impair, et l' indice de Schur

mK((�� �)AH) = 1

compte tenu du lemme 10.4, p. 162 de [4], on obtient que mQ(�) = 1.

Th�eor�eme 4. S'il existe � 2 Irr(H) �a valeurs rationnelles tel que �jH0
= �,

alors  est r�ealisable dans Q.
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D�emonstration Parce que � est r�ealisable dans Q et � sera r�ealisable dans Q.
En calculant, on obtient que

((� � �)AH; �AH) = 1:

Donc (� � �)AH est r�ealisable dans K et en vertu du th�eor�eme 2 (� � �)AH est
r�ealisable aussi dans K. Conform�ement au th�eor�eme 3, on obtient que � est
r�ealisable dans Q.

Corollaire 1. Si � est lin�eaire et s'il existe � tel que �jH0
= �, alors � est

r�ealisable dans Q.

Lemme. (���)AH est �a valeurs dans K si et seulement si � est H-invariant.

D�emonstration En vertu du th�eor�eme de Cli�ord

(�� �)AHjAH0
=
X

t2T

�t � �t;

o�u T est une transversale deH0 dansH . Parce que pour tout � 2 Gal(Q(!o(a));Q),
d'ordre puissance de 2,

((� � �)AH)� = (�� �)AH;

on obtient qu'il existe un �el�ement t 2 T si bien que

(�� �)� = �t � �t

Parce que Gal(Q(!o(a));Q) ' H=H0 et � est �a valeurs rationnelles on obtient que
pour tout t 2 T , il existe � 2 Gal(Q(!o(a));Q) un automorphisme d'ordre puissance
de 2 tel que

(�� �)t = �t � �t = (� � �)� = �� � � = �t � �;

donc � = �t.

Th�eor�eme 5. Soit p un nombre premier impair, p=jGj, tel que p � 1 n'est
pas divisible par 4. Supposons que o(a) = pk. Alors

(i) � est invariant dans H et il existe � 2 Irr(H) de telle sorte que �jH0
= �.

(ii) Q(�) = Q(21=2) et � est r�ealisable dans Q(21=2).

D�emonstration D'apr�es le lemme il r�esulte que � est invariant dans H . Parce
que H=H0 est cyclique, il existe � 2 Irr(H) tel que �jH0

= �. Alors, l'invariant de

Frobenius-Schur (voir [4, p.50]) �2((�� �)AH) = 1 et un calcul direct nous donne
que

�2((� � �)AH) = (1=jH0j)
X

h2H0

�((ht)2)

o�u 1, t est une transversale de H0 dans H . Donc,

�2(�) = (1=jH0j)
X

h2H

�(h2) = (1=jH j)(
X

h2H0

(�(h2) + �((ht)2)) = 1
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c'est-�a-dire � est r�ealisable dans R. Mais �H = � + � � � o�u � 2 Irr(H=H0). Si
Q(�) 6= Q, soit � 2 Gal(Q(�);Q) de telle sorte que �� 6= �. Alors �� = �� et il
r�esulte que jGal(Q(�);Qj = 2. Parce que Q(�) � Q(!2n) et � est r�eel on obtient
que Q(�) est une extension quadratique r�eelle de Q, donc Q(�) = Q(21=2).

Corollaire 2. Soit G un groupe d'ordre jGj = 2r3s avec des caract�eres �a

valeurs rationnelles et soit � 2 Irr(G). Alors � est r�ealisable dans Q(21=2).

Corollaire 3. Si G est un groupe r�esoluble qui a des caract�eres �a valeurs
rationnelles et tous les caract�eres sont r�ealisables dans R, alors les caract�eres de G
sont r�ealisables dans Q(21=2).

D�emonstration D'apr�es Gow [2], jGj = 2r3s.

Corollaire 4. Les caract�eres de groupe sym�etrique Sn sont r�ealisables
dans Q.

D�emonstration Si a est un element d'ordre impaire, le 2-Sylow groupe de
NG(hai) est le produit direct d'un groupe isomorphe avec Aut2(hai) avec un 2-
Sylow groupe de CG(a). Alors le caract�ere � est invariant dans H et il existe
� 2 Irr(H) �a valeurs rationnelles de telle sorte que �jH0

= �.

Corollaire 5. Soit G un groupe r�esoluble �ni et � 2 Irr(G) de telle sorte
que mQ(�) = 2 et � est r�ealisable dans R. Alors 25=jGj.

D�emonstration Supposons que 25 6 j jGj. Alors jH j � 24 et jH0j � 23. Soit
jH j � 23. Alors jH0j � 22 donc le caract�ere � est lin�eaire et le Corollaire 1 fournit
le resultat.

Soit jH j = 24 et jH0j = 23. Alors il existe une extension � de � �a H . Parce
que (�H0

; �) = 1 et mQ(�) = 1 on a que mQ(�) = 1. Soit � non-lin�eaire. Alors H0

est quaternionique ou dihedral. Mais le seul caract�ere nonlin�eaire dans le groupe
quaternionique a absolu Schur indice 2 et alors H0 est le groupe dihedral D4. Les
groupes d'ordre 16 qui contiennent D4 sont Z2 � D4, le groupe semidihedral, le
groupe dihedral et le groupe

U = hfu; b; cju4 = b2 = c2 = 1; ub = bu; cu = uc; bcb = cu2gi:

Pour le groupe Z�D4 le resultat est �evident.

Pour le groupe simidihedral et pour U un calcul simple prouve que l'invariante
Frobenius{Schur �2(�) = �1, contradiction.

Soit H = D8 et H0 = D4. Soit D8 = hy; bi avec o(b) = 8 et D4 = hy; b2i.
Parce que

NG(haxi)=CG(haxi) ' Aut(haxi) = Authai �Authxi

il existe z 2 NG(haxi) tel que zaxz�1 = a�1x. Si o(z) = 2kq o�u q est impair,
prenons t = zq alors taxt�1 = a�1x et o(t) = 2k. Alors il existe un 2-Sylow groupe
Hg de NG(hai) si bien que x 2 Hg

0 et t 2 Hg o�u g 2 NG(hai). Parce que H
g ' D8,

le seul �el�ement d'ordre 2 dans Hg
0 ' D4 qui commute avec un �el�ement de HgnHg

0
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est gb4g�1, alors x = gb4g�1. Parce que gxg�1 2 Hg
0 est une involution, il est une

de gb4g�1, gxb2g�1, gxb4g�1 et la seulle qui coresponde aux conditions impos�ees
est gb4g�1. Alors gxg�1 = x = gb4g�1, contradiction.
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