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SYMMETRISCHE INVERSE �-AREOL�ARE DIFFERENZEN

UND �-INTERPOLATION

Milo�s �Canak

Abstract. Applying previously introduced notion of symmetric, inverse �-areolar di�er-
ences, we construct the �-interpolating complex continued fraction which, on given closed contours
�z = gi(z), (i = 0; 1; . . . ; n), satis�es particular interpolation conditions. The question of the in-
terpolation error is also considered.

In seiner Dissertation [1] hat der Verfasser den Begri� der areol�aren Reihe
eingef�uhrt und die Frage ihrer Konvergenz erforscht. Die areol�are Reihe ist die
komplexe Reihe der Form

(1)

1X
k=0

�zk'k(z)

wobei 'k(z) beliebige, analytische Funktionen sind. Der Verfasser hat auch den
folgenden Satz beweist:

Satz. Es sei w(z; �z) eine stetige, komplexe Funktion in einem Gebiet G,
das den Koordinatenursprung enth�alt. Nehmen wir an, dass sie stetige, are-

ol�are Ableitungen beliebiger Ordnung in G besitzt. (Die areol�are Ableitung ist die

Ableitung im Sinne von Kollossov

(2) Dw = (u0x � v0y) + i(u0y + v0x) = 2w0�z ):

Dann l�asst sich diese Funktion in der Umgebung G1 vom Koordinatenursprung in

eine areol�are Reihe der Form (1) entwickeln. F�ur die Ausrechnung der KoeÆzien-

ten 'k(z) gilt die folgende Formel

(3) 'k(z) =
�0D

kw

2kk!
:
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Bemerkung . Es sei fW j w = w(z; �z)g die Menge der stetigen, komplexen
Funktionen in G, und es sei f
 j ! = !(z)g die Menge der analytischen Funktionen
in G. Der Operator �0 realisiert eine Abbildung der Menge W auf die Menge

 auf folgende Art und Weise: Die Funktion ! = �0w ist eine solche Funktion,
die aus der Funktion w = w(z; �z) entstehen kann, wenn wir den Wert �z mit 0
vertauschen und den Wert z unver�anderlich lassen. Die Funktion ! = �0w enth�alt
keine Ver�anderliche �z und darum ist sie analytisch.

Auf eine �ahnliche Art und Weise k�onnen wir den Operator �g(z) de�nieren,
wobei �z = g(z) die Gleichung einer glatten, einfachen, geschlossenen Kontur ist.
Dieser Operator korrespondiert jeder stetiger, komplexer Funktion w = w(z; �z)
eine analytische Funktion, die sich erhalten kann, wenn wir den Wert �z mit g(z)
vertauschen und den Wert z unver�anderlich lassen. Der geometrische Sinn dieses
Operators ist folgender: Die Funktionen w(z; �z) und �g(z)w besitzen einen gleichen
Randwert auf der geschlossenen Kontur �z = g(z).

De�nition 1. Es sei ein komplexer Kettenbruch der Form

(4) w0(z) +
w1(z) � �z

1 +
w2(z) � �z

1 + .. .
+
wk(z) � �z

1 + .. .

gegeben, wobei die KoeÆzienten wi (i = 0; 1; . . . ; k) beliebige, analytische Funk-
tionen sind. Die Br�uche der Form

(5) w0(z) +
w1(z) � �z

1 +
w2(z) � �z

1 + . . .
+
wk(z) � �z

1 + . . .

=
Pk(z; �z)

Qk(z; �z)
; (k = 1; 2; . . . )

nennt man als die g�ultigen Br�uche f�ur den Kettenbruch (4). F�ur die Ausrechnung
des Z�ahlers und Nenners des k-ten g�ultigen Bruches gelten die folgenden rekurrenten
Formeln

(6)
Pk(z; �z) = Pk�1(z; �z) + wk(z)�z � Pk�2(z; �z)

Qk(z; �z) = Qk�1(z; �z) + wk(z)�z �Qk�2(z; �z)
(k = 1; 2; . . . )

mit den Anfangsbedingungen

(7) P0 = w0; P�1 = 1; Q0 = 1; Q�1 = 0

(siehe [2]).

De�nition 2. F�ur eine gegebene areol�are Reihe der Form (1) kann man einen
solchen komplexen Kettenbruch bestimmen, dass die Entwicklung jedes seinen n-
ten g�ultigen Bruches in die areol�are Reihe, mit der gegebenen Reihe einschliesslich



98 �Canak

�zn identisch ist. Einen solchen Kettenbruch nennen wir als der korrespondierende
areol�are Kettenbruch f�ur die gegebene areol�are Reihe (1). Er l�asst sich auf folgende
Art und Weise bestimmen.

Es sei eine areol�are Reihe der Form (1) gegeben. Den korrespondierenden,
areol�aren Kettenbruch suchen wir in de Form (4) oder

(8) w0(z) +
w1(z)�z j

j 1
+
w2(z)�z j

j 1
+ � � �+

wn(z)�z j

j 1
+ � � � = w0(z) +

1X
i=1

wi(z)�z j

j 1

wobei man die unbekannten analytischen KoeÆzienten wi(z) bestimmen soll.

Schreiben wir die Reihe (1) in der Form w(z; �z) = '0(z)+'1(z)W1(z; �z)�z mit

W1(z; �z) = 1 +
'2(z)

'1(z)
�z +

'3(z)

'1(z)
�z2 + � � �+

'n(z)

'1(z)
�zn�1 + � � � :

F�uhren wir die Substitution

(9) 1=W1(z; �z) = 1� �1(z)�z + �2(z)�z
2 + � � �+ (�1)n�n�z

n + � � �

ein. Wenn man die beiden Seite von (9) mit W1(z; �z) multipliziert und die
entsprechenden KoeÆzienten vergleicht, so erh�alt man

'2(z)

'1(z)
� �1(z) = 0

'3(z)

'1(z)
�
'2(z)

'1(z)
�1(z) + �2(z) = 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

'n+1(z)

'1(z)
� �1(z)

'n(z)

'1(z)
+ �2(z)

'n�1(z)

'1(z)
+ � � �+ (�1)n�n(z) = 0:

Daraus �nden wir sukzessiv die KoeÆzienten �n(z), (n = 1; 2; . . . )

(10) �n(z) = (�1)n+1
'n+1(z)

'1(z)
+

n�1X
k=1

(�1)k+1�n�k(z)
'k+1(z)

'1(z)
:

Schreiben wir weiterhin 1=W1(z; �z) in der Form 1=W1(z; �z) = 1 � �1(z)�z �
W2(z; �z) mit

W2(z; �z) = 1�
�2(z)

�1(z)
�z +

�3(z)

�1(z)
�z2 + � � �+ (�1)n

�n+1(z)

�1(z)
�zn + � � � :

F�uhren wir wieder die Substitution 1=W2(z; �z) = 1 + 
1(z)�z + 
2(z)�z
2 +

� � � ein. Wenn man die beiden Seite dieser Gleichung mit W2(z; �z) multipliziert
und die entsprechenden KoeÆzienten vergleicht, so kann man die Funktionen 
i(z)
bestimmen. Das gleiche Verfahren l�asst sich ad in�nitum fortsetzen. Dabei erh�alt
man formal den Bruch

W (z; �z) = '0(z) +
'1(z)�z j

j 1
�
�1(z)�z j

j 1
+

1(z)�z j

j 1
+ � � �
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oder

W (z; �z) = w0(z) +
w1(z)�z j

j 1
+
w2(z)�z j

j 1
+ � � �+

wn(z)�z j

j 1
(11)

(w0 = '0; w1 = '1; w2 = ��1; w3 = 
1; . . . )

deren KoeÆzienten mitels der KoeÆzienten der Reihe (1) ausgedr�uckt werden.

Die Br�uche die den gegebenen areol�aren Reihen (1) in der Form (11)
entsprechen, werden als die regul�aren, areol�aren Kettenbr�uche genannt.

Satz 2. Die Ordnung der Polynome P2s, Q2s, P2s�1, Q2s�1 der entsprechen-

den g�ultigen Br�uche P2s=Q2s und P2s�1=Q2s�1 f�ur den areol�aren Kettenbruch (11)
der der areol�aren Reihe

(12) 1 + c1(z)�z + c2(z)�z
2 + � � �+ cn(z)�z

n + � � �

korrespondiert, kann nicht s-te Ordnng �ubertre�en. Die KoeÆzienten dieser Poly-

nome lassen sich eindeutig mittels der Funktionen wn(z) (n = 1; 2; . . . ) ausdr�ucken.

Beweis . Beweisen wir dass die Polynome P2s, Q2s, P2s�1, Q2s�1 in der Form

(13)

P2s = �s;0(z) + �s;1(z)�z + �s;2(z)�z
2 + � � �+ �s;s(z)�z

s

Q2s = �s;0(z) + �s;1(z)�z + �s;2(z)�z
2 + � � �+ �s;s(z)�z

s

P2s�1 = 
s;0(z) + 
s;1(z)�z + 
s;2(z)�z
2 + � � �+ 
s;s(z)�z

s

Q2s�1 = Æs;0(z) + Æs;1(z)�z + Æs;2(z)�z
2 + � � �+ Æs;s�1(z)�z

s�1

darstellbar sind. Auf Grund der rekurrenten Formel (6), gilt

(14) Pn = Pn�1 + wn(z)�zPn�2:

Leicht kann man einige von erster Glieder

P1 = w0(z) + w1(z)�z

P2 = w0(z) + [w1(z) + w0(z)w2(z)]�z

P3 = w0(z) + [w1(z) + w0(z)w2(z) + w0(z)w3(z)]�z + w1(z)w3(z)�z
2

P4 = w0(z) + [w1(z) + w0(z)w2(z) + w0(z)w3(z) + w0(z)w4(z)]�z

+ [w1(z)w3(z) + w1(z)w4(z) + w0(z)w2(z)w4(z)]�z
2

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

dieser Folge ausrechnen.

Wenn wir annehmen, dass die Relationen (13) f�ur s = k erf�ullt sind, d.h.

P2k = �k;0(z) + �k;1(z)�z + �k;2(z)�z
2 + � � �+ �k;k(z)�z

k

P2k�1 = 
k;0(z) + 
k;1(z)�z + 
k;2(z)�z
2 + � � �+ 
k;k(z)�z

k

so �nden wir durch die Ausn�utzung der Formel (14) auch die Werte
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P2k+1 = �k;0(z) + �z[�k;1(z) + 
k;0(z)w2k+1(z)]

+ �z2[�k;2(z) + 
k;1(z)w2k+1(z)] + � � �+ 
k;k(z)w2k+1(z)�z
k+1

P2k+2 = �k;0(z) + �z[�k;1(z) + 
k;0(z)w2k+1(z) + �k;0(z)w2k+2(z)]

+ � � �+ �zk+1[
k;k(z)w2k+1(z) + �k;k(z)w2k+2(z)]

und das heisst, dass P2k+1 und P2k+2 Polynome (k+1)-ter Ordnung sind. Dadurch
wird mit Hilfe der Methode der mathematischen Induktion gezeigt, dass P2s�1 und
P2s Polynome s-ter Ordnung sind. Auf eine gleiche Art und Weise beweist man
diese Tatsache f�ur alle Werte (13).

Durch eine einfache Berechnung erhalten wir die folgenden Formeln

�s;s(z) = w1(z)w2(z) � . . . � w2s(z) �

�
1 +

w1(z)

w2(z)
+
w1(z)w3(z)

w2(z)w4(z)

+ � � �+
w1(z)w3(z) � . . . � w2s�1(z)

w2(z)w4(z) � . . . � w2s(z)

�
(15)

�s;s(z) = w2(z)w4(z) � . . . � w2s(z)


s;s(z) = w1(z)w3(z) � . . . � w2s�1(z)

Æs;s�1(z) = w2(z)w3(z) � . . . � w2s�1(z) �

�
1 +

w2(z)

w3(z)
+
w2(z)w4(z)

w3(z)w5(z)
+

+ � � �+
w2(z)w4(z) � . . . � w2s�2(z)

w3(z)w5(z) � . . . � w2s�1(z)

�
:

De�nition 3. Es sei eine nichtanalytische komplexe FunktionW (z; �z) gegeben,
und es seien L0: �z = g0(z), L1: �z = g1(z), . . . , Ln: �z = gn(z) die Gleichungen von
(n + 1)-einfachen, glatten, geschlossenen Konturen, wobei alle analytische Funk-
tionen gi(z) (i = 0; 1; . . . ; n) verschiedene sind. Wir de�nieren die �-Interpolation
der Funktion W (z; �z) als Approximation dieser Funktion mit einem komplexen,
areol�aren Kettenbruch s(z; �z) der Form (4) wobei die folgenden Bedingungen

(16)
�g0(z)W = �g0(z)s(z; �z) = s0(z); �g1(z)W = �g1(z)s(z; �z) = s1(z);

. . . ; �gn(z)W = �gn(z)s(z; �z) = sn(z)

erf�ullt sind.

Da der Interpolationsbruch auf der gegebenen Konturen �z = gi(z) (i =
0; 1; . . . ; n), den gleichen Randwert wie die Funktion W (z; �z) hat, so ist der Sinn
dieser Interpolation in der Approximation einer vielleicht komplizierten Funktion
mit einem Kettenbruch der in vielen F�allen f�ur die numerischen Berechnungen
g�unstiger ist. Andererseits, kann diese Interpolation eine wichtige Rolle in der
Theorie der Randwertaufgaben f�ur die nichtanalytischen Funktionen spielen.

In seiner Arbeit [3] hat der Verfasser gezeigt, dass der gesuchte �-Interpola-
tionskettenbruch die folgende Form

(17) s(z; �z) = �g0W +
�z � g0 j

j F1(g0; g1)
+

�z � g1 j

j F2(g0; g1; g2)
+ � � �+

�z � gn�1 j

j Fn(g0; g1; . . . ; gn)
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besitzt, wobei F0; F1; F2; . . . ; Fk, die sgn. k-ten inversen, �-areol�aren Di�erenzen
der Funktion W (z; �z) f�ur die Werte g0(z), g1(z), . . . , gn(z) sind, die durch die
Formeln

F0(g0) = �g0W; F1(g0; g1) =
g1(z)� g0(z)

�g1W � �g0W

F2(g0; g1; g2) =
g2(z)� g1(z)

F1(g0; g2)� F1(g0; g1)
(18)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Fk(g0; g1; . . . ; gk) =
gk(z)� gk�1(z)

Fk�1(g0; . . . ; gk�2; gk)� Fk�1(g0; . . . ; gk�1)

gegeben werden.

Die inversen Di�erenzen (18) sind nicht symmetrisch. Aber, in der Interpola-
tionstheorie spielen die Di�erenzen, die symmetrisch im Bezug auf die Argumenten
gi sind, eine wichtige Rolle. Darum hat der Verfasser in seiner Arbeit [4] den Begri�
der symetrischen, inversen, �-areol�aren Di�erenz eingef�uhrt. Aus der De�nitions-
relation

(19)
rk(g0; g1; . . . ; gk) = Fk(g0; . . . ; gk) + Fk�2(g0; . . . ; gk�2)

+ Fk�4(g0; . . . ; gk�4) + � � �+ Fk�2[k=2](g0; . . . ; gk�2[k=2])

erh�alt man die folgende rekurrente Formel

(20) rk(g0; . . . ; gk)� rk�2(g0; . . . ; gk�2) = Fk(g0; . . . ; gk):

Der Ausdruck

(21)
rk(g0; . . . ; gk�1; gk) =

gk � gk�1
rk�1(g0; . . . ; gk�2; gk)� rk�1(g0; . . . ; gk�2; gk�1)

+ rk�2(g0; . . . ; gk�2); r�1 = 0; (k = 1; 2; . . . )

stellt die symmetrische, inverse, �-areol�are Di�erenz k-ter Ordnung f�ur die Funktion
W (z; �z) und f�ur die Argumente g0; g1; . . . ; gk dar.

Auf Grund der Formeln (19) und (20) erhalten wir

F0(g0) = �g0(z)W; F1(g0; g1) = r1(g0; g1)

F2(g0; g1; g2) = r2(g0; g1; g2)� �g0W(22)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Fn(g0; g1; . . . ; gn) = rn(g0; g1; . . . ; gn)� rn�2(g0; g1; . . . ; gn�2):

Wenn wir die Werte (22) in (17) einsetzen, so geht diese Formel in

(23)

s(z; �z) = �g0(z)W +
�z � g0 j

j r1(g0; g1)
+

�z � g1 j

j r2(g0; g1; g2)� �g0W

+ � � �+
�z � gn�1 j

j rn(g0; . . . ; gn)� rn�2(g0; . . . ; gn�2)
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�uber. Die Formel (23) stellt die Verallgemeinerung der Interpolationsformel von
Thiele (siehe [5]) f�ur die reellen Funktionen einer reellen Ver�anderlichen dar.

Satz 3. Die symmetrischen, inversen, �-areol�aren Di�erenzen rs(g0; g1; . . .
. . . ; gs) der stetigen komplexen Funktion F (z; �z) lassen sich eindeutig mittels der

Werte gs und �gsW (s = 1; 2; . . . ), als Quotient von zwei Determinanten, die sich

nur in der letzten Spalten unterscheiden, darstellen. Sie sind symmetrisch im Bezug

auf alle Argumente.

Beweis . Betrachten wir einen allgemeinen, komplexen Kettenbruch der Form

(24) a0(z; �z) +
b1(z; �z) j

j a1(z; �z)
+
b2(z; �z) j

j a2(z; �z)
+ � � �+

bk(z; �z) j

j ak(z; �z)
+ � � �

und seinen k-ten g�ultigen Bruch Bk=Ak. Die Formeln

(25) Bk = akBk�1 + bkBk�2; Ak = akAk�1 + bkAk�2 (k = 1; 2; . . . )

die die Verallgemeinerungen der Formeln (6) darstellen, lassen sich in der Matrizen-
form

(26)

�
Bk Bk�1

Ak Ak�1

�
=

�
Bk�1 Bk�2

Ak�1 Ak�2

�
�

�
ak 1
bk 0

�

schreiben. Wenn wir das Verfahren (26) k-mal wiederholen, so erhalten wir

(27)

�
Bk Bk�1

Ak Ak�1

�
=

�
a0 1
1 0

�
�

�
a1 1
b1 0

�
� . . . �

�
ak 1
bk 0

�

und speziell

(28)

�
Bk

Ak

�
=

�
a0 1
1 0

�
�

�
a1 1
b1 0

�
� . . . �

�
ak�1 1
bk�1 0

�
�

�
ak
bk

�
:

Wenn der Kettenbruch (24) in (23) �ubergeht, so haben wir

a0 = �g0(z)W; b1 = �z � g0; a1 = r1(g0; g1); . . . ;

bk = �z � gk�1; ; ak = rk(g0; . . . ; gk)� rk�2(g0; . . . ; gk�2)

und �
Bk

Ak

�
=

�
�g0W 1
1 0

��
r1(g0; g1) 1
�z � g0 0

��
r2(g0; g1; g2)� �g0W 1

�z � g1 0

�
(29)

� . . . �

�
rk�1 � rk�3 1
�z � gk�2 0

��
rk � rk�2
�z � gk�1

�
:

Unmittelbar aus (29), wie auch auf Grund des Satzes 2 sieht man, dass
B2k+1(z; �z), A2k+1(z; �z) und B2k(z; �z) areol�are Polynome k-ter Ordnung sind und
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A2k(z; �z) ein areol�ares Polynom (k � 1)-ter Ordnung darstellt. Diese Polynome
haben die Form

(30)

B2k = f0(z) + f1(z)�z + � � �+ fk�1(z)�z
k�1 + �zk

A2k = e0(z) + e1(z)�z + � � �+ ek�2(z)�z
k�2 + �zk�1r2k�1

B2k+1 = d0(z) + d1(z)�z + � � �+ dk�1(z)�z
k�1 + �zkr2k

A2k+1 = c0(z) + c1(z)�z + � � �+ ck�1(z)�z
k�1 + �zk:

Wenn wir den k-ten g�ultigen Bruch Y (z; �z) = Bk=Ak als Approximation
w�ahlen, so haben wir Y (z; �z) = Bk=Ak + Rk wobei Rk Approximationsfehler ist.
Daraus folgt

�gs(z)Rk = 0; 8s = 0; 1; . . . ; k � 1

und �gsW = �gs [Bk=Ak] oder

(31) �gsBk � �gsW � �gsAk = 0:

Wenn wir jetzt in (31) k mit 2k vertauschen und n�utzen dabei (30) so erhalten
wir

(32)

f0(z) + f1(z)gs(z) + � � �+ fk�1(z)[gs(z)]
k�1 + [gs(z)]

k

� �gsW � [e0(z) + e1(z)gs(z) + � � �+ ek�2(z)[gs(z)]
k�2

+ [gs(z)]
k�1r2k�1] = 0; (s = 0; 1; . . . ; 2k � 1):

Durch Au
�osen des Systems (32) von 2k line�aren, algebraischen Gleichungen,
�nden wir die Werte e0(z), e1(z), . . . , ek�2(z), f0(z), f1(z), . . . , fk�1(z), r2k�1
und dadurch auch B2k=A2k. Den Wert r2k�1 �nden wir als Quotient von zwei
Determinanten

(33) r2k�1(g0; g1; . . . ; g2k�1) =
j1; �gsW; gs; gs � �gsW . . . gk�1s ; gks j

j1; �gsW; gs; gs � �gsW . . . gk�1s ; gk�1s � �gsW j

die sich nur in der letzten Spalten unterscheiden. Der Quotient (33) zeigt uns,
dass r2k�1(g0; g1; . . . ; g2k�1) eine symmetrische Funktion im Bezug auf alle Argu-
mente ist. N�ahmlich, �Anderung der Stelle beliebiger zwei Argumente bezeichnet
die �Anderung der gleichen Zahl von Spalten bei den beiden Determinanten und
darum �andert sich der Wert (33) nicht.

Auf eine gleiche Art und Weise �nden wir den Wert

(34) r2k(g0; g1; . . . ; g2k) =
j1; �gsW; gs; gs � �gsW . . . gk�1s � �gsW; g

k
s � �gsW j

j1; �gsW; gs; gs � �gsW . . . gk�1s � �gsW; g
k
s j

Diese Funktion ist auch symmetrisch im Bezug auf alle Argumente.

Aus diesem Ergebnis folgt, dass sich die Argumente gk der symmetrischen,
inversen, �-areol�aren Di�erenzen in einer beliebigen Anordnung w�ahlen lassen, was
eine grosse Bedeutung in der Interpolationstheorie hat.



104 �Canak

Bemerkung 2. Ahnlich wie in der Arbeit [3] reduziert sich die Absch�atzung
des Interpolationsf�ahlers auf die Absch�atzung des Ausdrucks

P
1

k=n+1 �z
k �  k(z).

Nehmen wir an, dass in einem endlichen, gechlossenen Gebiet

jzj � E und j k(z)j � C

f�ur jede k = n+1; n+2; . . . gilt, wobei E und C positive Konstanten sind. Daraus
folgt

(35) jRnj =

����
1X

k=n+1

�zk k(z)

���� � C � En+1

1�E

und wir sehen dass jRnj ! 0 f�ur E < 1 und n!1.

Beispiel . Es seien vier konzentrische Kreise K1: �z = 1=z, K2: �z = 4=z, K3:
�z = 9=z, K4: �z = 16=z, gegeben. Man soll den �-areol�aren Interpolationsket-
tenbruch s(z; �z) der Form (23) bestimmen, der auf den gegebenen Konturen den
follgenden Randbedingungen

(36) �1=zs = z2; �4=zs = z2=4; �9=zs = z2=9; �16=zs = z2=16

gen�ugt.

Auf Grund der gegebenen Daten kann man die folgende Tafel

g(z) �g(z)s r1 r2

g0(z) = 1=z �g0s = z2

g1(z) = 4=z �g1s = z2=4 r1(g0; g1) = �4=z3

g2(z) = 9=z �g2s = z2=9 r1(g1; g2) = �36=z3 r2(g0; g1; g2) = 0

g3(z) = 16=z �g3s = z2=16 r1(g2; g3) = �144=z3 r2(g1; g2; g3) = 0

formieren. Durch Substitution der Werte aus dieser Tafel in die Formel (23) erh�alt
man

(37) s(z; �z) = z2 +
�z � 1=z

�4=z3 +
�z � 4=z

�z2

oder nach Ausrechnung s(z; �z) = z=�z.
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