SUR UNE SUITE INFINIE. DE FONCTIONS CONTINUES
DONT TOUTE FONCTION D'ACCUMULATION
EST NON MESURABLE

) Par ‘ .
WACLAW SIERPINSKI

On dit, d’apres M. Tychonoff, qu'une fonction f(x) d’une
variable réelle est une fonction d’accumulation d'une suite-infinie
de fonctions d'une variable réelle fi(x) (k=1, 2,...), s'il existe
pour tout nombre >0 et pour tout systtme fini de nombres
réels X, X, ..., *n une infinité d'indices %, tels qu'on a les
inégalités '

| fe(x)—f(x)|<e . pouri=1,2,...,mm)

En résolvant un probleme de M. S. Banach, j'ai donné
récemment un exemple d'une suite infinie de fonctions de classe
1 de Baire ne prenant que les valeurs 0 et 1 et n’admettant
aucune fonction mesurable comme fonction d'accumulation.?)
Le but ‘de cette Note est de donner un exemple d’une suite
infinie de fonctions continues d’'une variable réelle ne prenant -
que les valeurs de l'intervalle (0,1) et dont toute fonction d’ accu-
mulation est non mesurable.

k étant un nombre naturel donné, définissons la fonction
" fr(x) d’'une variable réelle comme il suit.

1) D’aprés M. Tychonoff, si 0 < fx(x) < | pour k=1,2,... ef x réels,
la suite infinie fx(x) (k=1,2,...) admet au moins une fonction d’accumu-
lation. Voir Math. Ann. 111, p. 764 et Fund. Math. 33, p.

2) Fund. Math. 33, p.
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Posons. pour [ entiers: _
@, =20 27 427, be,i=(20+1).27F 2%
c,,,,=(21+1) 278427 4 =(2l+2). 2—" 2—4"

Nous aurons, comme on voit sans peme

(1)

2027 <y < by < eryr <diyr <200+ 1) - 275,
donc w diy1 < Qky 144, pour [=0,+£1,+2,...
Posons, pour ! entiers:
2 fi(@k,1) = Ta(br, 1) =0 et fi(cr,o) = Fe(di,0) =1
et définissons la fonction fx(x) dans chacun des intervalles
@) (@1 b 0), (bky1, Ckyl) (ckr1s dk,z) (dr,1, ak,1)
comme linéaire. - ,
Les fonctlons fr(x) (k—l 2,...) sont donc continues et
* Oéfk(x)é 1 pour x réels.

Desxgnons pér (a, b) l'intervalle fermé a<x=) et posons
k-1

~ 2-1
“) o Eg= 2 [(@k,1, b, 1) +(cry1s dk,z)]
' . 1=0 o
et: ’ '
5) e € €3 Eq..

ce sera donc un ensemble fermé situé a l’mtérleur de l‘mtervalle
J=(0,1). Or, on a ev1demment » :
; -1

) T C2-2 '
6) J-EwcC(o, ak;r)+2(bk:l» Ck:l)+2(dks1, Ay i+4) +
=0 . l=0

(dkyz—-»l, 1).
Comme on a évidemment :
mes (0, a,, )=mes (d,,*,1) =27
mes (bg, 1, Ck,l) =2.2-% ‘ pQur [=0,1,..., 21:—1\_ 1,

mes (dk,,,; Qpyipq) = 2. 274 pour [=0,1, oo 2k1_2,
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on trouve d'apres (6):
(7) mes(J-Eg)=£2.2-% 4 2k-1.2 -tk y
+(2k1—1) . 2. 24k = 2—8k+1,
Or, d'apres (5) on a

J-E=U-E),

: k=1
donc, d'apres (7),
mes (J - E) ékz mes (J - Ex) = 2 7 R %
k=1 - k=1
et
o 2 5
mes E=1-mes (J-E)> 1-—7='7 ,

donc

v mes E >1/,.

Soit x un nombre de E etsoit £ un nombre naturel donné.
D‘éprés (5) et (4) il existe un entier /, 0=/ ézkjl, tel qu'on a
(8) SOt x € (ak,u, beys), SOt X € (kyty diyd),
donc, d'apres (2), la fonction f; étant, de plus, linéaire dans
chacun des intervalles (3), on a

 soit fi(¥)=0, soit fr(x)=1.

Dongc, si x € E, les termes de la suite infinie fx(x) (k=1,2,...)
ne peuvent pas &tre autres que O ou 1. I en résulte tout de suite
que si f(x) est une fonction d’accumulation de la suite fi(x)
(k=1,2,..)etsi x, € E et x,€ E, il existe une infinité des indices
k, tels que -
© o () =1(xy) et fi(xp) = £(x).

Donc, en particulier, si x€ E et si r est un nombre rationnel,
tel que x+r € E, il existe une infinité des indices &, tels que

(10) fu(x)=£f(x) et Fo(x+r)=Ff(x+7r).

r étant rationnel, nous pouvons poser r=§p7, oil p est un entier
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et ¢ un nombre naturel. Il existe donc un nombre naturel £> g,
tel qu'on a les formules (10).

Or, comme x ¢ E, il existe, comme nous savons, un entier
L, 0/l £21—1, tel quon a (8. On a ‘donc x>ak,, et,
d'apres (1), x>2/.-17*, Or, comme

x+rEE on a x+r<1
donc

2l.27%4+p.2-9<1, c. & d 2(L+p- 2""‘7—‘) 27k<1,
d’olt
l+p-2k-1-1< 2k=1, donc [+p.2k-9-1<261
Or, d’apres (1) on vérifie sans:peine que
si x € (ak,q, be,1), on a x+ré€(ar,, be,1),
ol I'=1[+p-2tk—9-1,
et Si X €(Ck,1, dikyr), ON @ X+71€ (ck',y di, 1)
Vu la définition de la fonction fx(x), on a donc toujours
‘(11) fr(x+r)=1fr(x).
Les formules (10) et (11) donnent
(12) o f(x+r)=1(x).

‘Nous avons donc établi 1a formule (12) pour tous'les nombres
x € E et tous les r rationnels, tels que x+r ¢ E.

Soit maintenant x un nombre de E et soit £ un nombre naturel
donné. Onadonc x¢€ E; et il existe un entier /, 0<l<2¥"=1,
tel qu'on a (8). Or, d'aprés (1), on vérifie sans peine que

Si xE(ak’ly bk’l) on a I—XE(ck:llv‘dkrh).
(13) et si x€(ck,1, di,1), ON a l*xé (@145 bk.u)
oit [, =2%1 l 1,
donc toujours 1-x¢ E¢. Le nombre naturel £ pouvant étre
quelconque, on en’ trouve, d'apres (5), 1 —x € E. Donc
(149 . six€E, on a aussi 1-x¢E.

Soit x un nombre donné de E. D'apres (14), comme plus
haut (formule (9)) nous concluons qu'il existe un nombre naturel
k, tel que ‘ '

(15) fr(x)=1f(x) et fi(1-x)=1(1~-x).
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Or, comme x€ E c Eg, il existe un entier [, 0<[<2k-11,
tel qu'on a (8) et, d'apres (13), vu la définition de la fonction
fr(x), on trouve :

(16) (- =1-f(x).
Les formules (15) et (16) donngnt
1m : f(l-x)=1-1(x).

La formule (17) et dc_)nc. établie pour x€ E.

Supposons maintenant que la fonction f(x) est mesurable.
L’ensemble '

(18) H=-E[x€E, f(x)=1] .

est donc mesurable. ,
Comme f(x) est sur E €gale a 0 ou a 1, on corclut,

d’apres (18), (14) et (17) que si x€ H, on a f(x)=1, donc
 f(-x)=1-f(x)=0, dol 1-x¢E~H

et si x¢E-H on a f(x)=0,

donc f(l-x)=1-f(x)=1, d'oi i—xEH.
Les ensembles H et E—H sont donc superposables par

rotation autour du point */,. Or, comme leur somme est I'en-

semble E de mesure >0, les ensembles ff et £—~H ont une
mesure égale et > 0.

Soit H(r) I'ensemble qu'on obtient de H par une transla-
tion le long de la droite de longueur r, et soit

a9 0= H(r),

la sommation s'étendant a tous les nombres rationnels r. Comme
H est de mesure >0, le complémentaire de l'ensemble.¢ par
rapport a la droite est, comme on sait, de mesure nulle. On
a donc

(20) mes pE=mes E.
Or, je dis que
(21) oE=H.
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En effet, d'une part on a HC E et évidemment H C o,
donc H C ¢E. Or, soit x€ ¢E. Comme x€ ¢, il existe, d'apres
(19), un. nombre rationnel r, tel que x€H(r), c.ad. x+reH,
. donc, d’apres (18), f(x+r)-—l Or,comme x+r€H,ona x+r¢E
et, comme x € E, la formule (12) (qui est établie pour tous les
nombres x € E et tous les nombres rationnels 7, tels que x+r € E) .
donne f(x)=1, donc, vu que x¢ E et d'apres (18), x¢ H.

La formule (21) est ainsi établie.

D’apres (20) et (21) on trauve

mes E =mes H,
ce qui est impossible; puisque | »
mes H=mes (E-H)>0 et E-H+(E-H).

La fonction f(x) ne peut donc pas étre ‘mesurable c. q.d.

- La proprleté désirée de la suite fi(x) (k 1,2,...) est
ainsi établie.
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