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RELEVEMENTS DANS LE FIBRE CONORMAL
D’UN FEUILLETAGE D’UNE VARIETE RIEMANNIENNE

Tong Van Duc

Abstract. The total space @* of the conormal bundle of a foliated manifold M is canon-
ically equiped with a transversally orientable foliation whose Godbillon-Vey class is zero. When
M is endowed with a riemannian metric, so is Q*. We study the relations between Q* and M
equipped with these metrics. Specially, the lift of a Lie foliation is a Lie foliation.

Dans cet article, M désigne une variété paracompacte, connexe de dimension
n, munie d’un feuilletage F de codimension ¢ défini par un atlas A = {U, z*, z%}
(v,v,...=1,...,n—q;a,b,...,=1,...,4q), les feuilles étant localement définies
par z° = c*. Toutes les variétés et applications sont de classe C*°. On adopte le
vocabulaire suivant relatif au feuilletage F. Une forme w sur M est dite transverse
si ixw = 0 et w est basique si ixw = ix dw = 0 pour tout champ de vecteurs
X tangents aux feuilles. Un automorphisme infinitésimal de F est un champ de
vecteurs X tel que X f soit basique pour toute fonction basique sur M.

Soient = (Q,p, M) et n* = (Q*,p*, M) les fibrés normal et conormal du
feuilletage F. Si X est un champ de vecteurs sur M, on note X = m(X) ot
7 : TM — 7 est la projection canonique. Soit ¢ € M et X € T M. Si on
écrit: X = X*(8/8z*) + X°(0/0z*) dans une carte locale adaptée (U, z¥,z?), on
a X = X%(8/0z%). X° ne dépend que de X et on la note z°(X). On choisira
(z*,z° 2°) comme coordonnées locales dans I'ouvert p~!(U) de Q. De méme un
élément de Q* peut s’écrire sous la forme w = z4dz®. On prendra (z*,z%,2,)
comme coordonnés locales dans I’'ouvert p~}(U) de Q* et on obtient ainsi sur Q*
un atlas dont les fonctions de transition sont de la forme:

u’ 1] ! ] axa

(1) ¥ =z (2¥,2%), 2% =2°(2%), za= Fga' 2"

Ainsi, il existe sur @* un feuilletage F de codimension 2g dont les feuilles
sont des revétements des feuilles de F ; les feuilles de F sont localement définie par
z% = c*, On appellera Fle feuxlletage relevé.

Classification A.M.S.: 53C12, 53C 20

Mots-clés: Feuilletages, variétés riemanniennes
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Sur la variété Q*, il existe une 1-forme canonique 6 [2] définie de la fagon
suivante :
6. (A) = w(ptA) Vw € Q" et YAE T, Q.
@ a pour expression locale: 8 = z, dz®.

Soit © = —df = dz® Adz,. Alors v = (A®)? est une forme de volume
transverse sur la variété Q*. Comme v est unc 2¢-forme fermée, on en déduit le:

THEOREME 1. Le feuilletage relevé F dans Despace total du fibré conormal
d’un fevilletage F est un feuilletage iransversalement orientable dont la classe de
Godbillon-Vey est nulle.

On rappeile que si ¥ est une forme de volume transverse d’un feuilletage
transversalement orientable, la classe de Godbillon-Vey est définie par [ A (dyp)?]
ol ¢ est une l-fornue telle que dv = ¢ A v [4].

Dans la suite, on suppose que M est munie d’une métrique riemannienne g.
Soit I le fibré vectoriel des vecteurs tangents aux feuilles de F et £+ son orthogonal
par rapport & g. Soient g et gg+ les métriques induites par ¢ sur E et E+.

Soit ¢ = 7r|'}31J_ 'isomorphisme de 7 sur EL et g, = 6*ggs. On identifiera
(m,99) avec (E*, ggu1).

1l existe sur le fibré transverse 7 une connexion métrique définie de la fagon
suivante:

soit s € n et z, = (s). Alors:
(2) Vxs=u([X,2]) VX€E, Vxs==(V¥Z2,) vXecE*

ot VM désigne la connexion de Levi-Civita associée & g. La connexion V est
sans torsion et adaptée au feulletage F i.e. la restriction de V & E est égale 4 la
connexion canonique de Bott.

On sait que V détermine une scission & gauche I' de la suite exacte [1]:

0 —VQ —TQ —nxyTM — 0.

I’ induit une scission & gauche I'* de la suite exacte:
0 —VQ"—TQR" —n"xyTM — 0

ou V' et VQ* désignent les fibrés verticaux de 5 ct 5*.

La métrique g induit une métrique g* sur le fibré cotangent TM* et soit g,.
la restriction de ¢g* 4 n*. (On identifie n* avec le fibré des 1-formes transverses).
Comme V@Q* = n* xu 7*, la métrique g,- induit une métrique §,» sur le fibré
vertical V@*. '

On obtient une métrique j sur la variété Q* en posant:

(3) §(A, B) = g(pi A, piB) + §o-(I"A,T"B) VA, BeTQ".
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Soit g = hyj dzidz (i,j,... = 1,... ,n) I’expression locale de la métrique g
dans une carte locale adaptée. Puisque la distribution E est définie par dz® =0, la
distribution E* est déterminée par des formes 8* qu’on peut choisir sous la forme:

6" = dz* + 15 dz°.
Soit (Xu, X,) la base duale de (8*,0% = dz®). On a:
' 0 a w0

S KT g g

Xu

(Xu,Xa) est un repére local adapté & la variété riemannienne feuilletée
(M,g,F).

On en déduit que, puisque E et E* sont orthogonaux:
(4) 9= Guo0"0" + gas dz°dz®

Ol guy = huy et gab = hap — h*“hayhpy, (h*) étant V'inverse de la matrice (h;;) et
que:

0
T = (dz® 4+ T¢,2°dzb) ® B350

ou I'j, sont donnés par la formule:
d 1 de |
(5) Iay = ’2'9 (Xagcb + Xb9ca — Xcgab)-

D’oti Pexpression locale de T'

0
Oz,

I* = (dzg — T§,2.dz%) ®

D’autre part g,. = g°%(0/0z°) - (8/0x*). Par suite:
7= guu0”0® + ga dz®dz® + g“b(dza —T%,2q dzd)(dzb — Tz d:cd).

Silon pose 0o = dzq ~T'§,zc dz®, alors (6%, 6%, 6,-) forment un corepére local
adapté & la variété riemannienne feuilletée (Q*, F,§). Soit (Vi, Va, V%) le repére
local dual:

0 9 v 0 . 0 e 0
W= VT g gty VO S g
L’expression locale de § devient :
(6) g = guvgugu + gab dl‘adxb + gabga. 05- .

Soient E le fibré des vecteurs tangents aux feuilles de F et E+ son orthogonal
par rapport & §. On a: §z = guu00" et Gg. = gap dz°dz® + 940,203
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Définition. Un feuilletage F est riemannien si son fibré normal 7 est muni
d’une métrique g, telle que Vxg, = 0 VX € E ol V est la connexion partielle de
Bott. On dit encore que g, est invariant par holonomie, [8].

Définition. Une mérique g sur la variété feuilletée (M, F) est dite quasi fibrée
si la métrique induite g, sur le fibré normal est invariante par holonomie.

Si Ion écrit g sous la forme (4), alors g est quasi-fibrée par rapport a F si et
seulement si:

094 _
™ Oz*

Dans ce cas, la métrique § est quasi-fibrée par rapport & F d’aprés (5) et (6).
On a ainsi démontré le:

THEOREME 2. Le relévement d’un feuilleiage riemannien dans ’espace total
de son fibré conormal est une feuilletage riemannien.

On revient au cas d’une variété riemannienne feuilletée quelconque (M, g, F).

On définit de fagon formelle pour tout z € E*, la dérivée de Lie Lzgg
de gp: Lzgp(X,X') = Zgp(X,X') - g5(n+([2, X]), X') - g6(X,7+{[Z, X']))
YX,X' € E, n* étant la projection orthogonale de TM sur E.

On en déduit que [8]:

(8) Lzge(X,X') = -29(V¥ X', Z).

Définition. Un feuilletage sur une variété différentiable munie d’une connex-
ion est totalement géodésiques si chaque feuille du feuilletage est une sous-variété
totalement géodésique.

Dans le cas d’une variété riemannienne feuilletée, F est totalement géodésique
si Lzgg =0 YZ € E* d’aprés (8) car la connexion riemannienne VM est sans
torsion.

On a:
oty atv
LX‘gE(X“’XU) = Xaguv — ‘a?‘:“ng - ‘éz—(:,guw
oty ot

LV,&E(Vu, Vi) = Vaguw — a—m;gwu - %u‘guw = Lk.gE(Xu;Xv) op*
LV“&E(VU) Vv) = 0. ’

On en déduit le:

THEOREME 3. Soit (M,g,F) une variété riemannienne feuilletée el soit
(Q*,§,F) la variété riemannienne feuilletée correspondante sur l’espace total du

Jibré conormal de F. Alors F est totalement géodésique si et seulement si il en est
de méme de F.
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Définition. La deuxiéme forme fondamentale d’un feuilletage F sur une
variété riemannienne (M,¢) est une 2-forme « sur E a valeurs dans le fibré normal
7 définie par:

(9) X, X)=n(V¥X") VX,X'€E.

Puisque la connexion VM est sans torsion, a est symétrique et le feuilletage
F est totalement géodésique si et seulement si a = 0.

A o est associé le morphisime de Weingarten W(Z) : E — E défini pour tout
Z € E* par:

ae(W(2)X, X') = go(a(X, X'),Z) VX, X'€E.
Comme g,(a(X,X'),Z) = (V¥ X', Z) = —g(X', V¥ Z), on a:
(W(2)(X) = -7+ (V¥ 2).

Définition. La courbure moyenne d’un feuilletage F sur une variété rieman-
nienne (M, g) est une 1-forme K sur M telle que:

K(Z) = trace(W(Z)) siZekE?!
K(Z)=0 siZ€E.

Soit (Ey) un repére local orthonormé de (E, gg). Alors:

n—gq
K(2) =Y gn(a(Bu, Ey), 2).

u=l

Définition. Un feuilletage F sur une variété riemannienne (M, g) est har-
monique si K =0.

Alors les feuilles de F sont des sous-variétés minimales de (M, g) [8].

Si 'on pose a(Xy, Xy) = ad,X., on obtient:

1 ot¥ oty
b 1o,

Quy = '2'9 ("Xaguv + aTaung + a_zc':,‘gwu)
car Xoguv = _g(a(Xu;Xv),Xa) + g([Xa, Xu]: Xu) + g(Xu, [Xa, Xv])

Si I’on pose (W(X))(Xy) = WP, Xy, on trouve:

1 oty oty 1 v

W::l = 59'” (_Xaguv + ’a?'gv’v + 5:—”9110’); ]<(Xa) = “59 XaGuv + _az“’ .

De méme, si ’on désigne par & la deuxiéme forme fondamentale de Foetsi
Pon pose: &(Vy, Vi) = @8, Va + Guyas V', il vient :

. 1 oty aty -
at, = Egba (“Vaguv + é—a-:%gw" + b‘(‘fv‘gwu) y Guvs = 0.

uvy
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Comme &%, = ayy o p*, on retrouve le théoréme 3. Si I’on pose:
(FVa)(Va) = WauVo,  (W(VN() = W™V,
ol W est le morphisme de Weingarten associé & &, on obtient :

1 ] a " Otv ) — w
W::_‘ = _2.gwl <—Vaguv oz ugv v+ = 5z guv’) VV: = 0.

Soit K la forme de courbure moyenne de F alors:
2 _ 1 uv at‘: 178N
I\(Va) = —59 (Vaguu + 31:"’) K (V ) =0.
Commme K (V,) = K(X,) ¢ p*, on a démontré le:

THEOREME 4. Le feuillelage relevé F est harmonique si el seulement si il en
est de méme du feuilletage F.

Sur la variété Q* il existe un feuilletage canonique dont les feuilles sont les
fibres du fibré vertical V@Q*. Soit & la deuxiéme forme fondamentale de ce feuilletage
rar rapport a 3.

Sil’on pose: a&(Ve*, V) = a®*™*uV, + a®*V,, alors:

[y

—a% i —ax
G = =g (Vug®), & = = 5070 (Vagee — Xagee) = 0.

(3%

il en résuite que:

— 1 —

K(V,) = —-2-gab(Vug“I'), K(V,)=0.
Si le feuilletage F est riemannien, alors K(V;,) = 0; d’ ot le:

THEOREME 5. Si le feuilletage F est riemannien, le feuilletage défini par les
fibres du fibré vertical du fibré conormal est totalement géodésique.

Par ailleurs, puisque I’application p* : @* — M est transverse & F, il existe

sur la variété Q* un autre femlletage de codimension ¢: c’est Vimage rec1proque
= (p*)~ 1(.'F' ) de F par p*. Localement, les feuilles de F sont définies par z°

et le corepére local (8,02, 04.) est adapte a la variété riemannienne feullletee

(Q',_(},}":) et ona:

te

Gp1 = gap dz®dz’
ol E est le fibré des vecteurs tangents aux feuilles de 7.

Puisque 8g,4/0z. = 0, le feuilletage F est riemannien si et seulement si F
Pest.

Soient & el K la deuxiéme forme fondamentale et la forme de courbure
moyenne de F. Si 'on pose:

d(Vuy Vv) - azv Va: d(Vu’ Va*) - &z*bm’ d(Va*, Vb*) - &a*b*cVC,
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on trouve:
. 1 ay oty
C!f'w = Egb" (—Vaguv + '6_;:9;9!00 + %%gww)
1 orse
~axb __ a1 g
Ty e
&obre = 0.

Par suite: K(Va) = K(Xa) o p*.

" THEOREME 6. L’image réciproque du feuilletage F par la projection p* est
harmonique (resp. riemannien) si et seulement si il en est ains de F.

On suppose maintenant que le feuilletage F est feuilletage de Lie déterminé
par une 1-forme w & valeurs danas une algébre de Lie g de dimension ¢. w doit
satisfaire aux conditions suivantes:

1) dw + (1/2){w,w] =0,

2)Vz € M, wy : To M — g est surjective et B = Ker w;.

Soit @ l’application de Q dans g induite par w. On a: w = @Wom. Soit
(e1,...,eq4) une base de g. Si Pon pose w = wCeq, les formes w® sont basiques
car ixw = ixdw = 0VX € E. (@',...,@%) est un repére de Q*. Si Pon pose
w = X} dz®, alors X7 sont des fonctions qui ne dépendent que des z°.

Soit (s1,...,5¢) le repére de Q, dual de (@!,...,@?). Alors 5o = Y (H/0=?)
ol (Y}) est Pinverse de la matrice (X7). Soit Yo un champ de vecteurs sur M tel
que Y, = 54. Y, est un automorphisme infinitésimal de F. Dans une carte locale
adaptée, Y, a pour expression locale:

9
oz
Soit @4t le groupe local & un paramétre engendré par Yo. Comme chaque ¢, est
un automorphisme du feuilletage F, (). induit un automorphisme Pat, de Q
et *(Pats)”! est un automorphisme de Q*. Soit Y, le champ de vecteurs sur Q*
associé au groupe local 2 un paramétre (*((@at)«)™"). Y, a pour expression locale :

S i) y O vy o

—_ u_- —— - a
Yo=Y, oz t Y Oz Oz i 8z.°

Y, = Y (2", 2%

8
+ Yab(‘»’«‘c)'é';;-

On remarque que ?a ne dépend que de s,. On désignera )74 par §,; de telle
sorte que:
. 8 oy} o
@ o E
Oz  8zc 0z
On peut définir le crochet de s, et sp par: [sq, sp) = [Ya, Ya)-
D’autre part, puisque VQ* = n* xp n*, les sections @* de Q* induisent des
champs de vecteurs verticaux (@®)” sur la variété Q*

—T\V — ai
(UJ) ——XbaZb.
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De plus, Ly, w® = (YA(8X2/0z%) + X8(0Y2/8z°)) ne dépend que de s, et
@?. On notera s, - @° cette forme. :
On a les égalités suivantes entre 5, et (@2)v:

(10) [50) §a] = [s:,?b], [§a, (Ub)"] = (Sa . Ub)v.

Soit § I’algébre de Lie de dimenison 2¢ engenderé par 5, et (w®)? vérifiant
(10).

Soit A € T, Q" ol 9 € Q*. Alors A s’écrit d’une fagon unique sous la forme
A= A%y + An (@)Y

Si P'on pose: L
QA) = A%5, + Aw (@)

alors © est une 1-forme surjective sur Q* & valeurs dans g et Ker{) = E. De
plus dQ + [©2,Q]/2 = 0. 1! suffit de vérifier cette formule sur des automorphismes
infinitésimaux de F puisque ’algébre de Lie de ces automorphismes infinitésimaux
est transitive sur Q*. Par Iinéarité, il suffit de vérifier cetie formule sur deux
automorphismes infinitésimaux A et B tels que A et B appartiennent 3 §. Alors
Q(A) = ¢*, Q(B) = c* et

(dQ +[Q.9)/2)(4, B) = —Q([4, B]) + [Q(A), UB)] = ~[4, B] + [4, B] = 0.

THEOREME 7. Le relévemeni d’un feuillelage de Lie dans l’espace total de
son fibré conormal est un feuilletage de Lie.
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