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UNE FORMULE ASYMPTOTIQUE
POUR UNE CLASSE DE FONCTIONS MULTIPLICATIVES

A. Smati

Résumé. On étudie la distribution des valeurs de fonctions multiplicatives suivant le point
de vue de Erd8s-Bateman-Dressler. Ces fonctions appartienent & une classe S contenant la fonction
@ d’Euler et la fonction o somme des diviseurs. L'approche est élémentaire, c'est une adaptation
de la méthode utilisée par Balazard et 'auteur dans un récent article sur la fonction d'Euler.
On obtient un résultat général avec une précison égale & celle obtenue par Bateman-Balazard et
l'auteur dans le cas particulier de ¢, améliorant ainsi un théoréme de Ivié.

1. Introduction et présentation des résultats

Classe S de fonctions multiplicatives. Définition. Une fonction multl—
plicative f appartient & la classe S si

1° pour tout entier k£ > 1, il existe des nombres a3, asg, ... , agx tels qué pour
tout nombre premier p

f(Pk) = Pk + alkpk_l +---+ ak-—llkp-i— Akk

ol —1 < a;x < B pour tout i = 1,2,... ,k et pour tout k. B étant une constante
non-négative.

2° il existe une constante H > 0 telle que f(n) > n(log lbg n)~#

Exemples de fonctions appartenant & S. 1° La fonction ¢ d’Euler:
p(n) =#{m<n:(m,n)=1}.

(a) p(p*) = p* —p*~1,  (b) ¢(n) > n(loglogn)~t.

2° La fonction ¢(n) somme des diviseurs de Pentier n: o(n) = 3, d
(@) o) =pF +pF 14 p+1,  (b) o(n)>n

3° La fonction ¥(n) de Dedekind: ¥(n) = n]],,(1+1/p).

(@) ¥(*) =p* +p*71,  (b) ¥(n) > n.
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4° L’analogue unitaire de ¢:

. —1)w{(d)
=)
d|n,(d,n/d)=1

ou w(d) est le nombre de facteurs premiers de d.

(@) ¢*(@*)=p*~1,  (b) ¢"(n) > n(loglogn)~'.

5° L’analogue unitaire de o:

(m)= > d
“d|n, (n,dn)=1

(@) (P)=p*+1,  (b) o*(n)>n.

Propriétés. Soit f une fonction de S. On a

(i) f est strictement positive.

(ii) f est & valeurs entiéres si les nombres a;; sont entiers.

(ili) La série 3 ;o ,(f(2¥))~! est convergente.

(iv) f vérifie I'identité:

a T a
sy =n I (1+ 2 B,

pIn

Objet de Particle. Soit f une fonction de S. On étudie dans cet article
la distribution des valeurs de f selon le point de vue de ErdSs-Bateman-Dressler;
c’est-a-dire, on étudie le comportement asymptotique de la quantité Ny (z) = #{n :
f(n) <&} =3 4(n)<s 1. Erdés et Turan furent les premiers & étudier N, obtenant

1) Ne(z) ~ Az (z — +o0)

sans donner la valeur explicite de la constante A. Ensuite Dressler [3], [4] et
Bateman (2] ont étudié N, et N,. Le premier a retrouvé (1) par une méthode
élémentaire (contraxrement a la méthode d’Erd8s-Turdn) en donnant la valeur
¢(2)¢(3)/({(6)) de A; et a obtenu par la méme méthode élémentaire un résultat
analogue pour ¢. Quant au deuxiéme il a obtenu, en utilisant différentes techniques
analytiques dont P’intégration dans le plan complexe, la précision suivante:

) Ny(z) = %z + O, (z exp (—(1 —€) (% log z log log z) 1/2)>

pour tout € > 0. Ainsi qu’un résultat analogue pour ¢. Nicolas [8] et I'auteur [9]
ont étudié une méthode elernenhaxre fournissant la précision suivante au résultat de
Dressler sur ¢: O(z/log® z).

Enfin, récemment Balazard et I’auteur [1] ont démontré par une méthode
différente mais élémentaire, le résultat (2); ce résultat est remarquable, car les
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méthodes élémentaires dans la théorie analytique des nombres ne fournissent que
rarement des résultats aussi précis que ceux fournis par l’analyse.

La méthode est simple, il s’agit de considérer 1’identité vérifiée par .

1

<p(n) =n H 1- E )

pin
et définir la fonction tronquée:
-1
‘Py(n) =n H 1- -I; 3
pin,p<y

puis ramener 1’étude N, (z) & celle de Ny, (z). Mais ’étude de N, (z) nécessite un
résultat du crible de Brun.

Le seul résultat connu pour Ny(z) ol f est une fonction quelconque de S, est
celui de Ivié [7), obtenu par une méthode utilisant des résultats de la théorie des
nombres premiers généralisés de Beurling. Le théoréme de Ivi¢ est le suivant:

THAOREME. Soit f une fonction de S. On a

Ny(z) = Z 1=A(fiz + O, (a: exp(—(log x)3/8-—¢))
f(n)<=

ot £ est un nombre positif arbitraire el

A(f) = lim (s = 1)H(s) avec H(s)= D ().

Dans cet article on adapte la méthcde élémentaire décrite briévement
précédemment dans le cas de ¢, pour démontrer le théoréme suivant améliorant
celui ci-dessus.

THEOREME. Soit f une fonction apparienant d la classe S. Il existe une
constante dépendant de f

A =T1(1-2) (1+ L0 + st 4+ amept an) ™)
k=1

4

telle que

Ny(z) = Z 1= A(f)z + O, 5 (z exp(—c(log z log log )*/?))
J(m)<s ‘

ot ¢ < 1/V/2 est une conslante arbitraire.

On obtient les coroliaires suivants:
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COROLLAIRE 1 (Bateman 1972; Balazard-Smati 1989).

Ny(z) = Z 1= C(zégé) + O, (z exp(—c(log z log log z)'/2)).
w(n)se

COROLLAIRE 2 (Bateman 1972).

N,(z) = Z 1 = A(0)z + O.(z exp(—c(log z loglog z)'/2))
o(n)<z

ot

' 1 1 1 1
Ao) = 1--}{1 + = + +--- ).
(@) I,I( p)( I TIREETES! P+p+p+l )
2. Lemmes préliminaires.

Soit f une fonction appartenant a la classe S. Considérons la fonction
f(n,y) =n ]:[ (1 + %. +- akkk)

” P P

prlin, p<y

ol 2 £ y < z des nombres réels. Notons Ny(z,y) = #{n : f(n,y) < 2} =
Lytngyse1-

LEMME 1. Soit z un nombre réel suffisamment grand. Siy > 4logz alors

-1
Ny (ze=SB0o8 -0 ) < Ny (2) < N (z (1 - z “15‘) ,y).

1

Démonstration. On a, pour y > 3

a a a a
(n)_nH(Hng +ﬂ)=f(n,y) II (1+_1_'z+...+_§;),
p*lin p*lin,p>y P

Posons

a
O(n,y) := H (1+ LY ﬁi).
priin,p>y P Pt
Alors on a, d’une part,

1> T (1-4-4--5)= T (- 525)

Prlin,p>y

o L) )= ()

pln,p>y piln
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2logn .
>(i--21) 7 »1-2er
B y—1 - y—1

Comme f € S on a f(n) > n(loglogn)™#, H > 0. Cela implique que
si f(n) < z alors n < z(loglogz)?. Donc pour z assez grand, I(n,y) > 1 —
(3logz)/(y—1) et doncsi f € Set f(n) < z alors f(n) > f(n,y)(1—~(3logz)/(y—

1)) . D’oi: ’'on a
3logz *
Ny(z) < Nyjz{1- Y
y—1
D’autre part, on a

Ony< ] <1+§_+'”+5BT>S I1 (HB:)(P——ll))

Pxln,p>y p*lin,p>y
B B B \“®™
< — 1< — | = —_
I (+527) <II(+529) = (+529)
pln,p>y pin

B \2losn B /2Blogn
" < 2 T < .
<1+ 1) _exp( lognlog<1+y_1)) _exp( 1 )

Dot f(n) < f(n,y) exp((2Blogn)/(y — 1)). Maintenant supposons y — 1 > 4B et

f(n,y) < zezp(—6B(lezz)/(y — 1)). On a n(leglogn)™ < f(n) < f(n,y)v/n <
z/n donc \/n(loglogn) ¥ < z et logn < 3logz si z est assez grand, d’ou

f(n) < f(n, y)ekp(wjlog > < xexp(%) ‘eXP.<§‘§y’Q§‘gl’Q> =

Ainsi,siy—1>4B et z > 2o(f), on a
Ny (zexp(—6B(log z)/(y - 1)),y) < Ny(2).

LEMME 2. Soient f € S, Py(n) le plys grand facteur premier de n, y et K
des nombres réels tels que y > 3 et 0 < K < (logy)/3. Posons ¢ = 1— K/(logy).

Ona
Z (f(n))™° < (logy) exp(0(eX)).

n, P+(“)Sy

Démonstration. Ce lemme est une généralisation & f € S du lemme 2 de [1].
Les principes de la démonstration sont les mémes, on en donnera ici les grandes
lignes.

D’aprés le théoréme du développement eulérien, on a

3 ) =1] (1 +> (P +anp* T+ +‘akk)‘”)

n, Py(n)<y Py k=1

= (l-i—:é(f@k))"”) II < i::p taupPl 44 akk)"”)-

2<p<y
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Or la série Y 7, (F(2¥))~7 est convergente, car (f(2")‘ < (logk)°H /287 et ¢ >
2/3. On obtient alors

S e« I (14306 tourt e ) =1

n, Py(n)<y 2<pLy k=1
Comme p* +ayp¥~t+ - a2 p*—pf-1—ii—p—1i > p*(p—2)/(p—1) alors

. (P-1)° ¢
I < H (1+(]) 2)02 ke

2<pLy

-1 1 1 1
= 11 (Hp(z()r)--)')" 5‘7> H( T P )
2<p<y 2<psy

En passant au logarithme et cn utilisant I'inégalité log(1 + X) < X on obtient,
pour y assez grand

S U <en(T L)

n, Py(n)<y Py

On conclut alors en remarquant que si KX est entier:

Zp_a ZP +3_‘ZP"1(”“°”)*P(’ 1)/(xogy))

p<y <y i= lp<y
<> 1~Lze’(1<>gy) 1S ptlogp
r<y P<y

< loglogy + O\eK).

.
Le cas ou K est réel s’ensuit immédiatement.

LEMME 3. GSoient z,y,u des nombres réels tels que 2 > y > 3 et u =
(logz)/(logy). Supposons que y*/3 > u. Alors on a

Z 1 « zlogyexp(~ulogu + O(u)),
J(n)<z, Pe(n)<y

ot Py(n) est le.-plus grand facteur premier den et f € S.
Démonstration. Pour tout ¢ > Qon a
(4
z -
< 3 (i) == T v
J(M)Sz, Py(n)Sy  n Pp(n)Sy MY n, Py(n)<y

On applique alors le Lemme 2 avec K = logu.
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LEMME 4 ([6, pages 82-83]). Soieni z,y,u des nombres réels tels que z >
y>3 et u= (logz)/(logy). Silogy > \/logz alors

1 .
nsz’Pz—:(n»yl = :c};_[y (1 - ;) (1 + O, (exp(—(1 — e)ulogu))),

ot P_(n) est le plus petit facteur premier den ete >0 arbitraire.

LEMME 5. Soit f€ S, f(pk).= pk + alkpk_l 4o+ ag_145p+ ark- On a

H (1 - %) (1 + g(p" +aupt 4+ +ar_ kP'*"»akk)—'l) = A(f) + O(%),

p<y

1 o
ot A(f) = H(l - ;) (1 + Z(Pk + au;pk-l + -+ ag-1xp+ akk)"l) .
k=1

p

Démonstration. Remarquons d’abord que le produit infini A(f) est conver-
gent. En effet

H(l - %) (1 + f:(p" +aupt Tt 4+ agk)’l)

14 k=1

oo
= H(l +D (0" +aup* "t 4+ aw)™!
P k=1

—(Pk +€11k—11’k'l +-.-- +ak-1k—1p)—l})~

Considérons la série S(p) =: Y50, {(p* +awxp* 1+ -+arr) ' = (P +a1 519"+
< tap—15-19)"'}. En posant & := pF+aypF 1+ +ar et B := pFtareo1pt M4+
---+ak_1k_1-pona -

B
/ v 2dv
- [+ 4

ISEi< Y
k=1

1 — g

=]
< Z lpk +a k—117k-'1 +---+ag-1k-1p— pk - aup""
k=1

X max{(Pk +are-1p"" 4 Aoy k—l?)—z; (Pk +app "t akk)—z}-

On a

L —agg

Ip* + a1 k12" 14+ Qo1 k-1p — pF —aup*”
= (a1k-1 — a1x)P* 1+ -+ (@ko1k—1 — Gr-1%)P — kil

<B+DE 1+ 4+ +p+ 1) < (B+ 1P/ (p-1).

Pour p>2,0ona
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PFrapp 4 tap>pt-pt = mp-1= (" -2+ 1)/(p- 1)
> (@*e-2)/(p-1),

et
Pk +1111c--117‘1_1 + -+ ag-1k-1p
2pt - p 2 p(PP R 4]
=p(p* = (* 2+ +p+1) > (PHp - 2))/(p—1).
Do

max{(p* + 15— 12"+ -+ apo12-1P)"H (P + anep* 1+ -+ ark) 7}
<(e-1/(p-2)"-p

Donc pour p > 2

IS(p)l < T

1l reste & monter que pour y > 2

[ <]
H (1 + E{(pk +app* "+ age) !

P>y k=1

' 1
—(0* +arp—1pF 4 b pmap-1p? + ak—-lk—lp)—l}) =1+ 0(5)

Pour y assez grand, |S(p)] < 1, on peut alors écrire

log T[ 1+ 5(3) = X togl1 + 5(6) = 1 0(5(6) = 0 222

p2
P>y P>y P>y P>y

-ofwrgs)-of2)

24

D’ou l’on conclut que [],,,(1+ S5(p)) = exp(0O(1/y)) =1+ 0(1/y).

3. Estimation de Ny(z,y); f€ S

PROPOSITION. Soient z,y,u des nombres réels tels que z > y > exp(\/Iogz,
et u = (logz)/(logy). On e, pour z suffisamment grand et pour tout € > 0,
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Nyzy)==]] (1 - %) (1 +i-(pk Fapt 4+ akk)—l)

P<y k=1
+ O¢ (zlogyexp(—(1 — €)ulogu)). -

Démonstration. Ecrivons pour tout entier positif n: n = ny-ng avec Py(ny) <
y et P_{n2) >y. On aalors f(n,y) = f(n1)-n2. Suivant que ny =1 ouny > yon

T e Y =YY 1+0( ¥ 1),

f(ny)<ez f(m)€z/y 1<na<z/f(n1) J(m)<z

La proposition s’en déduit alors de la méme fagon que le lemme 5 de [1] dans
le cas de ¢ en appliquant les lemmes 2, 3 et 4.

4, Démonstration du théoréme

En posant y = exp(((1/2)logzloglogz)i/?), le théoréme s’en déduit par
application des lemmes 1 et 5 et de la proposition.

Je remercie vivement Aleksandar Ivi¢ d’avoir attiré mon attention sur le sujet
de la présente étude, et Michel Balazard pour d’utiles remarques.
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